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Equation de Schrédinger en coordonnées sphériques

@ Equation de Schrédinger stationnaire (une particule, trois dimensions)

h2
HY(P) = EY(¥) (—% A+ V(7)) Y(7P) = Ey(7)

ou V(A = V(|Al) = V(r) = potentiel central (a symétrie sphérique)
@ Coordonnées sphériques

z
» coordonnée radiale : r > 0
> colatitude:0<6<n g
» angle azimutal : 0 < ¢ < 27 6
. o 0 y
x=rsinfcose, y=rsinfsing, ")

z=rcosé
@ Fonction d’onde bornée et normée

o 21 T
f ly(P)dP = fO dr 1 fo dy fo dosin 6 |y(r, 0, ) = 1

X
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Laplacien et moment cinétique orbital
@ Laplacien en sphériques suggere séparation variable radiale

_ > fik _ 1 Kiia 1 ) a_
A= Pra + 82 + 612 vt [sm& a0 (Slng sin’0 9¢?
L

@ Moment cinétique orbital (classique et quantique)
> dimensions = action
» composantes quantiques = opérateurs différentiels hermitiques
(regle de correspondance : g = —inV = L[=-ih?x ﬁ)

Lo = yp:—zpy=-ih (y— - Za\) —ih( smgo 2 - =2 %),
Ly = zpx—xp.= ( g x[§—7) —ih (com,o & — f:r’l‘g %),
L. = xpy—ype=—i(xf —y&)=—in L

P 2
> carré [’ = L2+L2+12= hz[m %(sme ) suizﬂ 3%2]

e Energie cinétique = énergie radiale + énergie centrifuge (cf classique)

10 I
A_i’ﬂrr h2r2

= étude préalable de [? et des variables angulaires 0, ¢
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(Non-)commutation et fonctions propres de L

® [L.,L)]=LLy,—L,L,=1inL, #0
> idem pourxz etyz: (L, Li] = euilily (ok,l=x,y,2) & LxL =ihL
> relations d’incertitude (généralisées) pour composantes de L

= moment cinétique orbital pas connu complétement (# classique)

® [[?.L.) = [L2,L]+[L2, L] = Ly[Ly, L]+ [Ly, L)Ly + LyihiLy +ihL Ly = 0
» idempourxety = [[ALL]=0 (i=xy,2) .
> on peut connaitre simultanément le module et une composante de L

@ Observables qui commutent = fonctions propres communes Y(6, ¢)

LY(0,9) = 1PAY(0,9),  L.Y(0,9) = =ih Z£Y(0,¢) = Y(6, ¢)
Résolution par séparation des variables : = Y(6, ) = O(6) D(¢)
@ Equationen ¢ (L,) : ‘j,—f; =iud® = d(p) =Cet
» continuesengp=0: ®Q2r)=®0) = quantification pu=me2Z
> orthonormées :  @,,(¢) = —= ¢, [T @} (@)D () dp = Sy
e Equation en @ (L2, annexe 6C) : solution par série

» converge < tronquée = quantification A=I(+1), [eN
» fonctions propres associées aux polynémes de Legendre
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Harmoniques sphériques
. 2 Y™, ) = 12+ 1) Y™(6, ¢)
[ ’ ! ’
@ Fonctions propres communes { Lz Ylm(H, 90) — 7 Ylm(g, 90)

@ Expression explicite

Y0, ) = (=Dy2emsind J2el e pilcos ) x e
: E/—/

. . |m| dlml
» seule partie complexe : ¢™# S0 ogitg 1608 0)

» fonction de Legendre associée P',’”| :réelle, [ — |m| zérosen 0 # 0,
» polyndme de Legendre P, :degré Il =  degré total [ en cosfsinf
> paires ou impaires :  Y;"(r — 0, ¢ + ) = (=1)' ¥}"(0, ¢)
o Orthonormées : [ dy [ sin6.d6 Y™ (6,) Y1 (6,¢) = 61 Gy
» base de I'espace des fonctions de 6, ¢ (sphére unité)
» applications : distribution de masse (moments d’inertie), de charge
(moments multipolaires), rayonnement de fond cosmique. ..

@ Nombre quantique orbital ou < moment cinétique >
(notation spectroscopique) : [ = 0(s), 1(p), 2(d), 3(f), 4(g), 5(h) . ..
@ Nombre quantique magnétique ou < projection > : -/ <m <1
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Exemples : harmoniques sphériques [ = 0, 1,2

® Yi(0,¢) = —= /- isotrope

0
YO(H Q) = ,/ cosf
°
YELO, ) = F /& sin O et @
pe=Y) ot
L (y-1 1
= { Dx $(Y1 —YI)OC
) 1
Y20, ¢) = \J1=(3cos? 0 —
+igp
+2

=

~

|
—
=

_+_

=
~—

IS
NI NI

° Yil(ega)::u/g sin@cosfe

Y
Y+2(0 @) = ,/32” sin® @ e*2i¢
@ Parité (1)’ “ @@
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Equations de Schrédinger radiales
@ Réécriture équation de Schrddinger a trois dimensions

-2 (L& - &)+ v ud = By

2m \ r or?
uy(r)

@ Solutions séparables  y(7) = Ri(r)Y}" (6, ¢) = —Y’"(e ®)

= [-L (L L - LD) 4 V)| Ri)Y] (6. ¢) = ERI(1)Y] (6. ¢)

2od> n I+ 1)
[—% ﬁ-i-% r2 +V(r)]ul(r):Eul(r)
@ Equations de Schrédinger a V! (Ryd)
une dimension: 0<r <o ef:
° Potentiels effectifs dépendant de /
n=1" NN r (ao)
IT 2 0 4 6 8
centrifuge  central
@ Exemple : potentiel coulombien 1 -

(non confinant)  V(r) = 4”:0r
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Propriétés des fonctions d’onde radiales liées (E < 0)
@ Comportement asymptotique (potentiel non confinant) :
U1(F) ~rs00 €XP (= \=2ME[12 1) =00 0

@ Comportement a I'origine (point singulier régulier) : u;(r) ~y -0 1°
» développement de Frobenius, exposant caractéristique/indice s
» équation indicielle :  s(s—1)-Il+1)=0 = s=Il+1lou -1/
» R(r)~_or" ' bornée = seuls=1[+ 1 acceptable physiquement

/ I+1 1 1 1
Ry mgr = ) S i 200 Sy
r—0 r—0 r—0 \/— r r
Ef--So----- Eof--{cA------
o b
@ Double condition aux limites
= quantification énergie : E,, V! Vi V!
. ) e \rl r eff] L r eff Ly
° Nolmbre Fie no.euds radiaux : n, i "B e B
@ Points d’inflexion ry, r; : L n U " u
ug'(r,-) 2m &,\

w(ry) w2 (Véff(rt) E) =0



Orthonormalisation des fonctions d’onde liées (E < 0)

@ Fonctions d’onde radiales (/ fixe)

f st (Pt (P i = 6y == f Rus(F) Rogs(F) P = Sy
0 0

@ Fonctions d’onde tridimensionnelles

l/’nrlm(?) = l//n,,[m(r, 0, gp) = Yl’”(g’ 90) Rn,l(”) Ym(Q ) “n,l( r)

» fonctions propres communes a {H, ZZ,LZ} :

Hlﬁn,-lm = n,lwn,-lm9 zzwn,lm = hzl(l + l)wn,lm’ szn,lm = hmwn,lm

» orthonormées
ff Ym*(Q)Ym (Q)dQ f Up,| (r)un;l’ (r) dr
Si

11 ny 611 6

flf//;,hn(?) (J/n,’.l’m’(?) ar
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Potentiel coulombien attractif

e Potentiel coulombien attractif
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Equation de Schrédinger en variables réduites

@ Particule de masse m, et de charge —e attirée par charge fixe +Ze
(si Z =1 :atome d’hydrogene) = Schrddinger 3D stationnaire

(- A - £ )u() = Ey(7)  (unités vérifiables) (1)

2m, drepr

@ Systeme unités = variables adimensionnées : 7 — Fay, E — E Ryd
» longueur : rayon de Bohr ao = 4:1:50L ~ 0.053 nm = 0.53 A

2 =3 ~ 13.6 eV

M, (1 KEUuU

= (—A - 272) W(#) = Ey(#) (unités non vérifiables) (2)

» énergie : Rydberg Ryd =

° Equation radiale (—5’—22 + [(l;]) 2Z)u/(r) Eui(r) = —€uy(r)
@ Solution asymptotique  u(r) e = changement de fonction
uy=e“F = u; = (Fl’ —€eF)e ™ = u;’ = (Fl” - 2€Fl’ + e2F))e™¢"
= équation radiale x ¢" = équation différentielle (liée a Laguerre)
I+ 1)
2

—€r

F)/ - 2¢F) - —F, 0 (3)

12/17



Résolution par série de Frobenius autour de r = 0

(o8]

@ Indices=I/+1 = F(r)=r" Z cjrl = Z et = Z cj117t!
j=0 j=0

j=1
B) = IZG+I+DG+ et - 2¢ 221 G+ Dejei it

—I+ D) X2, T 4223 T =0

DG+ 141G+ D= 1+ Dy = 20e(i + D) = Zlega} /1 =0, vr
j=1
= équations de récurrence  j(j + 21+ 1) ¢; = 2[e( + 1) = Z] ¢

2
@ Forme asymptotique (r — o) : jcj ~ 2ecji-1 = ¢ ~ Qey

j—oo J—ooo ]'

Co
o .
2er o
= Fi(r) ~ r'"! E (Zery : Y =o' = w(r) ~ cor'tle”
r—oo . ,]' r—0c0
j=0
= série converge vers fonction divergente, non physique

= série tronquée (polyndme Laguerre généralisé) : cjsn, =0, ¢, #0

— en,+1+1)-2Z=0
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Quantification de I'énergie

@ Spectre discret, avec point d’accumulation

4 4 72
——=— = FE,=-—Ryd
n.+Il+1 n n? Y

€ =

=

» nombre quantique « principal = (donne E): n=n,+[+1 € N
» <moment cinétique > [<n car n,
» nombre quantique magnétique -/ <m <[ (2[+ 1 valeurs)

\%
o

@ Dégénérescence niveau E,, : E, (Ryd)
n—1 0 0 1 2 3 1
| [ — ——
&= @D =n N 3 om Y
=0 N 2s 2p
@ Transitions :  Eppoon = £, — Ey
1 _ Ephoton _ Ryd L _ 1
/lnn’ - hc B he n/Z n2
1 —
=R s
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Fonctions d’onde radiales des états liés

7 Rnl Rnl
_Z 2 0.4
€ =7 1 \\ Is  go 3s
.. ATE
= j+20+ D= Z[(-D)-nle o ’
) 7 0.4 2 0.1 3
A COP R N AN
0.2 2p 0.05 3d
e L2*! = polynémes de Laguerre % 0
o, ., L, , , 0 5 10 0 5 10 r(aO/Z)
généralisés, degré n,, n, zéros réels )
241 I‘”|R”1(I‘)‘2 "lenl(r)‘z
L() (2)=1, §ZK Is o1 3s
2041\ —_ _ oz 0 0
L) = 2L+ 2) (1= o) o
Slsl . 2 82 25 g4 3p
Ly (@)= (@21 +3) (1 I —(2z+2)(2z+3)) o 0
_ _ _ ; o 2 o4 3d
@ Fonctions dimensionnées % 0
s 0 5 10 15 0 5 10 15,
(unité : ag ou ag/Z) g r(a/2)
_ 23 [ ag (2ze\ pousl (220 -
Ry (r) = n2a? N D) (%) n, (%)e 0
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Fonctions d'onde tridimensionnnelles v, = Y@, )Ru(r)

421 422

531 1153

[Visual Quantum Mechanics, B. Thaller]
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http://www.kfunigraz.ac.at/imawww/vqm

Les spectres de I'atome d’hydrogéne

E, (Ryd)

@ Energie liaison électron 0 . s 3 g

35w/ Y
2s  2p

=]

72 -
E,/l = ——2 Ryd _
n

Hl= Ol—

» Ryd ~ 13.6 eV
> HGNO

@ Longueur d’'onde photons

» R="1Y £ 0.01097 nm~! s e H M, ‘H

he
»nn €Ny, I'=1x1

» n’ =1, Lyman (UV)
» n’ =2, Balmer (visible)
» n’ = 3, Paschen (IR)

T T T T
100 200 A (nm) 500 1000 2000

Lyman Balmer Paschen
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