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Chapitre 1

Introduction Générale

De nombreux mécanismes physiques rencontrés dans les domaines des sciences fonda-
mentales, appliquées et de l'ingénierie sont régis par des phénomènes de transport .
Dès lors, il devient indispensable d'en connaître la description et d'établir les lois physiques
et mathématiques qui les gouvernent pour en maîtriser les applications.

L'objectif de ce cours est de dégager les principes physiques et de présenter la modé-
lisation des trois phénomènes de transport fondamentaux qui sont :

1. Le transport de quantité de mouvement . Il existe avec la présence d'un écou-
lement de �uide . Le paramètre physique macroscopique qui le contrôle est la
viscosité. Il fait l'objet de la PARTIE I du cours.

2. Le transport d'énergie. Il s'appuie sur la conduction de la chaleur. Elle s'éta-
blit dans la matière, siège de variations spatiales de température. Le paramètre de
transport macroscopique est le coe�cient de conductivité thermique Nous note-
rons toutefois que le rayonnement thermique joue aussi un rôle important dans le
transport d'énergie. Son cas est particulier ; il sera traité séparément. PARTIE II
du cours.

3. Le transfert de matière . Il met en jeu les phénomènes de di�usion de di�érentes
espèces matérielles entre elles. Il est dû à des variations de concentration massique
et son paramètre caractéristique est le coe�cient de di�usivité massique. Cette
propriété traduit la façon dont un �uide se mélange avec un autre. PARTIE III
du cours.

Nous constatons que les mécanismes de transport nécessitent tous la présence de ma-
tière pour se développer. De ce fait ne nous étonnons pas de constater l'implication
profonde de la mécanique des �uides et de la thermodynamique dans leur description.
Nous verrons par ailleurs que tous ces phénomènes, hormis le rayonnement thermique,
possèdent de fortes analogies qui méritent d'être reconnues et qui o�rent d'intéressantes
méthodes de simulation et d'analyse.

part Transport de Quantité de Mouvement
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Chapitre 2

La Loi de Newton

Pour introduire le transport de la quantité de mouvement nous considérons l'exemple
de l'écoulement stationnaire d'un �uide incompressible (masse volumique ρ=constante)
entre deux parois parallèles séparées d'une distance δ. L'une est �xe et l'autre est en
mouvement uniforme à la vitesse Uo dirigée suivant l'axe Ox comme le schématise la
�gure 2.1. Les parois sont supposées su�samment longues pour qu'il existe une portion
du canal où l'écoulement soit unidirectionnel, donc pas a�ecté par des e�ets d'entrée et
de sortie. Cet écoulement de cisaillement simple est appelé écoulement plan de Couette .

Fig. 2.1 � Dé�nition d'un écoulement cisaillé parallèle

L'observation expérimentale de cet écoulement nous conduit à faire les constatations
suivantes :

� Le �uide adhère aux parois ; ce qui signi�e que la vitesse est nulle en y = 0 et égale
à celle de la paroi mobile en y = δ.

� Le comportement du �uide en mouvement peut être assimilé à celui d'une série de
couches se déplaçant parallèlement et relativement les unes par rapport aux autres,
chacune ayant une vitesse propre, u ; ce qui sous-entend l'établissement dans le �uide
d'un pro�l ou d'une distribution de vitesse qu'il s'agira de déterminer.

Dans leur déplacement, deux lames de �uide adjacentes frottent l'une sur l'autre.
Cette friction est le résultat du va-et-vient et des interactions constants des molécules
en agitation qui traversent la surface de séparation. La �gure 2.2 illustre le propos.

15
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Fig. 2.2 � Filets �uides dans l'écoulement

Considérons dans notre écoulement deux couches �uides séparées d'une petite distance `.
La molécule A de masse m de par son mouvement aléatoire d'agitation quitte la couche
lente a et entre dans la couche rapide voisine b avec la vitesse d'entraînement u − du,
celle de la couche d'où elle provient.

De ce fait, en amenant une quantité de mouvement m(u − du), elle jouera un rôle
ralentisseur pour la couche b. De façon analogue, la molécule B en provenance de la couche
rapide injecte dans la couche lente une quantité de mouvement égale à m(u+du) donnera
une impulsion. Une image amusante de ce mécanisme peut être tirée de la situation de deux
trains qui se dirigent dans la même direction sur deux voies rigoureusement parallèles. Les
passagers des deux trains se jettent des objets par les fenêtres. Les échanges de quantité de
mouvement dus aux jets d'objets ont pour résultat d'accélérer le train lent et de ralentir
le train rapide.

En dé�nitive, nous retiendrons que la quantité de mouvement est transportée dans le
sens couche rapide vers couche lente et que ce transport tend toujours à uniformiser le
champ de vitesse. Nous véri�erons par la suite que ce comportement est en parfait accord
avec le second principe de la thermodynamique.

Selon le principe fondamental de la mécanique nous pouvons énoncer que ce �ux de
quantité de mouvement qui traverse par unité de temps l'unité de surface entre les couches
a et b, est égale à la force tangente à cette surface. Elle est appelée contrainte visqueuse ou
contrainte de cisaillement et sera dénotée τxy. Remarquons que τxy a la dimension d'une
pression. Son unité est donc le Pascal Pa.

L'expérience montre que le �uide entraîné par la plaque mobile supérieure possède un
pro�l de vitesse u qui varie linéairement suivant la direction Oy :

u(y) = Uo
y

δ
(2.1)

De même, on observe que la force par unité de surface, c'est-à-dire τxy, qu'il faut
vaincre pour maintenir le mouvement relatif des plaques est directement proportionnelle
à Uo et inversement proportionnelle à δ ; ce qui s'écrit :

τxy =
F

S
∼ −Uo

δ
(2.2)

Le signe moins rappelle que la tension s'oppose au mouvement. La comparaison des
relations 2.1 et 2.2 conduit à formuler le cisaillement comme suit :
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τxy = −µdu
dy

= −µγ̇ (2.3)

C'est la Loi de Newton. Elle exprime que le �ux de quantité de mouvement est de
signe contraire au gradient de vitesse ou vitesse de déformation γ̇ dénommée aussi taux
de déformation dont l'unité est s−1. La loi de Newton fait intervenir le paramètre µ qui
est la viscosité du �uide. Le chapitre suivant est consacré à la discussion de ce paramètre.

� Exercice
Une plaque de 3m de long et 1m de large se déplace à la vitesse de 1m/s parallèlement

a une paroi horizontalement �xe distante de 0,005m. Pour ce faire, on doit appliquer une
force de traction de 1,2 N. Comment est le pro�l de la contrainte de cisaillement. Quelle
est la valeur de la viscosité du �uide et quelle est son unité ?
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Chapitre 3

La Viscosité

Le coe�cient de proportionnalité µ qui apparaît dans la loi de Newton 2.3 est la
viscosité absolue du �uide. Nous préciserons viscosité dynamique car elle est associée
à une force. C'est le résultat macroscopique de l'échange de quantité de mouvement lié à
l'agitation moléculaire. Elle a pour dimension :

µ ≡ F

S

[
Uo

δ

]−1

≡ MLT−2

L2
.
[
L

T
.
1

L

]−1

= ML−1T−1 (3.1)

Le tableau 3.1 reprend les di�érentes unités de la viscosité dynamique rencontrées
dans la littérature. Soulignons néanmoins que seule celle du système MKS est o�cielle
et qu'un Poiseuille (P`) équivaut à un Pascal.seconde (Pa.s). Des valeurs typiques de µ
sont présentées au tableau 3.2

3.1 La Viscosité des Gaz.

La loi du cisaillement 2.3 peut être démontrée dans le cas des gaz en s'appuyant
sur des considérations théoriques de la cinétique. Le gaz est composé de molécules en
mouvement désordonné créé par l'agitation thermique et assimilées à des sphères rigides
de masse m. Ce mouvement aléatoire est dé�ni par le module de la vitesse moléculaire
moyenne, ṽ qui serait ressentie par un observateur se déplaçant avec la vitesse du �uide

Tab. 3.1 � Unités de la viscosité dynamique

Système Unité Symbole

CGS g/cm.s =⇒ Poise P

MKS kg/m.s =⇒ Poiseuille P`
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Tab. 3.2 � Viscosité dynamique de quelques �uides

Fluide T µ
[oC] [P` ou Pa.s]

Air 20 18.10−6

Eau liquide 20 0,001

Glycérine 20 0,8

Zinc 450 0,0033

u. En supposant l'agitation isotrope, la répartition de la vitesse des molécules se carac-
térise par une composante normale à la surface unitaire S qui délimite les deux couches.
Cette composante est égale à ṽ/6. Reprenons la �gure 2.2 qui schématise une portion de
l'écoulement. La distance ` est maintenant le libre parcours moyen des molécules.

Etablissons l'expression suivant l'axe Ox du �ux de quantité de mouvement à travers
S que nous situons à l'ordonnée quelconque y. Ce �ux est la contribution des quantités de
mouvement de toutes les molécules qui traversent S par unité de temps dans la direction
y > 0 diminuée de la contribution dans le sens y < 0. La quantité de mouvement de la
molécule A, représentative de la couche à basse vitesse, est mu|y−`.Le �ux dans le sens
positif des y est :

Φ+ = n
ṽ

6
mu|y−`

où n est le nombre de molécules présentes dans l'unité de volume. De même, le �ux
de quantité de mouvement dans le sens des y négatifs, dû aux molécules B venant de la
couche à haute vitesse, est :

Φ− = n
ṽ

6
mu|y+`

Comme énoncé plus avant, la tension visqueuse τxy qui s'exerce parallèlement à S est
égale au �ux net de quantité de mouvement. Il vient :

τxy = Φ+ − Φ− = mn
ṽ

6
[u|y−` − u|y+`] (3.2)

Puisque le libre parcours moyen des molécules est une très faible quantité, une variation
linéaire de la vitesse sur la distance 2` est admise et la relation 3.2devient :

τxy = −[
mnṽ`

3
]
du

dy
(3.3)

après avoir identi�é le terme entre crochets comme étant la viscosité dynamique du
gaz, nous retrouvons bien la loi de Newton avec :



3.2. LA VISCOSITÉ DES LIQUIDES 21

µ =
ρṽ`

3
(3.4)

où ρ est la masse volumique du gaz = nm.
La théorie cinétique des gaz fournit les expressions de ` et ṽ qui sont respectivement :

` =
1√

2πd2n
(3.5)

et

ṽ =

√
8κbT

πm
(3.6)

La combinaison de 3.5, 3.6 avec 3.4 conduit à :

µ =
2

3πd2

√
κbmT

π
(3.7)

κb est la constante de Boltzman (1,38x 10−23J/K).
La viscosité dynamique d'un gaz croît avec la température statique T (en degré K).

Elle est indépendante de la masse volumique ou de la pression P ; ce résultat théorique
se trouve en défaut aux très basses comme aux très hautes pressions. En e�et, quand
le gaz est largement détendu, tel que dans les installations d'ultra vide où des pressions
aussi faibles qu'une centaine de pascals sont atteintes, le libre parcours est essentiellement
déterminé par les chocs des molécules contre les parois du récipient. Le libre parcours
moyen devient quasi constant. C'est le régime de Knudsen. Dès lors, les collisions entre
molécules deviennent trop rares pour assurer l'état d'équilibre sur lequel repose la théorie
cinétique des gaz. En fait, la chute de P entraîne une diminution de n et donc du produit
nm ; en conséquence, µ diminue.

Par ailleurs, aux très grands taux de compression, le gaz devient si dense qu'il com-
mence à présenter des propriétés proches de celles des liquides. A titre d'exemple, on note
que la viscosité dynamique de la vapeur d'eau à 315 oC passe de 0,023 à 0,035 Pa.s quand
la pression augmente de 0,7 à 5,4 MPa.

3.2 La Viscosité des Liquides

Compte tenu de la promiscuité moléculaire dense qui règne dans un liquide pur au
repos, le mouvement de chaque molécule se limite à un état vibratoire dans une sorte
de �cage� formée par ses voisines. Physiquement cette cage est une barrière énergétique
représentée par l'énergie libre d'activation, ∆�Go. La démarche théorique communément
suivie consiste à assimiler le milieu liquide à un damier formé de cages (cases occupées) et
de trous adjacents (cases vides). Le �uide, même au repos, vit en son sein un réarrangement
continu qui se concrétise par le saut des molécules d'une cage vers un trou. La fréquence
fo de ces bonds est fonction de la température T du liquide :

fo =
κbT

h̄
exp

[
∆�Go

<T

]
(3.8)

h̄ est la constante de Planck (6,63x10−34J.s) et < est la constante molaire des gaz
parfaits (8314J/kmole.K).
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Quand le liquide s'écoule, la contrainte de cisaillement τxy qui s'établit dans le �uide
induit une distorsion dans le potentiel énergétique qui devient :

∆�G = ∆�Go ∓
(
a

`

)(
τxyṼ

2

)
(3.9)

où Ṽ est le volume d'une mole liquide. Le second terme du membre de droite est une
écriture approchée du travail à fournir pour franchir la barrière soit avec ou contre la
force visqueuse. a est la longueur du saut et ` comme précédemment la distance entre
�lets �uides. Quand il y a écoulement, la fréquence de réarrangement des molécules est
modi�ée :

f± = fo exp

[
±a
`

τxyṼ

2<T

]
(3.10)

La couche de �uide dominée par des sauts vers l'amont (bonds moléculaires à contre
courant) aura une vitesse d'ensemble moins grande que celle de sa voisine où les sauts se
font le plus souvent vers l'aval (bonds moléculaires cocourants). Sur la base de la �gure
2.2, nous pouvons écrire que la variation de vitesse entre les �lets A et B est le résultat
net de la di�érence de fréquence des bonds co- et concourants. En admettant un pro�l
linéaire de vitesse sur la petite distance `, on a :

−du
dy

=
a

`
(f+ − f−) (3.11)

Les fréquences de bond étant remplacées par leur expression 3.10 dans l'équation
3.11, il vient :

−du
dy

= 2
a

`
fo sinh

[
a

`

τxyṼ

2<T

]
(3.12)

L'expérience montre que l'énergie libre d'activation ∆�Go est proportionnelle à l'énergie
interne de vaporisation du liquide, qui dépend elle-même linéairement de la température
d'ébullition Tb conformément à la loi de Trouton.

Par ailleurs, pour les liquides newtoniens (voir chapitre 4) a et ` sont du même ordre
de grandeur et l'argument du sinh est petit devant l'unité de sorte que la relation 3.12
prend la forme �nale suivante :

τxy = −ℵh̄
Ṽ

exp
(

3, 8
Tb
T

)
du

dy

d'où il est aisé d'extraire l'expression de la viscosité dynamique des liquides :

µ =
ℵh̄
Ṽ

exp
(

3, 8
Tb
T

)
(3.13)

ℵ est le nombre d'Avogadro (6,023x1023 molécules/g −mole).
En accord qualitatif avec l'observation expérimentale faite sur la plupart des liquides,

la relation 3.13 indique que leur viscosité décroît exponentiellement avec l'élévation de la
température. Par contre elle est quantitativement peu précise et n'est utilisable que pour
avoir une première estimation, en particulier dans le cas de liquides à molécules longues
et �nes.



Chapitre 4

Fluides Non-Newtoniens

Les �uides sont classés en deux catégories.

1. Les �uides newtoniens pour lesquels la contrainte de cisaillement varie linéairement
avec la vitesse de déformation conformément à la formule de Newton 2.3. Tous les
gaz et les liquides homogènes nonpolymériques ont un comportement newtonien.

2. Les �uides non-newtoniens pour lesquels il n'existe plus de relation linéaire et
instantanée entre la contrainte et le gradient de vitesse. La viscosité absolue dé�nie
selon la relation 2.3 dépend de façon plus ou moins complexe de la contrainte
appliquée et dans certaines situations du temps.

L'étude des caractéristiques très diverses des �uides non-newtoniens constitue la science
de la rhéologie dont un des précurseurs était le Professeur Bingham du collège Lafayette.
D'une façon générale, elle se préoccupe de la déformation et de l'écoulement de la ma-
tière. L'appareil de laboratoire qui permet la détermination des propriétés des �uides
non-newtoniens est le rhéomètre.

4.1 Comportement dépendant de la contrainte

La �gure 4.1 décrit les principaux comportements non-newtoniens qui ne font pas
intervenir une évolution dans le temps de l'écoulement.

1. Les viscoplastiques De telles matières, aussi appelées plastiques de Bingham,
se �uidi�ent et s'écoulent dès que la contrainte dépasse une valeur critique τc. Au
delà de ce seuil, ils se comportent comme des �uides newtoniens (courbe `b' de la
�gure 4.1). Le ciment frais approche bien ce comportement avec τc ' 50 Pa et une
viscosité e�ective µe ' 0, 0003 Pa.s. Les pâtes de dentifrice, les boues de forages,
certaines argiles et les suspensions de micro-particules de combustible nucléaire dans
l'eau lourde sont d'autres exemples de �uides viscoplastiques.

2. Les pseudo�plastiques. Les pseudo�plastiques sont des �uides dont la viscosité
apparente diminue lorsque la contrainte augmente (courbe `c'de la �gure 4.1). De
nombreux �uides non-newtoniens ont des comportements pseudo�plastiques. Les
exemples typiques sont les encres d'imprimerie, les peintures, les polymères liquides
et les pâtes à papier. Pour ces �uides, l'augmentation de τxy induit un réarrangement
des macromolécules qui s'alignent parallèlement avec l'écoulement ce qui facilite son
établissement.
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Fig. 4.1 � Modèles non-newtoniens stationnaires

Le résultat 3.12 obtenu au paragraphe 3.2 est une formulation du modèle de Eyring
qui constitue un des descriptifs du comportement de ces �uides. Néanmoins, le
modèle simple communément employé est la loi en puissance due à Ostwald et de
Waele :

τxy =
[
Kµ|γ̇|n−1|

]
γ̇ (4.1)

L'exposant n permet de quanti�er l'écart par rapport au comportement newtonien.
Quand n = 1 nous retrouvons la relation de Newton (courbe `a' de la �gure 4.1).
Par contre n est inférieur à 1 pour les pseudo�plastiques. Le terme entre crochets de
la relation 4.1 est la viscosité apparente µa du �uide et le paramètre Kµ est nommé
la consistance.
Les courbes tracées à la �gure 4.2 illustrent la variation de µa avec la vitesse de
déformation pour certains pseudo�plastiques.

3. Les �uides dilatants. Contrairement aux pseudo�platisques, les �uides dilatants
deviennent d'autant plus résistants à l'écoulement que la contrainte appliquée aug-
mente (courbe `b' de la �gure 4.1). Ils possèdent une viscosité e�ective qui croît avec
la vitesse de déformation. Un bel exemple est le sable mouillé dont les grains glissent
les uns sur les autres sous l'e�et de lubri�cation de l'eau aux faibles vitesses mais qui
s'arc-boutent les uns sur les autres sous l'e�et des frottements aux fortes contraintes.
Le modèle de loi en puissance 4.1 s 'adapte bien pour décrire le comportement de
ces �uides en prenant n supérieur à 1.

4.2 Comportement dépendant du temps

Jusqu'à présent nous avons supposé que la vitesse de déformation était indépendante
du temps d'application de la contrainte. Ce n'est pas toujours le cas ; en e�et on observe
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Fig. 4.2 � Viscosité apparente de pseudo�plastiques

fréquemment que la viscosité apparente du �uide varie durant le temps d'imposition de
la force et que ces modi�cations peuvent être réversibles ou irréversibles.

1. Les �uides thixotropes. Les �uides dont la viscosité e�ective diminue graduelle-
ment avec le temps d'application d'une contrainte constante et réaugmente après
cessation de l'e�ort pour atteindre sa valeur initiale après un certain temps, sont ap-
pelés thixotropes. Cette propriété o�re d'intéressantes applications pratiques comme
l'enduction de la peinture ; pendant l'étalement, soumise à une forte contrainte sous
l'e�et du pinceau ou du rouleau, la peinture présente une viscosité faible. Par contre,
après relaxation de la contrainte, la structure à forte viscosité se reconstitue et em-
pêche d'éventuelles dégoulinades. La préparation de la mayonnaise repose sur le
même phénomène. Les �uides qui subissent un accroissement de la viscosité ap-
parente dans le temps sous contrainte constante sont anti-thixotropes ou rhéopec-
tiques. La thixotropie se produit plus particulièrement dans les circonstances où les
�uides sont des pseudo�plastiques. De même, la rhéopexie est usuellement associée
aux �uides dilatants.

2. Les �uides viscoélastiques. En théorie de l'élasticité, la contrainte est propor-
tionnelle à l'élongation ou à la contraction. Dans un �uide nous avons vu qu'elle
dépend de la vitesse de cisaillement. Une substance pour laquelle ces deux e�ets
se conjuguent est viscoélastique. Les �uides possèdent tous, à des degrés plus ou
moins importants, les propriétés visqueuses et élastiques simultanément. En fait, le
comportement �nal va dépendre du temps naturel ou de relaxation microscopique
du matériau, tr, et du temps caractéristique de la perturbation (du processus de
déformation) appliquée au corps, tp.
Suivant l'idée que nous pourrions observer toute matière s'écouler, même les mon-
tagnes si nous pouvions attendre longtemps, nous dé�nissons le nombre de Déborah
De = tr/tp. Lorsque ce nombre est plus petit que l'unité, le matériau présente un
comportement �uide ; par contre aux très grandes valeurs de De, cas d'une appli-
cation de contrainte très rapide ou d'un temps naturel du matériau très long, le
comportement sera du type solide élastique. La viscoélasticité traite des compor-
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Fig. 4.3 � Phénomènes viscoélastiques

tements qui se situent entre ces deux extrêmes. Ainsi, lors d'une expérience lente
la substance apparaîtra plus visqueuse qu'élastique et inversement lors d'une expé-
rience rapide.
La nature viscoélastique de certains �uides se manifeste par des comportements a
priori inattendus dont deux situations typiques sont représentées à la �gure 4.3. Les
écoulements des �uides viscoélastiques s'accompagnent de la formation de contraintes
normales perpendiculaires à la direction du gradient de vitesse. Sous l'action de ces
contraintes viscoélastiques, un �uide macromoléculaire va grimper le long d'un cy-
lindre vertical mis en rotation alors qu'un �uide newtonien va s'en éloigner sous
l'e�et des forces d'inertie ; c'est l'e�et Weissenberg. Le gon�ement d'un jet de po-
lymère liquide à la sortie d'un tube capillaire se rencontre régulièrement dans les
procédés d'extrusion ; c'est l'e�et Barus. Cette expansion est d'autant plus impor-
tante que le taux de cisaillement ou le débit est grand. Ce phénomène est le résultat
d'une relaxation des tensions élastiques normales après l'ori�ce de sortie.



Chapitre 5

Exemple : Ecoulement du �lm tombant

La chute d'un �lm liquide le long d'un mur solide plan est un exemple d'écoulement
unidirectionnel simple qui nous permet d'illustrer l'application de la loi de la quantité
de mouvement. La �gure 5.1 décrit la con�guration du problème posé. La paroi, inclinée
de l'angle Θ par rapport à la verticale Oy, est su�samment longue pour admettre que
l'écoulement liquide induit par la pesanteur soit établi sur une portion L ; cette hypothèse
implique que l'épaisseur du �lm δ et le débit massique total ṁ ( comme le débit volumique
puisque nous traitons le cas d'un �uide incompressible, ρ = Cte) au travers de la section
transversale soient constants. Ils ne dépendent pas du point courant le long de Ox. Par
ailleurs, nous nous limitons au régime laminaire c'est-à-dire aux conditions pour lesquelles
le �uide se comporte comme s'il était constitué de très �nes �lamelles� qui se déplaceraient
parallèlement les unes par rapport aux autres

5.1 Bilan de quantité de mouvement

Le petit élément de contrôle ABCD d'envergure unitaire dé�ni à la �gure 5.1 représente
une de ces couches �uides d'épaisseur dy. Appliquons-lui l'équation de la quantité de
mouvement projetée dans la direction Ox. Le bilan s'énonce comme suit :

 Flux de quantité
de mouvement
entrant

−
 Flux de quantité
de mouvement
sortant

+

 Somme
des forces
appliquées

 = 0 (5.1)

5.1.1 Flux net de quantité de mouvement

Compte tenu de l'agitation moléculaire, discutée au chapitre 2, le �ux entrant par le
coté AB est :

Φ+
AB = (τxy|y)L (5.2)

De même, le �ux sortant par le coté CD s'écrit

Φ−CD = (τxy|y+dy)L (5.3)

La condition de régime établi et la constance de ṁ le long de Ox signi�ent que l'écou-
lement se caractérise par une composante de vitesse, u, parallèle à la paroi. Elle possède
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Fig. 5.1 � Ecoulement du �lm tombant

un pro�l suivant y mais ne varie pas avec x. Par conséquent le gradient de la vitesse
normale aux cotés AD et BC est nul. Dès lors, la loi de Newton stipule que dans ce cas
il n'y aura pas de contribution due à l'agitation moléculaire au travers de ces segments.
Par contre, l'écoulement s'accompagne d'un mouvement d'entraînement macroscopique
de l'impulsion (ρu) qui traverse ces sections transversales. Ces �ux d'impulsion dus au
mode d'advection sont égaux :

Φ+
AD = Φ−BC = ρu2dy (5.4)

Suivant la loi 5.1, le �ux net de quantité de mouvement sur l'élément ABCD se réduit
à :

∆ΦABCD = Φ+
AB − Φ−CD + Φ+

AD − Φ−BC

d'où
∆ΦABCD = L [τxy|y − τxy|y+dy] = −Ldτxy

dy
dy (5.5)

5.1.2 Forces appliquées

A ce stade du développement, nous injectons l'hypothèse, à véri�er a posteriori, que
le �lm est su�samment mince pour que la pression soit partout la même et égale à la
pression atmosphérique. La seule force extérieure qui agit sur le volume de référence
ABCD est la pesanteur. Le poids de l'élément projeté suivant Ox est

FP = ρg cos(Θ)Ldy (5.6)
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g est l'accélération de la pesanteur.
Finalement l'équation de base qui décrit le mouvement du �lm liquide est obtenue en

combinant 5.5 et 5.6. Il vient :

dτxy
dy

= ρg cos(Θ) (5.7)

5.2 Description de l'écoulement

La relation 5.7 est une équation di�érentielle ordinaire du premier ordre dont l'inté-
gration fournit une distribution linéaire de la contrainte de cisaillement :

τxy = (ρg cos Θ)y + C1

La constante C1 ne peut être déterminée que par l'introduction d'une condition aux limites
physique. Portons notre attention sur l'interface entre le �lm et l'air environnant au repos.
La très faible agitation moléculaire entre ces deux milieux n'induit que des échanges de
quantité de mouvement in�mes ; ce qui se formule par :

à y = δ τxy = 0 =⇒ C1 = −(ρg cos Θ)δ

L'expression analytique �nale du pro�l de la tension visqueuse est :

τxy = ρg cos(Θ)[y − δ] (5.8)

Comme y ≤ δ, nous constatons que la contrainte τxy est toujours négative ou nulle,
ce qui précise bien qu'elle s'oppose à l'écoulement. Elle prend une valeur maximale à la
paroi où son module vaut :

|τmaxxy | = ρgδ cos Θ (5.9)

et qui n'est rien d'autre que la composante du poids du �lm liquide par unité de longueur
et d'envergure.

Il est à noter que la formulation 5.8�5.9 reste valable quel que soit le type de li-
quide, newtonien ou pas et que seul le choix du �uide va conditionner le pro�l de vitesse.
Considérons le cas d'un �uide newtonien et utilisons la relation de Newton, Eq. 2.3, en
combinaison avec l'expression 5.8 : nous établissons ce faisant l'équation di�érentielle
ordinaire du premier ordre qui régit le pro�l de vitesse u(y) :

du

dy
=
ρg cos Θ

µ
(δ − y)

Après intégration et ayant imposé que le �uide, puisque visqueux, adhère à la paroi solide,
c'est-à-dire que u = 0 à y = 0, nous obtenons :

u =
ρgδ2 cos Θ

2µ

[
2− y

δ

]
y

δ
(5.10)

La distribution de vitesse du �lm liquide est parabolique. Elle atteint son maximum à
l'interface liquide-air :

umax =
ρgδ2 cos Θ

2µ
(5.11)
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Recherchons l'expression du débit massique par unité d'envergure :

ṁ = ρ
∫ δ

0
u(y)dy = ρ

[
ρgδ3 cos Θ

3µ

]
(5.12)

Si nous dé�nissons la vitesse moyenne débitante < u > telle que :

ṁ = ρ < u > δ

alors de 5.12 et 5.11 nous voyons que :

< u >=

[
ρgδ2 cos Θ

3µ

]
=

2

3
umax (5.13)

5.3 Paramètres de similitude

L'ensemble de l'analyse présentée ci-avant peut être exploité pour faire ressortir des
groupements sans dimension qui sont des combinaisons de variables ou paramètres. L'in-
térêt de ces nombres adimensionnels est de permettre une généralisation des résultats
descriptifs en les traduisant sous forme de corrélations déduites de l'expérience et obte-
nues dans di�érentes conditions.

En particulier, l'expression de la vitesse moyenne, 5.13, peut être manipulée pour se
mettre sous la forme suivante :[

< u >2

δg cos Θ

]
∗
[
ρ < u > δ

µ

]−1

=
1

3
(5.14)

Deux groupes adimensionnels importants sont ainsi mis à jour. Il s'agit du nombre
de FROUDE (premier terme de gauche de 5.14) et du nombre de REYNOLDS
(deuxième terme de gauche de 5.14).
• Le nombre de FROUDE. Il compare les e�ets d'inertie aux e�ets de gravité :

Fr =
< u >2

δg cos Θ

Il joue un rôle prépondérant dans la plupart des écoulements à surface libre où la pesanteur
intervient comme dans les phénomènes de ressauts hydrauliques par exemple.
• Le nombre de REYNOLDS. Il caractérise l'importance relative du transport de

la quantité de mouvement par advection et par di�usion visqueuse. Son écriture

Re =
ρ < u > δ

µ
=
< u > δ

ν

fait apparaître une nouvelle propriété du �uide, la viscosité cinématique :

ν =
µ

ρ

Elle a la dimension d'une di�usivité soit [m2/s]. Par conséquent, le temps caractéristique
de di�usion de la quantité de mouvement sur l'épaisseur du �lm prise comme distance
typique est de l'ordre de δ2/ν. Par ailleurs le temps caractéristique d'advection, durée
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du parcours de cette distance prise selon Ox est de l'ordre de δ/ < u >. Le rapport
de ces deux temps caractéristiques est le nombre de Reynolds. Nous retiendrons que le
mécanisme dont la propagation sera la plus rapide, dominera l'écoulement et imposera
l'organisation du champ de vitesse.

Si une campagne d'essais est menée sur le �lm tombant, la relation 5.14 suggère qu'une
corrélation expérimentale linéaire entre Re et Fr soit trouvée :

Re = 3Fr (5.15)

En fait, l'expérience montre que tant que Re reste inférieur à l'unité, les forces visqueuses
ordonnent l'écoulement avec des lignes de courant parfaitement rectilignes et parallèles
à la paroi. Le régime est laminaire et la relation 5.15 est véri�ée. L'augmentation du
nombre de Reynolds au-dessus de cette valeur, va entraîner le frémissement de la surface
libre, l'apparition de petites vaguelettes et la désorganisation de l'écoulement. Le régime
devient turbulent pour Re ' 100 et les résultats analytiques obtenus ci-dessus ne sont
plus valables.

Quant à la tension pariétale τmaxxy , elle peut être exprimée sous forme d'un coe�cient
de frottement dé�ni par :

Cf =
|τmaxxy |

1
2
ρ < u >2

(5.16)

La norme, 1
2
ρ < u >2, est la pression dynamique moyenne de l'écoulement. Avec les

expressions 5.9, 5.11 et 5.15, le coe�cient de frottement peut prendre les formes simples
suivantes :

Cf =
2

Fr
=

6

Re
(5.17)

5.4 Application numérique.

Prenons comme illustration, le cas d'une plaque de verre lisse, inclinée de 45 degrés
et revêtue continûment par un �lm d'huile qui s'écoule avec un débit massique de 0,1
kg.m−1.s−1. L'huile a une masse volumique de 900 kg.m−3 et une viscosité dynamique
de 0,18 Pa.s. Recherchons l'épaisseur de la couche liquide en postulant un écoulement
laminaire. L'équation 5.12 du débit nous permet de répondre à la question :

δ =

[
3νṁ

ρg cos Θ

] 1
3

=

[
3(0,18

900
)(0, 1)

(900)(9, 81)(0, 707)

] 1
3

= 0, 0021 m

La faible valeur de δ con�rme la validité de l'hypothèse sur l'uniformité de pression.
Véri�ons si la solution est en accord avec la condition de laminarité. Pour ce faire calculons
la vitesse débitante

< u >=
(900)(9, 81)(0, 0021)2(0, 707)

2(0.18)
= 0, 052 ms−1

ce qui donne comme nombre de Reynolds

Re =
(900)(0.052)(0.0021)

(0.18)
= 0, 546
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La valeur critique de 1 n'étant pas atteinte, l'approche suivie est satisfaisante.

� Exercice
A titre d'exercice, on reprendra ce même problème en remplaçant l'huile par l'eau. Quelle
conclusion tire-t-on ?



Chapitre 6

Equations générales

Dans cette section du cours, nous abordons la description générale du comportement
dynamique des écoulements multidimensionnels. Nous ferons abstraction des aspects éner-
gétiques qui, faisant généralement intervenir des variations de température dans le �uide,
seront traités dans la partie II du cours.

De plus, le �uide est supposé être un corps pur ou un mélange homogène de plusieurs
espèces, caractérisé par une masse volumique ρ : les processus de transfert de matière soit
di�usionnels soit convectifs ne sont pas considérés. Ces notions seront discutées dans la
partie III.

En�n rappelons que le �uide est modélisé par un milieu continu ; concept qui reste
valide tant que la dimension caractéristique de l'écoulement étudié, L, demeure largement
supérieure à la longueur typique de l'agitation moléculaire comme par exemple le libre
parcours moyen ` (L� `).

Les équations générales qui décrivent le mouvement d'un �uide s'appuient sur les
lois fondamentales de la conservation de la masse et de la quantité de mouvement ou
d'impulsion. Elles peuvent prendre essentiellement deux formes. E�ectuer un bilan sur
un petit volume élémentaire entourant un point dans le �uide nous conduit à la forme
ponctuelle ou locale des équations et se traduit par une écriture aux dérivées partielles.
Raisonner sur une masse �nie de �uide comprise dans un macro-domaine, généralement
limité par les frontières du problème comme les parois solides du système physique, aboutit
à la forme intégrale des équations de conservation et fait intervenir les propriétés globales
de l'écoulement. Ces deux approches seront traitées successivement et l'accent sera placé
sur les avantages o�erts selon la spéci�cité de l'application envisagée.

Pour donner un caractère général à la mise en équation, nous allons travailler sur la
conservation d'une grandeur extensive mχ. m est la masse d'un petit paquet �uide et
χ est soit un scalaire soit un vecteur selon l'équation de conservation considérée. Ainsi
dans le cas de l'équation de la masse χ = 1, pour l'équation de la quantité de mouvement
χ = ~V vecteur vitesse du �uide.

6.1 Formes locales

La formulation ponctuelle fait intervenir les bilans sur une particule �uide de masse
dm comprise dans un volume de contrôle dVol in�niment petit. La particule �uide est un
élément de matière dont la taille ≡3

√
dVol est très petite devant les échelles de longueur de
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l'écoulement L et très grande devant le libre parcours moyen `. Si cette dernière condition
n'était pas véri�ée, alors les molécules traverseraient le volume sans variation de quantité
de mouvement et il serait impossible de dé�nir une répartition moyenne signi�cative de
la vitesse dans la particule. Nous avons donc dm = ρdVol puisque nous sommes dans un
milieu continu.

Pour déduire les formes locales des équations de conservation, deux approches peuvent
être envisagées. Le volume dVol est celui d'un élément �uide donné que nous suivons dans
son mouvement ou bien un petit domaine de contrôle situé en un point �xe dans un repère,
que traverse un certain débit de matière.

6.1.1 Particule �uide dans son mouvement

Notre particule �uide contient une quantité donnée d'atomes et de molécules qui
s'agitent dans le volume dVol. Nous la suivons dans son mouvement. En accompagnant
ce paquet �uide dans son déplacement nous étudions le comportement d'un système à
masse dm constante mais dont le volume dVol peut éventuellement varier si le �uide est
compressible. Les frontières immatérielles de cet ensemble sont imperméables ; aucun dé-
bit ne les traverse ; il n'y a pas de transport de matière advectée au travers de ce volume.
Nous décrivons cette situation en spéci�ant que la variation de la quantité χdm convoyée
par la particule �uide ne peut être due qu'aux apports nets engendrés par l'agitation mi-
croscopique (processus di�usionnels, résultant de gradients comme la tension visqueuse)
ou par l'action du milieu extérieur à la particule �uide (forces de volume) puisqu'il n'y a
pas d'apport advectif :

D(χdm)

Dt
=
∑

( Apports Nets ) (6.1)

L'opérateur D(..)/Dt est la dérivée totale par rapport au temps ( d(..)/dt) évaluée par
un observateur qui suit la particule �uide dans son mouvement ; elle se nomme dérivée
particulaire ou dérivée de Stokes. Dans un repère cartésien xyz, que nous utiliserons
communément par la suite, elle s'écrit comme suit :

D(..)

Dt
=
∂(..)

∂t
+
∂(..)

∂x

dx

dt
+
∂(..)

∂y

dy

dt
+
∂(..)

∂z

dz

dt
(6.2)

Le premier terme du membre de droite de l'expression 6.2 est la dérivée partielle par
rapport au temps ; elle représente l'évaluation des variations temporelles de la quantité
étudiée (..), faite par l'observateur indépendamment du mouvement du paquet �uide.
Dans un processus stationnaire, ce terme est nul . Les trois autres termes sont les
contributions dues au déplacement de l'élément �uide. Ils tiennent compte du changement
de position de la particule �uide dans le temps. En remplaçant dx/dt par la composante
de vitesse u suivant x et en faisant de même pour les autres directions (composantes v et
w) nous obtenons :

D(..)

Dt
=
∂(..)

∂t
+ u

∂(..)

∂x
+ v

∂(..)

∂y
+ w

∂(..)

∂z
(6.3)

En notation vectorielle, l'expression de la dérivée particulaire d'une quantité quelconque
Q devient :

DQ
Dt

=
∂Q
∂t

+ (~V .∇)Q (6.4)
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Si Q est un champ de vecteur, par exemple la vitesse du �uide, ∇ ~Q est le tenseur gradient
de ~Q dont la forme est celle d'un produit dyadique (voir annexe).

Nous tirons parti du fait que dm = ρdVol est une constante pour présenter l'équation
de conservation 6.1 sous la forme classique suivante :

ρ
D(χ)

Dt
=
∑

( Apports Nets par unité de volume ) (6.5)

6.1.2 Volume de contrôle �xe

Dé�nissons un petit volume de contrôle parallélépipédique de côtés respectifs dx, dy
et dz représenté à la �gure 6.1 Le volume considéré de taille �gée dVol = dxdydz est
traversé par un débit de matière. L'augmentation ou la diminution de la quantité de
χdm contenue dans le volume dVol est maintenant égale à la di�érence des �ux advectifs
entrant et sortant additionnée à tous les autres apports non créés par l'advection.

Fig. 6.1 � Volume de contrôle

Ce qui se formule comme suit

∂(χdm)

∂t
=

[
Flux de mχ
entrant

]
−
[
Flux de mχ
sortant

]
+

[ ∑
(algébrique des apports)

autres que advectifs

]
(6.6)

Le débit massique de �uide à travers la surface dydz en x vaut (ρu)xdydz et la quantité
mχ qui traverse cette surface par unité de temps est (ρuχ)xdydz. De même pour la section
située en x + dx on obtient (ρuχ)x+dxdydz. En appliquant le même raisonnement aux
surfaces dxdz et dxdy, nous pouvons établir la di�érence de �ux due à l'advection de χ :

(ρuχ)xdydz−(ρuχ)x+dxdydz+(ρvχ)ydxdz−(ρvχ)y+dydxdz+(ρwχ)zdxdy−(ρwχ)z+dzdxdy

= (6.7)(
∂ρuχ

∂x
+
∂ρvχ

∂y
+
∂ρwχ

∂z

)
= −dVol∇.(ρ~V χ)
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A cette étape du développement nous rappellerons un résultat mathématique utile
liant les opérateurs de divergence (∇.(−)) et de gradient (∇(−)), qui a l'avantage de
s'appliquer aussi bien à un scalaire qu'à un vecteur :

∇.(ρ~V χ) = χ∇.(ρ~V ) + ρ~V∇χ (6.8)

En utilisant l'expression �nale 6.7 du terme advectif, la relation 6.8 ci-dessus et après
division par le volume constant dVol , l'équation de conservation 6.6 se ramène à :

χ

(
∂ρ

∂t
+∇.(ρ~V )

)
+ ρ

(
∂χ

∂t
+ ~V∇χ

)
=
∑

( Apports Nets/ Vol. )

ou, avec l'introduction de la dérivée particulaire (voir 6.4) à :

χ

(
∂ρ

∂t
+∇.(ρ~V )

)
+ ρ
Dχ
Dt

=
∑

( Apports Nets/Vol. ) (6.9)

6.1.3 Conservation de la masse

L'équation de la conservation de la masse se déduit aisément de 6.9 en posant χ = 1
et en notant que pour un �uide à une seule espèce ou parfaitement homogène il n'y a pas
d'apports autres que ceux par advection. Nous arrivons ainsi à l' équation de continuité :

∂ρ

∂t
+∇.(ρ~V ) = 0 (6.10)

A titre d'exercice on démontrera que l'équation de continuité peut aussi prendre la forme
suivante :

Dρ
Dt

+ ρ∇.~V = 0 (6.11)

Trois applications directes de l'équation de continuité méritent d'être citées.
� Combinée linéairement avec l'expression de la dérivée particulaire, elle fournit une
première forme du théorème du transport :

ρ
Dχ
Dt

=
∂ρχ

∂t
+∇.(ρχ~V ) (6.12)

� Elle montre que la forme de l'équation de la conservation 6.9 se réduit bien à celle
de l'équation 6.5.

� Dans l'observation de la particule �uide dans son mouvement, la conservation de la
masse se traduit simplement par :

Ddm
Dt

= 0

ce qui se développe en
Dρ
Dt

+
ρ

dVol
DdVol
Dt

= 0

En comparant ce résultat à la deuxième forme de l'équation de continuité (Eq. 6.11),
on tire la conclusion que la divergence du champ de vitesse quanti�e le taux de
dilatation cubique du �uide ou la variation relative de volume par unité de temps :

1

dVol
DdVol
Dt

= ∇.~V



6.1. FORMES LOCALES 37

6.1.4 Conservation de la quantité de mouvement

Pour établir l'équation de conservation de la quantité de mouvement, nous identi�ons
~V à χ dans l'équation générale 6.9 qui devient en décomposant la dérivée particulaire
selon 6.4 :

ρ
∂~V

∂t
+ ρ(~V .∇)~V =

∑
( Apports Nets ) (6.13)

Dans le membre de gauche nous trouvons le terme purement temporel qui prend en compte
les e�ets instationnaires et le terme d'accélération advective qui introduit un caractère
non-linéaire dans l'équation.

Comme nous l'avons déjà précisé, le second membre de l'équation de conservation
comprend l'ensemble des apports qui ne sont pas de source advective. Ce sont les termes
qui tiennent compte :

� Des transferts moléculaires de par l'agitation microscopique qui induit des contraintes
comme les forces de pression et les tensions visqueuses ; ce sont des forces de sur-
face,

� Des actions des forces extérieures, c'est-à-dire des forces de volume.
Etudions en détails ces deux dernières contributions.

Fig. 6.2 � Contraintes dues à l'agitation moléculaire

1. Forces de surface

La �gure 6.2 représente le volume de contrôle et les di�érentes contraintes, résultat du
mouvement des molécules, qui s'appliquent sur les facettes de l'élément �uide.

Dans un �uide au repos, la contrainte, valeur de la force qui s'exerce sur l'unité de sur-
face, est uniquement normale aux facettes mais elle est indépendante de la direction
de la normale de l'élément surfacique sur lequel elle agit ; c'est la pression hydrosta-
tique. Elle acte également dans toutes les directions tout en étant une fonction de la
position dans le �uide.

Dans un �uide en mouvement il n'en est plus de même. L'observation révèle en plus
l'apparition de contraintes tangentes aux facettes, re�et de l'e�et de la viscosité du �uide
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qui donne naissance à des forces de frottement entre couches (voir loi de Newton, cha-
pitre 2 ). Par ailleurs, les contraintes normales sont devenues des fonctions du vecteur
normal à la facette. La notion de pression s'exerçant de manière équivalente en toute
direction disparaÎt. Toutefois, on reconnaîtra plus après tout l'intérêt de garder dans le
développement un scalaire jouant le rôle analogue d'une pression statique dans le sens où
elle va représenter la quantité intensive qui subsisterait si on �geait subitement l'écoule-
ment.

En dé�nitive, sur notre volume de contrôle nous identi�ons trois tensions normales
symbolisées par la notation avec indice répété ( σxx, etc... ) et six tensions tangentielles
(σxy, .., σzy) appelées contraintes de cisaillement. Ces neuf composantes forment le
tenseur des contraintes. C'est un tenseur de rang deux qui se présente sous la forme
d'une matrice trois sur trois :

σ =

∥∥∥∥∥∥∥
σxx σxy σyy
σyx σyy σyz
σzx σzy σzz

∥∥∥∥∥∥∥
En analysant l'équilibre des couples s'exerçant sur le volume �uide dxdydz, on démon-

tre que le tenseur σ est symétrique et donc, d'une façon générale, σij = σji.
De manière à bien mettre en évidence les parties du tenseur qui correspondent aux

contraintes de pression � forces normales aux surfaces qui subsistent même en absence
d'écoulement � et aux contraintes de viscosité, nous décomposons σ sous la forme suivante :

σ = −PI + τ (6.14)

I est la matrice diagonale unitaire (ou indice de Kronecker). Comme nous l'avons introduit
plus haut, P se veut être une grandeur analogue à la pression statique. Pour conserver les
propriétés d'une pression locale, elle doit être indépendante de la direction de la normale
à la facette. Or, la théorie des tenseurs nous informe que la moyenne des trois contraintes
normales (termes sur la diagonale) est un invariant dans une rotation des axes de référence.
Par conséquent, nous dé�nissons la pression en un point quelconque de l'écoulement par
la relation :

P = −1

3

3∑
i=1

σi,i (6.15)

En dé�nitive P désigne la pression prise au sens mécanique du terme, c'est-à-dire dé�nie
à partir des contraintes mécaniques qui s'exercent sur le volume �uide. Un écoulement
n'étant pas un système en équilibre thermodynamique à chaque instant, il ne sera jamais
rigoureux de baser la dé�nition de la pression dans un �uide en mouvement sur des
considérations purement thermodynamiques. Cependant, il est bon de garder à l'esprit
que la pression P ainsi dé�nie est e�ectivement le vrai paramètre accessible à l'observation
d'un mécanicien des �uides : une quantité reposant sur des relations d'équilibre ne serait au
mieux qu'une approximation de la propriété d'un �uide en mouvement. La contrainte de
pression est précédée du signe négatif pour préciser qu'un �uide au repos est généralement
en compression et que la contrainte doit être de sens opposé au vecteur normal à la facette
qui pointe vers l'extérieur du volume (voir �gure 6.2).

τ est l'ensemble des contraintes uniquement produites par des e�ets visqueux. Souli-
gnons dès à présent que ce tenseur comporte aussi des termes diagonaux ; en e�et il peut
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arriver que le mouvement relatif des couches de �uide engendre des contraintes de viscosité
normales qui, par ailleurs, peuvent dépendre de la direction (c'est-à-dire τxx 6= τyy 6= τzz).
C'est le cas des �uides viscoélastiques qui se particularisent par l'apparition de l'e�et
Weissenberg (voir �gure 4.3). Toutefois on remarquera que la dé�nition 6.15 a comme
implication que la somme des éléments diagonaux de τ s'annule ; ce qui signi�e qu'il n'y
a pas de contribution des tensions de viscosité à la contrainte normale moyenne.

2. Forces de volume
Les forces de volume ou forces extérieures qui vont agir sur l'unité de masse du �uide

peuvent avoir di�érentes origines. Celles rencontrées dans les applications courantes sont la
force de pesanteur, la force électrostatique dans le cas des gaz ionisés, la force magnétique
sur les plasmas dans le cas des procédés de MHD et la force de Coriolis quand l'on traite
du mouvement dans des systèmes en rotation, des grandes structures atmosphériques et
océaniques (référentiel tournant). Nous regrouperons sous la notation ~F toutes les forces
de volume par unité de masse.

Finalement, nous sommes maintenant en mesure d'établir l'équation de conservation
de la quantité de mouvement (parfois nommée �ux d'impulsion par certains auteurs).
Avant tout soulignons que c'est une équation vectorielle ; de ce fait, elle possède trois
composantes. Pour illustrer sa formulation, considérons tout d'abord la projection des
apports nets sur l'axe Ox. La résultante des forces de surface sur le segment [x, x + dx]
donne :

(P |x − P |x+dx) dydz

+

(τxx|x − τxx|x+dx) dydz + (τyx|y − τyx|y+dy) dxdz + (τzx|z − τzx|z+dz) dxdy
Quant à la résultante des forces de volume, elle s'exprime simplement par ρFx. Après
avoir appliqué le développement en série de Taylor limitée au premier terme pour évaluer
l' incrémentation de toute quantité entre x et x+ dx,

(..)|x+dx = (..)|x +
∂(..)

∂x
dx

et divisé par le volume dxdydz, nous obtenons l'expression des apports nets le long de
Ox :

∑
(Forces de Surface et Volume) = −∂P

∂x
−
(
∂τxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

)
+ ρFx

Les projections sur les axes Oy et Oz fournissent deux autres équations analogues à cette
dernière ( à trouver à titre d'exercice ). En les regroupant toutes, nous arrivons à la
forme vectorielle �nale de l'équation de la quantité de mouvement :

ρ
D~V
Dt

= −∇P −∇.τ + ρ ~F (6.16)

Les contraintes de pression (action opposée au vecteur normal sortant) et de viscosité se
combinent sous un seul opérateur de divergence dans le membre de droite :

ρ
D~V
Dt

= −∇.σ + ρ ~F (6.17)
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L'équation 6.17 s'applique à n'importe lequel des milieux continus. C'est l'archétype
de l'équation de transport d'où nous tirons les enseignements suivants :

a- L'équation de transport évalue le taux total de variation de la grandeur
massique (scalaire ou vectorielle ) advectée par la particule �uide au moyen de
la dérivée particulaire et l'égale aux apports nets. Ces derniers sont caractérisés
par
� une contribution surfacique qui proviendra toujours d'un �ux de di�usion
au travers de la surface de l'élément �uide et se traduira par l'opérateur
divergence

� une contribution volumique qui sera l'équivalent d'un terme source (ou
puits).

b- Quand la grandeur en question est le vecteur vitesse, nous sommes en pré-
sence de l'équation du mouvement qui stipule qu'un échantillon de matière se
déplaçant avec le �uide subit une accélération provoquée par l'ensemble des
forces qui agissent sur lui. L'équation de la conservation de la quantité de mou-
vement est totalement équivalente à la loi fondamentale de la dynamique
ou seconde loi de Newton.

6.1.5 Les équations constitutives

L'équation vectorielle 6.17 est une équation générale de type conservatif qui, dans sa
forme actuelle, fait intervenir plus d'inconnues qu'elle ne fournit d'équations scalaires aux
dérivées partielles. Son exploitation demande de la compléter par une série d'équations
de fermeture ou du type constitutif destinées à relier certaines inconnues entre elles
et à réduire l'ordre de l'indétermination.

Une des relations constitutives est l'équation "d'état" ; elle relit la pression à la masse
volumique ; ici on présuppose l'équivalence des pressions thermodynamique et mécanique !
Dans le cas des gaz parfaits elle a la forme suivante :

P =
<
M

ρT

où < est la constante universelle des gaz parfaits (= 8314 J/kmol.K ) et M la masse
molaire du gaz.

De l'analyse menée au chapitre 2 nous avons retenu que la tension visqueuse est liée au
gradient de vitesse. Si le �uide est newtonien, cette dépendance est linéaire. Aussi allons-
nous pousser plus avant l'investigation en supposant le �uide newtonien et en postulant
que la linéarité des relations se conserve dans le cas de l'écoulement tridimensionnel.

Bien que la propriété de symétrie réduise le nombre des tensions visqueuses à six, la
détermination de leur dépendance avec le champ de vitesse n'en reste pas moins délicate.
Une des méthodes employées consiste à décomposer un déplacement in�me de la parti-
cule �uide lors de son mouvement. Cette décomposition dite de Helmotz fait apparaître
essentiellement trois contributions qui sont illustrées à la �gure 6.3 dans le cas simple d'un
écoulement plan :

La particule subit une translation et une rotation dites en bloc accompagnées d'une
déformation qui résulte de la superposition d'étirements (ou contractions) linéaires et
angulaires. On montre que la vitesse angulaire de la rotation en bloc est égale à la moi-
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Fig. 6.3 � Déformation d'une particule �uide

tié du rotationnel du champ de vitesse ω = 1
2
∇x~V et que les vitesses de déformation

correspondant aux distorsions linéaires et angulaires valent respectivement :
� déformations linéaires

γ̇xx =
∂u

∂x
, γ̇yy =

∂v

∂y
, γ̇yy =

∂w

∂z
,

� déformations angulaires

γ̇xy = γ̇yx =
1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
, γ̇yz = γ̇zy =

1

2

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)
, et

γ̇xz = γ̇zx =
1

2

(
∂w

∂x
+
∂u

∂z

)

Ces six quantités forment le tenseur symétrique, γ̇, des vitesses de déformation. Le
choix d'un �uide newtonien nous pousse à espérer une relation tensorielle linéaire :

τ = ||C||γ̇

qui signi�e que les propriétés dynamiques des �uides newtoniens devraient en toute généra-
lité dépendre des 36 coe�cients constituant la matrice de passage ||C||. Fort heureusement,
des considérations de symétrie et d'isotropie allègent de façon signi�cative le problème et
ramènent le nombre des éléments de ||C|| à deux paramètres que nous dénotons µ et µ′.
Ils permettent de généraliser la loi de Newton 2.3 au cas du �ot multidimensionnel :

τ = −µ
[
{∇~V }+ {∇~V }T

]
− µ′[∇.~V ]I (6.18)

Le symbolisme {..}T indique qu'il s'agit du produit dyadique transposé (voir annexe).
Dans un écoulement de �uide incompressible, ρ ne varie pas ; la divergence de la vitesse

est par conséquent nulle ( confère équation de continuité 6.11) et µ′ n'intervient plus dans
la loi générale de Newton.
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Dans un écoulement compressible on exploite le fait que la somme des contraintes nor-
males de viscosité soit nulle (compte tenu de la dé�nition de P ). Un calcul sans di�culté
(exercice à faire) donne le résultat suivant :

(2µ+ 3µ′)∇.~V = 0

Comme ceci doit être vrai pour toutes les valeurs de la divergence de la vitesse, nous
arrivons à la conclusion de Stokes :

µ′ +
2

3
µ = 0

La forme générale de la loi de Newton 6.18 se simpli�e en :

τ = −µ
[
{∇~V }+ {∇~V }T − 2

3
[∇.~V ]I

]
(6.19)

Reprenons l'écoulement simple de cisaillement utilisé au chapitre 2. Dans cet écoulement,
le vecteur vitesse ~V est orienté suivant la direction Ox et sa composante u ne dépend que
de la coordonnée y. De la relation 6.19 nous tirons que le seul terme non nul de τ est la
composante τxy :

τxy = −µ∂u
∂y

Le paramètre µ est bien la viscosité dynamique telle que nous l'avions dé�nie précédem-
ment en l'associant aux contraintes tangentielles dues au frottement des di�érentes pla-
quettes �uides entre elles.

6.2 L'équation de Navier-Stokes

En insérant la relation constitutive 6.19 dans l'équation de conservation de la quantité
de mouvement sous sa forme 6.16, nous obtenons l'équation (vectorielle) de Navier-Stokes.
Le coe�cient de viscosité est, en toute généralité, fonction de la pression et de la tempé-
rature (voir chapitre 3) et ne peut être sorti de sous le signe de dérivation :

ρ
D~V
Dt

= −∇P +∇.
[
µ
[
{∇~V }+ {∇~V }T − 2

3
[∇.~V ]I

]]
+ ρ ~F (6.20)

Néanmoins, dans de nombreuses situations pratiques la variation du coe�cient de vis-
cosité dans le �uide est insigni�ante et de plus l'écoulement peut être assimilé à celui d'un
�uide incompressible. Dans ces conditions nous posons µ = constante et ρ = constante
Comme ∇.~V est nul, le terme visqueux se simpli�e comme suit :

[−∇.τ ] = µ
(
∇.{∇~V }+∇.{∇~V }T

)
ou encore

[−∇.τ ] = µ
(
[∇.∇]~V +∇.[∇.~V ]

)
= µ∇2~V

L'opérateur ∇2 est le Laplacien (voir annexe).
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Finalement l'équation de Navier-Stokes pour un écoulement de �uide incompressible
à viscosité constante s'écrit :

D~V
Dt

= −1

ρ
∇P + ν∇2~V + ~F (6.21)

où la viscosité cinématique ν = µ/ρ est utilisée.
Une variante de l'écriture 6.21 est obtenue par application de l'opérateur rotationnel

aux deux membres de l'équation de Navier-Stokes. Cette procédure a l'avantage d'éliminer
la pression puisque ∇x∇(..) = 0. Le passage au rotationnel du terme advectif (~V .∇~V ) de
la dérivée particulaire mérite quelque précision : en e�et l'analyse vectorielle nous apprend
que :

(~V .∇)~V =
1

2
∇~V 2 + ~V x~ω (6.22)

Ce qui conduit à la seconde forme de l'équation de Navier- Stokes :

∂[~ω]

∂t
−∇x(~Vx~ω) = ν∇2[~ω] (6.23)

� Exercice
Développer les projections de l'équation de Navier-Stokes pour un écoulement liquide plan
stationnaire dans le cas où la pression est éliminée.

6.3 Règles de Similitude

Combinée à l'équation de continuité 6.11, l'équation de Navier- Stokes 6.21 modélise
l'ensemble des écoulements des �uides newtoniens incompressibles. Le modèle mathéma-
tique est formé par un système de quatre équations aux dérivées partielles du second ordre
dont les variables sont les trois composantes de la vitesse et la pression.

A noter que si l'écoulement est compressible, la masse volumique devient une
inconnue supplémentaire. La compressibilité du �uide implique des variations
de température. Il est alors nécessaire d'inclure l'équation de conservation de
l'énergie et l'équation d'état comme relation constitutive dans la modélisation.
Ce point sera présenté dans la partie II.

Le problème à résoudre n'est clairement posé qu'une fois les conditions aux limites
et les conditions initiales sur le champ de vitesse et de pression précisées. En général, la
résolution est di�cile. Quelques solutions analytiques de l'équation de Navier-Stokes ont
été obtenues dans des con�gurations d'écoulements simples. Nous en traiterons quelques
exemples au chapitre 7 . Pour la plupart des cas, nous devons avoir recours à des mé-
thodes de résolution numériques ; méthodes aux di�érences �nies, aux volumes �nis, aux
éléments �nis... Ces dernières reposent sur des techniques de discrétisation des dérivées
qui transforment le système di�érentiel d'origine en un système algébrique généralement
non-linéaire. Des techniques de linéarisation et des algorithmes de calcul numérique ap-
propriés conduisent à la valeur des variables en des points d'un maillage recouvrant le
domaine physique. Des ouvrages spécialisés traitant de ces approches sont repris dans la
liste des références.
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Malgré son caractère complexe, l'équation de Navier-Stokes, formulée sous une forme
non dimensionnelle, apporte un certain nombre de renseignements pratiques à l'ingénieur.
Des résultats fondamentaux peuvent être extraits à partir de considérations simples liées
aux dimensions des diverses grandeurs physiques qui interviennent dans les écoulements
de �uides visqueux.

Pour être fructueuse, l'adimensionnalisation d'une équation de transport ou de conser-
vation doit respecter des critères bien précis :

� Rendre sans dimension une équation consiste à normer toutes les variables indé-
pendantes et dépendantes du problème.

� Les grandeurs de normalisation sont choisies pour que les termes di�érentiels résul-
tants soient de l'ordre de l'unité.

Illustrons cette approche dans le cas d'un écoulement de �uide incompressible plan
Oxy de vitesse moyenne débitante Uo. Il se développe dans un canal de forme quelconque
caractérisé par une dimension longitudinale L suivant Ox et une dimension transversale
δ suivant Oy. Imaginons de plus que cet écoulement subisse localement des oscillations
temporelles de vitesse avec une période to que nous adoptons comme base de temps.
Entre l'entrée et la sortie de ce conduit règne une di�érence de pression moyenne ∆Po.
Ces di�érentes grandeurs seront les normes du problème :

d'une part
t̃ =

t

to
, x̃ =

x

L
et ỹ =

y

δ

d'autre part

ũ =
u

Uo
, ṽ =

v

Uo
et P̃ =

P

∆Po

L'équation de continuité prend la forme sans dimension suivante :

∂ũ

∂x̃
+
[
L

δ

]
∂ṽ

∂ỹ
= 0 (6.24)

En convenant que la force de volume provienne de la pesanteur, avec ~g accélération
de la gravité agissant dans la direction Oy, et en utilisant l'équation de continuité 6.24,
l'écriture adimensionnelle des deux projections de l'équation de Navier-Stokes devient :

Suivant Ox [
L

Uoto

]
∂ũ

∂t̃
+
∂ũ2

∂x̃
+
{
L

δ

}
∂ũṽ

∂ỹ

= (6.25)

−
[

∆Po
ρUo2

]
∂P̃

∂x̃
+
[
ν

Uoδ

] ({
δ

L

}
∂2ũ

∂x̃2
+
{
L

δ

}
∂2ũ

∂ỹ2

)
Suivant Oy [

L

Uoto

]
∂ṽ

∂t̃
+
∂ũṽ

∂x̃
+
{
L

δ

}
∂ṽ2

∂ỹ

= (6.26)

−
[

∆Po
ρUo2

]
∂P̃

∂ỹ
+
[
ν

Uoδ

] ({
δ

L

}
∂2ṽ

∂x̃2
+
{
L

δ

}
∂2ṽ

∂ỹ2

)
+
{
L

δ

} [
δg

Uo2

]
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La normalisation des équations fait apparaître des groupes sans dimensions devant
les termes di�érentiels. Le rapport L/δ est le facteur d'allongement l̃ ; c'est le paramètre
de forme qui caractérise la géométrie du domaine physique. Les termes entre crochets
droits ([..]) sont les nombres de similitude dynamique du problème. Nous avons
successivement :

� Le nombre de Strouhal
Sr =

L

Uoto

Dans notre exemple, il compare le temps typique du phénomène instationnaire au temps
moyen de transit d'une particule �uide dans le canal ( L/Uo ). Dans le problème typique
du ��l qui chante�, il permet de ramener la fréquence d'émission des tourbillons générés
par l'écoulement autour d'un �l qui entre en résonance, au temps de passage du �uide
autour de l'obstacle.

� Le nombre d'Euler
Eu =

∆Po
ρUo2

C'est un coe�cient de pression qui compare les forces de pression aux forces d'inertie.
Notons qu'il est au facteur 2 près le rapport entre la variation totale de pression dans le
conduit et la pression dynamique caractéristique de l'écoulement. Bien qu'il y soit inti-
mement relié, il ne faut pas confondre le nombre d'Euler avec le coe�cient de frottement
(voir section 5.3).

� Le nombre de Reynolds

Re =
Uoδ

ν

Ce nombre adimensionnel a déjà été introduit au problème du �lm liquide descendant.
Il compare les forces de viscosité aux forces d'inertie. Sa seconde signi�cation physique
fondamentale est le rapport entre le temps caractéristique d'advection au temps caracté-
ristique de di�usion par viscosité. Cette remarque importante guide le choix de la grandeur
géométrique de référence qui intervient dans le nombre de Reynolds ; ce sera la longueur
sur laquelle la di�usion visqueuse a l'e�et le plus marqué .

� Le nombre de Froude

Fr =
Uo2

δg

Aussi présenté lors de l'étude de la chute du �lm liquide, il intervient quand l'in�uence
la force de pesanteur sur le mouvement devient notable. C'est le rapport entre les forces
d'inertie et de gravité. La longueur caractéristique correspond à la dimension géométrique
selon laquelle agit la pesanteur. Il n'a de l'importance que si le problème implique la
présence d'une surface libre.

Deux écoulements seront semblables si :
� Leur géométrie est identique à même facteur d'allongement.
� Les nombres de similitude dynamiques qui les caractérisent sont respectivement
égaux.

Ces deux règles sont à la base de toutes les études expérimentales conduites sur ma-
quettes à échelles di�érentes de la réalité. Par exemple, si les lois de similitude sont
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respectées, l'investigation d'un écoulement conduite sur modèle ( (..)m) réduit ou pas, per-
mettra l'obtention de corrélations directement applicables à l'écoulement sur prototype
((..)p) à l'échelle 1. Ce qui implique :

l̃m = l̃p

Srm = Srp, Eum = Eup

et
Rem = Rep, F rm = Frp

Certaines fois, le respect simultané des nombres de similitude demande de mener
les expériences sur des �uides de propriétés physiques di�érentes. Ainsi une simulation
Re− Fr e�ectuée dans le même champ gravi�que impose les égalités suivantes :

Respect de Re =⇒ Uomδm
νm

=
Uopδp
νp

et

Respect de Fr =⇒ Uo2
m

dm
=

Uo2
p

δp

De la combinaison de ces deux égalités nous obtenons la relation à satisfaire :

νm = νp

(
δm
δp

)1,5

(6.27)

D'où la conclusion suivante : dans une similitude simultanée de Reynolds et Froude, le �ui-
de modèle doit être di�érent du �uide prototype et son choix dépend du facteur d'échelle
utilisé.

En général, une similitude complète est très di�cile, voire impossible. Le problème
précédent en est un exemple frappant. Supposons que la similitude Re−Fr soit envisagée
pour étudier un écoulement d'eau dans un prototype de très grandes dimensions (dizaine
ou centaine de mètres). On songe à une étude laboratoire sur modèle à petite échelle
(de l'ordre du centimètre ou du mètre), donc un facteur de réduction d'environ 1/100.
Le critère de similitude 6.27 nous �xe le choix du �uide de simulation ; il doit avoir une
viscosité cinématique mille fois plus petite que celle de l'eau. Un tel �uide n'existe pas (
excepté l'hélium liquide près du zéro absolu).

On doit alors évaluer l'importance relative des nombres adimensionnels, pour chercher
à relâcher le respect de certains sans pour autant a�ecter la qualité de la simulation. Dans
de nombreux cas il faudra se diriger vers une similitude partielle appelée similitude de
comportement. Dans une étude de comportement de Reynolds, le nombre de Froude est
relaxé et vice et versa. Si nécessaire on combinera linéairement les corrélations déduites
de ces deux approches en présupposant implicitement la validité de la superposition des
e�ets.
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6.4 Formes intégrales : équations macroscopiques

6.4.1 Formulation générale

Dans le cas de systèmes complexes, s'attaquer à la détermination détaillée des champs
de vitesse et de pression pour en déduire les transports de quantité de mouvement devient
illusoire. Cette démarche demande d'importants e�orts et moyens de calcul pour résoudre
l'ensemble des équations aux dérivées partielles avec leurs conditions aux limites et ini-
tiales variées. L'ingénieur peut alors se diriger vers une étude globale oumacroscopique
du système en utilisant les formes intégrales des équations du mouvement, complétées si
besoin en est, par des renseignements expérimentaux ; ces derniers étant généralement tra-
duits par des corrélations de nombres adimensionnels. Un grand intérêt de cette approche
réside dans son applicabilité aux écoulements laminaires comme turbulents.

Dans cette approche, on dé�nit le système par sa (ses) section (s) d'entrée S1, sa (ses)
section (s) de sortie S2 et sa (ses) paroi (s) solide (s) de surface Sp comme le schématise
la �gure 6.4.

Fig. 6.4 � Dé�nition macroscopique d'un système

L'objectif est d'établir l'ensemble des équations macroscopiques qui décrivent le com-
portement global d'un �uide traversant ce domaine de volume Vol. Pour garder un ca-
ractère général à la démonstration, nous partons de l'équation de conservation 6.17 à qui
nous donnons l'écriture générique mais équivalente suivante :

ρ
Dχ
Dt

= −∇.ϕ+ Υ (6.28)

Dans l'équation 6.28, ϕ désigne le �ux par di�usion ; il peut être un vecteur ou un tenseur
selon la nature de la quantité transportée χ. Ainsi nous avons vu que dans l'équation de la
quantité de mouvement χ est le vecteur vitesse et ϕ est le �ux de quantité de mouvement
par agitation moléculaire, c'est-à-dire les contraintes visqueuses. Υ est le terme source ; il
est soit scalaire ( pour un mélange, création ou disparition d'une espèce par réaction ) soit
vecteur (forces extérieures). Passons à la forme intégrale de l'équation 6.28 et examinons
chacun de ses termes :
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� Terme `Transport'
En vertu de la première forme du théorème du transport 6.12, nous pouvons décomposer
la dérivée particulaire :∫

Vol
ρ
DχdVol =

Dt

∫
Vol

[
∂ρχ

∂t
+∇.(ρχ~V )

]
dVol (6.29)

Le volume du domaine physique est �xe dans le repère ; on peut écrire conventionnellement
le terme intégral de la dérivée temporelle comme le taux de variation de la quantité totale
[mχ]tot comprise dans le volume Vol :∫

Vol

∂ρχ

∂t
dVol =

∂

∂t

∫
Vol
ρχdVol =

d[mχ]tot
dt

En utilisant le théorème de la divergence (d'Ostrogradski- Gauss - voir annexe), on obtient
la forme intégrale du théorème du transport :∫

Vol
ρ
DχdVol =

Dt
d[mχ]tot

dt
+
∫
S
ρχ~V .~nedS

~ne est la normale extérieure à la surface (voir �gure 6.4)
� Terme `Di�usion'

On transforme l'intégrale de volume du terme �ux en intégrale de surface à l'aide de la
formule de la divergence : ∫

Vol
∇.ϕdVol =

∫
S
ϕ.~nedS

� Terme `Source'
On dé�nit le terme source totale Υtot par

Υtot =
∫
Vol

ΥdVol

Finalement, en regroupant tous les termes on aboutit à une première forme intégrale de
l'équation de conservation de la grandeur mχ :

d[mχ]tot
dt

= −
∫
S

(
ρχ~V + ϕ

)
.~nedS + Υtot (6.30)

Le terme `intégrale d'advection' s'annule toujours le long de la surface solide imperméable
puisque la vitesse est nulle par adhérence sur les parois �xes. Seules les deux sections
d'entrée et de sortie font intervenir le �ux d'advection de sorte que l'équation 6.30 se
réduit à :

d[mχ]tot
dt

= −
∫
S1

ρχ~V .~nedS −
∫
S2

ρχ~V .~nedS −
∫
S
ϕ.~nedS + Υtot (6.31)

les intégrales sur les sections d'entrée et de sortie ne sont rien d'autre que les moyennes
transversales < ρχVn > de la dite quantité au facteur S près : en e�et,

< ρχVn >=
1

S

∫
S
ρχ~V .~nedS

où Vn est la composante normale de la vitesse dans la section. On compte positivement Vn1

dans le sens entrant dans le domaine et Vn2 dans le sens sortant. On contracte l'écriture
�nale en introduisant l'opérateur `di�érence' ∆2

1 =< ... > S2− < ... > S1 :

d[mχ]tot
dt

= −∆2
1(< ρχVn > S)−

∫
S
ϕ.~nedS + Υtot (6.32)
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6.4.2 Conservation de la masse

Nous considérons le cas d'une seule espèce. Il n'y a pas d'injection ni de soutirage de
masse dans le domaine. De la forme ponctuelle 6.10 de l'équation de continuité viennent
χ = 1, ϕ = 0 et Υ = 0, d'où :

dmtot

dt
=< ρVn >1 S1− < ρVn >2 S2 = ṁ1 − ṁ2 (6.33)

Dans l'expectative d'un apport ou d'un retrait de masse, ṁad, au travers de parois éven-
tuellement poreuses placées dans le système il faut rajouter ce terme au membre de droite
de l'équation 6.33.

6.4.3 Conservation de la quantité de mouvement

De l'équation locale 6.17, on identi�e χ = ~V , ϕ = σ et Υ = ~F . Une analyse d'ordre de
grandeur montre qu'il est légitime de négliger les �ux de quantité de mouvement associés
aux e�ets visqueux ou turbulents dans les sections d'entrée et de sortie devant les termes
de pression (contraintes normales). Ce faisant, le terme `�ux' s'éclate de la façon suivante :

−
∫
S
σ.~nedS =< P >1

~S1− < P >2
~S2 − ~Fp

avec ~S1 = −S1~ne et ~S2 = S2~ne ainsi que la �gure 6.4 le montre. − ~Fp représente la
résultante des forces exercées sur le �uide par les parois. Il faut garder à l'esprit que cette
force est la somme de toutes les contraintes de cisaillement, visqueuses et/ou turbulentes,
et toutes les forces de pression qui agissent sur les parois.

En symbolisant par ~Ptot la quantité de mouvement totale contenue dans le système
et considérant que la force extérieure est due à la gravité, l'équation macroscopique de la
conservation de la quantité de mouvement devient :

d ~Ptot
dt

= −∆2
1[< ρV 2 > +P ] ~S − ~Fp +mtot~g (6.34)

Il est coutume d'exprimer la quantité < ρV 2 > ~S en fonction du vecteur débit ~̇m =< ρV >
~S et du rapport < V 2 > / < V >. En toute rigueur, ce dernier facteur ne peut être calculé
que si la distribution de vitesse est connue : en e�et, la moyenne du carré de la vitesse
n'est pas en général égale au carré de la vitesse moyenne. Toutefois, on pourra pour la
plupart des applications approximer ce ratio par < V >. Cette simpli�cation est d'autant
plus justi�ée que le pro�l de vitesse est plat, donc que l'écoulement est turbulent. Sur la
base de ces notations, l'équation de conservation de la quantité de mouvement s'écrit :

d ~Ptot
dt

= −∆2
1

[
< V 2 >

< V >
~̇m+ P ~S

]
− ~Fp +mtot~g (6.35)

Pour un système à l'état stationnaire, le bilan macroscopique de quantité de mouvement
montre que la force qui agit sur les surfaces solides du système peut être facilement
déterminée par la mesure de la variation du débit d'impulsion (terme d'advection) et de
la variation de pression entre l'entrée et la sortie du système.

~Fp = −∆2
1

[
< V 2 >

< V >
~̇m+ P ~S

]
+mtot~g (6.36)
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6.4.4 Application : Elargissement brusque

Comme illustration de l'application des bilans globaux de masse et de quantité de
mouvement, nous considérons l'écoulement turbulent d'un �uide homogène incompressible
dans une canalisation circulaire qui présente un tronçon avec un élargissement brusque
tel que le montre la �gure 6.5. Le domaine du système à étudier est limité par les sections
de passage S1 et S2 et la paroi solide imperméable.

Fig. 6.5 � Canalisation avec élargissement brusque de section

Nous cherchons à exprimer la variation de pression qui résulte de cet accident géo-
métrique. L'écoulement est permanent. L'équation de continuité 6.33 nous indique que le
débit de matière qui entre dans le volume est égal à celui qui sort :

< ρV >1 S1 =< ρV >2 S2 (6.37)

Ce qui s'écrit aussi en omettant l' opérateur `moyenne' < .. > pour simpli�er :
V1

V2

=
S2

S1

= fela

fela est le facteur d'élargissement, toujours > 1. L'axe du conduit est horizontal et la force
de pesanteur n'intervient pas dans le bilan de quantité de mouvement qui conduit à :

ṁ[V1 − V2] + P1S1 − P2S2 −Fp = 0 (6.38)

Le tronçon est su�samment cours pour nous autoriser à négliger les forces de frottement
sur les parois (voir chapitre 10 sur les pertes de charge en conduites). Par ailleurs, on
remarque que l'action de la pression sur la paroi latérale cylindrique est symétrique ; elle
n'intervient pas dans la résultante des forces. Il ne reste que l'e�et de la pression sur
les surfaces de décrochage (ou de ressaut) qui forment l'élargissement. On suppose que
la pression qui règne dans cette section est P1. Elle agit dans le sens négatif sur une
portion surfacique S2−S1 d'où la force Fp = P1(S2−S1). En substituant l'expression de
Fp et la relation 6.37 dans l'équation 6.38 et après division par S2 on arrive au résultat
remarquable,

P2 − P1 = [fela − 1]ρV 2
2 > 0

qui prédit que l'augmentation de section produit une récupération de la pression sta-
tique du �uide.



Chapitre 7

Solutions d'écoulements visqueux

Nous allons illustrer l'exploitation de l'équation de Navier-Stokes en présentant quelques
solutions analytiques d'écoulements simples. Dans chaque exemple on tâchera de souligner
les aspects appliqués et les retombées pratiques des résultats.

7.1 Ecoulement en conduit cylindrique

De nombreux problèmes d'ingénierie mettent en jeu des écoulements en conduites
droites, courbées et de section variable. Ces écoulements internes, traités plus particu-
lièrement au chapitre 10, recouvrent en e�et une vaste gamme d'applications allant du
domaine des échangeurs de chaleur à la conception des sou�eries en passant par le dimen-
sionnement des réseaux de distribution ( ventilation, conditionnement d'air, convoyage
pneumatique, alimentation de réacteurs etc...).

A la base de ces types d'écoulement, il y a le mouvement d'un �uide incompressible
et isotherme dans un tube cylindrique de diamètre constant D. Nous nous plaçons assez
loin de l'entrée pour ne nous intéresser qu'à la longueur L du tube où l'écoulement est
dit développé c'est-à-dire indépendant de la position axiale Ox. C'est l'écoulement
de Poiseuille. La �gure 7.1 en précise les caractéristiques. Le vecteur vitesse est en
tout point parallèle à l'axe du tube avec une composante axiale u qui ne varie qu'avec
la coordonnée radiale r. Cet écoulement est induit par une di�érence de pression ∆Po
qui règne entre les deux extrémités de cette portion du conduit. Pour un tel problème à
champ de vitesse axisymétrique et où les termes d'advection sont identiquement nuls, les
équations de Navier-Stokes s'écrivent :

� Projection orthoradiale

0 = − 1

ρr

∂P

∂Θ
+ g sin Θ

Θ est la coordonnée angulaire dé�nie par le rayon vecteur vertical dirigé vers le haut pour
Θ = 0.

� Projection radiale

0 = −1

ρ

∂P

∂r
− g cos Θ

� Projection axiale
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0 = −∂P
∂x

+
µ

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)

Fig. 7.1 � Ecoulement de Poiseuille

Les deux premières projections con�rment notre intuition que l'e�et de la pesanteur
produit un gradient de pression hydrostatique dans la section du tube sans in�uencer
l'écoulement. On s'aperçoit que la variation axiale de pression demeure indépendante de
r et Θ et que l'on peut poser :

−∂p
∂x

= constante =
∆Po
L

puisque u n'est que fonction de r. Il est alors pratique de mettre la projection axiale de
l'équation de la quantité de mouvement sous la forme suivante :

1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
= −∆Po

µL
(7.1)

Les conditions aux limites du problème sont :

axisymétrie =⇒ à r = 0;
∂u

∂r
= 0

adhérence pariétale =⇒ à r = R =
D

2
; u = 0

L'intégration de l'équation 7.1 suivie de l'imposition des conditions aux limites fournit
la distribution radiale de la vitesse :

u =
∆PoD

2

16µL

(
1−

[
r

R

]2
)

(7.2)

On trouve que le maximum de vitesse se situe sur l'axe du tube et vaut

Umax =
∆PoD

2

16µL
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Le débit volumique de �uide est déterminé par intégration du pro�l de vitesse sur la
section de la conduite :

˙Vol =
∫ R

0
2πrudr =

π

128µ
.
∆PoD

4

L

C'est la loi de Poiseuille. Elle énonce que la quantité de matière qui s'écoule par unité
de temps dans un tube est proportionnelle au gradient de pression, inversement propor-
tionnelle à la viscosité dynamique du �uide et varie en raison de la quatrième puissance
du diamètre du tube.

L'application directe de la loi de Poiseuille est le débitmètre tubulaire. Un conduit
cylindre instrumenté de deux prises de pression pariétales distantes de L comme le montre
la �gure 7.1 devient un instrument simple de mesure de débit volumique pour un �uide
incompressible. La mesure de ∆Po est une indication directe de ˙Vol. Il est facile d'améliorer
la sensibilité du dispositif par une réduction de sa section ou une augmentation de sa
longueur puisque :

d∆Po

d ˙Vol
∼ L

D4

La vitesse moyenne débitante Uo se déduit aisément de l'expression du débit :

Uo =
˙Vol

πD2/4
=

∆PoD2

32µL
=

Umax

2
(7.3)

Tirons parti de la relation 7.3 en faisant apparaître les nombres de similitude Eu et Re.
Il vient :

Eu =
32

Re
.
L

D
(7.4)

avec
Eu =

∆Po
ρUo2

et Re =
UoD

ν

L'analyse aboutit à la conclusion que le coe�cient de pression ou de perte de charge
exprimé par le nombre d'Euler se corrèle avec le nombre de Reynolds et le rapport d'as-
pect L/D. Elle précise qu'il varie de façon inversement proportionnelle à Re et croît
linéairement avec l'allongement du tube. L'expérience con�rme ce résultat tant que le
nombre de Reynolds reste inférieur à une valeur critique d'environ 2300. Au-delà de ce
seuil, l'écoulement quitte le régime laminaire, idéalisé par un 'glissement' parallèle des
couches visqueuses les unes sur les autres, se déstabilise et rentre dans le régime turbu-
lent caractérisé par un ensemble de structures �uides �uctuantes de nature généralement
désordonnée et chaotique. Le traitement de ce sujet est rapporté plus loin dans le texte
au chapitre 10.

Dans une même idée nous allons déterminer l'expression du coe�cient de frottement,
Cf . La contrainte de viscosité s'exprime à partir de la distribution de vitesse :

τxr = −µdu
dr

= 4µUo
r

R2

C'est un pro�l linéaire qui atteint sa valeur maximale, τxrmax, à la paroi du tube. D'après
la dé�nition de Cf (relation 5.16) nous obtenons :

Cf =
16

Re
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Ce qui souligne bien la distinction entre le nombre d'Euler et le coe�cient de frottement
pariétal.

7.2 Ecoulement de Couette cylindrique

L'écoulement d'un �uide incompressible induit par le mouvement relatif de deux cy-
lindres concentriques de rayons R1 et R2 tournant avec des vitesses angulaires respectives
Ω1 et Ω2 autour de leur axe confondu avec l'axe Ox, est l'extension cylindrique de l'écou-
lement plan de Couette traité au Chapitre 2. Une description de l'écoulement est proposée
à la �gure 7.2. Il n'y a pas de force de volume à considérer dans ce problème.

Fig. 7.2 � Ecoulement de Couette entre cylindres coaxiaux

Aux faibles vitesses de rotation, la structure de l'écoulement est simple et station-
naire : il est purement orthoradial. L'équation de continuité montre que la composante
de vitesse radiale est identiquement nulle. Seule la composante orthoradiale vΘ intervient
dans l'équation de Navier-Stokes qui donne :

� Projection radiale

−v
2
Θ

r
= −1

ρ

dP

dr

Le membre de gauche est la force inertielle centrifuge engendrée par la courbure des lignes
de courants ; en équilibrant le gradient radial de pression, elle joue le même rôle que la
pesanteur dans le problème de Poiseuille. Remarquons que ce terme explique la variation
de la pression hydrostatique mais ne contribue pas au mouvement du �uide.

� Projection orthoradiale
Les termes d'advection et de pression sont identiquement nuls. Seule reste la contribution
visqueuse dont l'expression est le laplacien de la vitesse :

1

r

d

dr

[
r
dvΘ

dr

]
− vΘ

r2
= 0
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Le champ de vitesse qui satisfait cette équation et véri�e les conditions d'adhérence du
�uide aux parois :

vΘ(R1) = R1Ω1 et vΘ(R2) = R2Ω2

est donné par :

vΘ(r) = Ar +
B

r
avec

A =
Ω2R

2
2 − Ω1R

2
1

R2
2 −R2

1

et B =
(Ω1 − Ω2)R2

1R
2
2

R2
2 −R2

1

C'est parce que cet écoulement est uniquement dû aux frottements visqueux que para-
doxalement la distribution de vitesse devient indépendante de la viscosité.

� Exercice
Quelle est l'expression du pro�l de pression ?

Nous retrouvons le résultat de l'écoulement de Couette plan en faisant tendre les rayons
vers l'in�ni tout en gardant la distance entre parois δ = R2 −R1 constante.

Faire tourner les deux cylindres à la même vitesse angulaire résulte en un pro�l radial
de vitesse linéaire typique d'une rotation d'ensemble du �uide.

On peut supprimer l'e�et du cylindre extérieur en donnant à R2 une valeur in�nie et
en imposant Ω2 = 0. Cette procédure simule le champ de vitesse d'un écoulement plan
tourbillonnaire caractérisé par

vΘ =
ΩR2

r

� Exercice
Que vaut le rotationnel de la vitesse dans ce type d'écoulement ?

L'écoulement de Couette entre deux cylindres coaxiaux est à la base de méthodes
pour déterminer la viscosité dynamique des liquides. En e�et, considérons l'exemple d'un
montage où seul tourne le cylindre intérieur. Le pro�l de la contrainte de cisaillement est :

τΘr = −µr d
dr

[
vΘ

r

]
= 2µ

B

r2

A partir de cette distribution, il est facile de calculer le module du couple Γ produit par
la friction visqueuse sur le cylindre mobile :

Γ = 2πR2
1τΘr(R1) = 4πBµ

ou plus explicitement :

µ =
(R2

2 −R2
1) Γ

4πΩ1R2
1R

2
2

En mesurant sur ce dispositif le couple résistant exercé par le liquide sur le cylindre
en rotation et ce pour une vitesse angulaire �xée nous obtenons un signal directement
proportionnel à la viscosité dynamique du liquide. Ici encore, il faut noter que la présente
analyse est limitée et que l'ensemble des résultats établis ne sont consistants que pour



56 CHAPITRE 7. SOLUTIONS D'ÉCOULEMENTS VISQUEUX

Ω < Ωc. Au dessus de ce seuil critique Ωc, la circulation �uide se complique en donnant
naissance à des cellules convectives en forme de tore. Chaque rouleau se place dans un
plan perpendiculaire à l'axe des cylindres distant de son voisin de l'intervalle δ = R2−R1.
Nous sommes en présence de l'instabilité de Taylor- Couette. Le groupe adimensionnel
caractéristique de cette réorganisation de l'écoulement est le nombre de Taylor basé sur
le rayon moyen R :

Ta =
Ω2

1Rδ
3

ν2

Il compare l'ordre de grandeur des e�ets centrifuges (force motrice) et des e�ets vis-
queux (force de freinage). L'écoulement purement orthoradial bascule vers l'agencement
en cellules toroïdales quand la force motrice l'emporte sur la force de freinage ; ce seuil
correspond à la valeur critique Tac = 1712.

� Exercice
Quelle est l'expression du coe�cient de frottement dans le cas du seul cylindre intérieur mis
en rotation ?. On justi�era le choix de la dé�nition du nombre de Reynolds qui intervient
dans la corrélation.

7.3 Ecoulement plan oscillant

Le mouvement d'un �uide incompressible visqueux est engendré par une surface solide
de dimensions in�nies qui oscille à la fréquence $ dans un plan horizontal orthogonal au
plan Oxy. Lors des déplacements de la paroi, le champ de vitesse reste parallèle à la paroi
avec une composante horizontale u suivant Ox comme le présente la �gure 7.3. Dans ce
cas, et compte tenu de la bidimensionnalité du problème, l'équation de conservation de la
masse se résume à :

∇.~V = 0 =⇒ ∂u

∂x
= 0

u de dépend pas de x et le problème possède une invariance par translation dans la
direction Ox. La dérivée particulaire de la vitesse ne donne qu'un seul terme, la dérivée
partielle par rapport au temps, la contribution des termes d'advection étant identiquement
nulle. Les projections de l'équation de Navier-Stokes s'écrivent :

� Suivant Oy

0 = −1

ρ

∂P

∂y
− g

Le champ de pression est une fonction de la seule coordonnée y ce qui signi�e que la force
de volume, en l'occurrence la pesanteur, produit un gradient de pression hydrostatique
sans a�ecter le mouvement car ∂p

∂x
= 0.

� Suivant Ox
∂u

∂t
= ν

∂2u

∂y2
(7.5)

Le va-et-vient de la paroi est un mouvement oscillatoire harmonique du type :

Up = Up,max cos($t) = $A cos($t)
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Fig. 7.3 � Ecoulement plan oscillant

A est l'amplitude du déplacement de la surface solide.
On recherche une solution de l'équation 7.5 sous la forme d'une fonction d'onde pé-

riodique :
u(y, t) = umax(y) cos($t+ φ)

umax est le terme d'amplitude et φ le déphasage. En imposant la condition d'adhérence
u(o, t) = Up on trouve :

u(y, t) = Up,max exp(−ky) cos($t− ky)

k est le vecteur d'onde fonction de la fréquence et de la viscosité cinématique :

k =

√
$

2ν

Sous l'action de la paroi, le �uide se met à osciller avec un déphasage ky par rapport
à la source d'excitation. L'oscillation se propage à l'intérieur du �uide suivant une onde
transversale perpendiculairement à la vitesse de l'écoulement induit. La propriété majeure
de cette onde est son amortissement rapide (e�et du facteur exp(−ky)). Pour quanti�er
l'atténuation importante de l'oscillation, on dé�nit conventionnellement la profondeur de
pénétration δ comme étant la distance au plan solide pour laquelle l'amplitude de la
vitesse du �uide est 1% de celle de la vitesse de la paroi. Nous retrouverons également
cette dé�nition lors de l'identi�cation de l'épaisseur de couche limite d'un écoulement sur
un corps (voir chapitre 16.2). A cette profondeur, on estime que l'entraînement du �uide
est minime et que le milieu peut être considéré au repos. En substituant cette condition
dans le pro�l de vitesse il vient :

umax
Up,max

= 0.01 =⇒ δ = 6.5

√
ν

$
(7.6)
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Tab. 7.1 � Profondeur de pénétration

Fluide air eau huile mercure

ν en [m
2

s
] 15.10−6 10−6 10−3 1,2.10−7

δ en [mm] 25 6,5 205 2,2

Dans tous les problèmes de propagation par mécanismes de di�usion , comme ceux de
l' e�et de peau en électricité ou des variations diurnes et saisonnières de température dans
le sol (voir Partie II), nous retrouverons une dépendance de la profondeur de pénétration
avec la fréquence de l'excitation et du paramètre phénoménologique de transport. Une
équation du type 7.5 modélisera le phénomène. Dans le cas d'une excitation quelconque,
la nature linéaire de l'équation 7.5 permet d'envisager la méthode de superposition et de
combiner les solutions obtenues aux di�érentes fréquences et amplitudes de la source.

Pour se �xer les idées sur les valeurs que peut prendre δ, considérons l'exemple d'une
excitation de 1 Hz et de quatre �uides ; l'air, l'eau, l'huile et le mercure. Les résultats sont
repris au tableau 6.1.

Les métaux liquides avec des coe�cients de di�usion de quantité de mouvement très
bas seront moins sensibles aux perturbations pariétales. Notons aussi que les gaz vont
ressentir plus profondément que l'eau les déplacements de la paroi. D'une façon générale,
les liquides organiques avec leur grande viscosité cinématique seront les plus a�ectés.

• La conclusion pratique de cette analyse est qu'il est très di�cile de propager
à grande distance une onde de cisaillement dans un �uide.

Cherchons à établir la corrélation entre la force de frottement sur le plan oscillant et
les paramètres de l'écoulement. La contrainte visqueuse à la paroi se détermine selon la
loi de Newton :

τxy|y=0 = − µ∂u
∂y

∣∣∣∣∣
y=0

soit
τxy|y=0 = −µk$A[− cos($t) + sin($t)]

qui se contracte en :
τxy|y=0 = −A$1,5√ρµ cos($t− 3π

4
)

L'amplitude du �ux de quantité de mouvement pariétal est proportionnelle à l'amplitude
du déplacement du plan. Elle varie en raison de la puissance 3/2 de la fréquence de l'ex-
citation et croît linéairement avec le groupement b =

√
ρµ. Ce dernier est l'e�usivité

visqueuse, coe�cient typique des échanges instationnaires par di�usion. C'est toujours
le produit du numérateur et du dénominateur du rapport dé�nissant la di�usivité. On
pourrait l'assimiler au produit des coe�cients moteur et résistant qui contrôlent le mé-
canisme de transport. Nous retrouverons son équivalence lors de l'analyse des �ux de
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chaleur transmis par un mécanisme de conduction instationnaire entre deux milieux mis
soudainement en contact (voir chapitre 17de la Partie II). On constate que la contrainte
de frottement à la paroi est en retard de phase de trois huitièmes de période sur la vitesse
Up.

Le coe�cient de frottement Cf est basé sur la valeur crête de la force visqueuse et la
pression dynamique de référence prend Up,max = $A comme vitesse caractéristique :

Cf =

∣∣∣τxy|y=0

∣∣∣
1/2ρ$2A2

=
√

2
δ

A
=

2√
Re

en ayant construit le nombre de Reynolds à partir du déplacement et de la vitesse maxi-
mum du plan :

Re =
$A2

ν

La dépendance en racine carrée de l'inverse du nombre de Reynolds est plus lente que
celle trouvée pour les écoulements de Poiseuille et de Couette.
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Chapitre 8

Ecoulements quasi parallèles à faibles

nombres de Reynolds

Le cas limite des écoulements lents de �uides très visqueux où les forces de viscosité
deviennent prépondérantes devant les forces d'inertie, se rencontrent dans la lubri�cation
des paliers hydrauliques et dans la plupart des procédés de revêtement par �lm liquide.
Ces écoulements sont caractérisés par de faibles valeurs du nombre de Reynolds et des
géométries à grand allongement, L/δ > 10. Le calcul des forces sur les éléments d'un
palier lubri�é ou de la dynamique de l'étalement du �lm dans une technique d'enduc-
tion peut être mené en considérant que l'écoulement est quasi parallèle et se développe
principalement dans la direction du �lm.

En travaillant le cas d'un écoulement bidimensionnel et stationnaire dans le plan Oxy,
l'équation de continuité adimensionnalisée 6.24 montre que la composante verticale de
vitesse v sera de l'ordre de :

v ' u
δ

L
où L et δ sont respectivement la longueur et l'épaisseur du �lm liquide. Sur la base de
considérations précisées ci-dessus, nous voyons que v est su�samment petite devant u pour
admettre que l'écoulement est localement unidirectionnel (suivant Ox). La conséquence
de cette simpli�cation est la disparition des termes d'advection dans l'équation de Navier-
Stokes qui prend alors le nom d'équation de Stokes et dont la projection principale
nondimensionnelle s'écrit (voir pour mémo Eq. 6.25)

−Eu∂P̃
∂x̃

+
1

Re

({
δ

L

}
∂2ũ

∂x̃2
+
{
L

δ

}
∂2ũ

∂ỹ2

)
= 0

De même, l'analyse des termes de la contribution visqueuse nous montre que :

∂2u

∂y2
� ∂2u

∂x2

de sorte que la forme approchée de l'équation de conservation de la quantité de mouvement
pour la lubri�cation devient :

∂P

∂x
= µ

∂2u

∂y2
(8.1)
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� Exercice
On démontrera que l'équation de Stokes se traduit aussi par le laplacien de la pression
nul :

∇2P = 0

L'équation de lubri�cation 8.1permet d'analyser l'écoulement d'un liquide lubri�ant
provoqué par le glissement d'un sabot parallèle à une paroi �xe. Le sabot est schématisé
à la �gure 8.1. Il est incliné d'un petit angle ϑ par rapport à la surface horizontale. La
distance δ entre les deux parois varie avec x ; elle est donnée par :

δ(x) = δ1 + ϑx

en ayant assimilé

ϑ ' tanϑ =
δ1 − δ2

L

L est ici la longueur du biseau. L'écoulement vu par un observateur lié au sabot est
permanent ; dans cette convention, le plan horizontal se meut à la vitesse Up du sabot. La
solution de l'équation 8.1 qui satisfait aux conditions aux limites (adhérence) est :

u(x, y) = Up

(
1− y

δ

)
−
[
δ2

2µ

dP

dx

]
y

δ

(
1− y

δ

)
(8.2)

L'interstice entre paroi est trop petit que pour tenir compte de la variation de la pression
avec y. C'est pourquoi le gradient de pression est exprimé par la dérivée totale par rapport
à x dans l'équation 8.2.

Nous remarquons que le champ de vitesse obtenu est la superposition d'un écoulement
de Couette plan - terme linéaire en y - et d'un écoulement de Poiseuille - terme parabolique
en y. L'évolution du pro�l de vitesse est illustrée sur la �gure 8.1. Il existe des sections où
l'écoulement est inversé.

Fig. 8.1 � Ecoulement dans un sabot de lubri�cation
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La connaissance du pro�l de vitesse permet d'exprimer la condition de conservation
du débit (ici volumique puisque le �uide est incompressible) :

˙Vol =
∫ δ

0
udy =

Upδ

2
− δ3

12µ
.
dP

dx
(8.3)

˙Vol est un débit constant par unité d'envergure (direction Oz). La relation 8.3 est
l'équation di�érentielle ordinaire qui gouverne la répartition de pression dans le sabot.
Réécrivons la comme suit :

dP

dx
= 12µ

[
Up
2δ2
−

˙Vol
δ3

]
(8.4)

En x = 0, la faible épaisseur du �lm nous autorise à poser P = Pe, pression extérieure
qui est constante. L'intégration de l'équation 8.4 conduit à :

P = Pe+
6µUp
ϑ

[
1

δ
− 1

δ1

]
− 6µ ˙Vol

ϑ

[
1

δ2
− 1

δ2
1

]
(8.5)

L'expression �nale du débit s'obtient en spéci�ant que dans l'équation 8.5 que la
pression vaut également Pe à l'extrémité x = L du sabot :

˙Vol = Up < δ > (8.6)

où l'intervalle moyen < δ > est donné par :

< δ >=
δ1δ2

δ1 + δ2

� Exercice
On montrera que la pression passe par un maximum dans la section correspondant à
δ =< δ >.

Une distribution typique de pression est tracée à la �gure 8.1. La surpression résultante
crée la force de sustentation du sabot, Fy (par unité d'envergure). Elle est donnée par
l'intégrale :

Fy =
∫ L

0
(P − Pe)dx

Le calcul fournit :
Fy =

6µUp
ϑ2

[
lnκ− 2

κ− 1

κ+ 1

]
où κ = δ1/δ2 est le rapport des épaisseurs du �lm entrée-sortie. Retenons que dans cette
formulation ϑ = (κ− 1)δ2/L.

Similairement, nous pouvons exprimer la force de frottement tangente à la plaque
(toujours par unité d'envergure) :

Fx =
∫ L

0
µ
∂u

∂y

∣∣∣∣∣
y=0

dx

soit :
Fx =

2µUp
ϑ

[
lnκ− 3

κ− 1

κ+ 1

]
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L'étude montre que Fy est optimale pour κ ' 2, 2 et que sa valeur vaut :

Fy,max = 0.16
µUpL

2

δ2
2

La force de friction subséquente, F ∗x est :

F ∗x = 0.75
µUpL

δ2

d'où le rapport :
F ∗x

Fy,max
' 5

δ2

L
� 1

Dans les processus de lubri�cation, tels que ceux rencontrés dans les paliers de ma-
chines tournantes, la force de freinage tangentielle est au moins d'un ordre de grandeur
inférieure à la force de portance. Il su�t de petits angles de biseau pour pouvoir supporter
de très lourdes charges. La magnitude des forces normales atteintes dans certains paliers
hydrauliques peut entraîner localement des déformations élastiques des parois. On touche
alors au domaine de l'élastohydrodynamique.

� Exercice
Qu'adviendrait-il si l'inclinaison du sabot était nulle ?



Chapitre 9

Ecoulements à grands nombres de

Reynolds

9.1 Lignes de courant

Dans la plupart des cas, les études expérimentales des écoulements s'appuient sur des
méthodes de visualisation. Pour ce faire, on ensemence le �uide porteur soit avec de très
�nes particules soit avec des �lets de colorant ou de fumée. Si le choix et l'injection de ces
traceurs sont pertinents, alors la visualisation fournit une image �dèle du comportement
du �uide. Ainsi, la �gure 9.1 est un exemple typique d'une visualisation d'un écoulement
laminaire autour d'un pro�l d'aile.

Fig. 9.1 � Visualisation d'un écoulement laminaire

On observe que la structure de l'écoulement se compose de lignes le long desquelles les
cellules �uides se déplacent. Ces trajets sont appelées lignes de courant. Elles peuvent
être aisément modélisées dans le cas de l'écoulement bidimensionnel (Oxy) d'un �uide
incompressible. En e�et, dans ces conditions l'équation de continuité se trouve véri�ée
par une fonction scalaire Ψ si le champ de vitesse dérive de cette fonction comme suit :

u =
∂Ψ

∂y
et v = −∂Ψ

∂x
(9.1)

car

∂u

∂x
+
∂v

∂y
=

∂

∂x
(
∂Ψ

∂y
) +

∂

∂y
(−∂Ψ

∂x
) = 0 (9.2)
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Par ailleurs, on constate que le produit scalaire du gradient de Ψ par le vecteur vitesse
~V est identiquement nul :

~V∇ψ = (
∂Ψ

∂y
)
∂Ψ

∂x
+ (−∂Ψ

∂x
)
∂Ψ

∂y
= 0 (9.3)

Cette propriété indique que le vecteur vitesse est tangent aux courbes d'équations
Ψ(x, y) = Cte qui représentent les lignes de courant de l'écoulement. Deux lignes de
courant dé�nissent un tube de courant dans lequel le débit de �uide reste constant.
Démontrons-le en s'appuyant sur le schéma de la �gure 9.2

Fig. 9.2 � Tube de courant

Evaluons le débit volumique traversant la section AB du tube de courant :

V̇AB =

y2∫
y1

udy ==

y2∫
y1

∂Ψ

∂y
dy ==

2∫
1

dΨ = Ψ2−Ψ1 (9.4)

Le débit passe aussi dans la section BC :

V̇BC =

x2∫
x1

vdy =

x2∫
x1

−∂Ψ

∂x
dx =

2∫
1

dΨ = Ψ2−Ψ1 (9.5)

Nous véri�ons bien que le débit reste constant et est égal à la di�érence des deux
valeurs de la fonction de courant qui dé�nissent le tube. En régime stationnaire, les lignes
de courant sont aussi les trajectoires suivies par les particules �uides.

9.2 Ecoulements Potentiels

Quand la contribution des contraintes de cisaillement devient négligeable devant les
termes d'inertie et de pression, le milieu se comporte comme un �uide parfait c'est-
à-dire non visqueux. Cette situation est souvent bien approchée quand on se situe loin
du corps et que l'écoulement incident n'est pas turbulent. Elle est souvent adoptée pour
modéliser l'écoulement d'un gaz à vitesse élevée au loin d'une paroi ou d'un corps solide
qu'il contourne, cas fréquent dans les applications à l'aéronautique. Dans ces conditions,
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le mouvement du �uide se particularise par une valeur élevée du nombre de Reynolds et
se décrit par une forme dégénérée de l'équation de Navier-Stokes, l'équation d'Euler :

D~V
Dt

= −1

ρ
∇P + ~F (9.6)

En considérant que les forces de volume dérivent généralement d'un potentiel, F =
−∇φ, de l'équation 9.6, il ressort que les écoulements des �uides parfaits sont en perma-
nence irrotationnels s'ils le sont au départ. Ce résultat est en tout point conforme avec
la forme 6.23 de l'équation de Navier-Stokes quand on annule les termes visqueux. Par
conséquent :

∇x~V ≡ 0 (9.7)
La propriété est intéressante : elle permet de quali�er ces �ots d' écoulements poten-

tiels car l'identité 9.7 signi�e implicitement que le champ de vitesse dérive d'un potentiel
de vitesse Φ :

~V = ∇Φ (9.8)
En considérant le cas d'un �uide parfait incompressible, on fait usage de la for-

mule 6.22 tirée de l'analyse vectorielle pour transformer l'équation 9.6 et obtenir une
première version de l'équation de Bernoulli :

∇

ρ∂Φ

∂t
+ ρ

~V 2

2
+ P + ρφ

 = 0 (9.9)

Sa forme intégrée

ρ
∂Φ

∂t
+ ρ

~V 2

2
+ P + ρφ = Charge constante dans l'écoulement (9.10)

exprime qu'un écoulement irrotationnel dans tout son volume travaille à charge ou
pression totale constante.

Pour un �uide parfait incompressible en écoulement stationnaire, l'équation 9.10 prend
une forme plus simple mais d'application plus restrictive. Explicitons la en multipliant
l'équation d'Euler par le vecteur vitesse ~V . L'équation résultante qui devient scalaire est
celle de l'énergie cinétique :

D
Dt

[
V 2

2

]
= −(~V .∇)

[
P

ρ
+ φ

]
= − D
Dt

[
P

ρ
+ φ

]
soit

D
Dt

[
V 2

2
+
P

ρ
+ φ

]
= 0

Se remémorant la notion de dérivée particulaire, nous arrivons à la conclusion qu'en régime
stationnaire, la pression totale se conserve le long d'une ligne de courant ; c'est la deuxième
version de l'équation de Bernoulli :

ρ
~V 2

2
+ P + ρφ = Charge constante le long d'une ligne de courant (9.11)
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9.3 Couches limites

9.3.1 Concept de la couche limite

Le passage à la limite, ν → 0, dans les équations de Navier-Stokes, réduit l'ordre du
système d'un degré pour arriver aux équations d'Euler. On touche ainsi à un problème
de perturbation singulière car toutes les conditions aux limites physiques ne peuvent plus
être satisfaites. En e�et, au fur et à mesure que l'on se rapproche du corps solide, la
condition d'adhérence impose que le pro�l de vitesse du �uide parfait doive se modi�er
pour s'annuler sur les parois. Ce raccordement de pro�l est illustré à la �gure 9.3. Il
s'e�ectue sur une petite zone dénommée couche limite. Dans cette région, comme nous
le verrons, d'autant plus mince que le nombre de Reynolds est grand, les termes de viscosité
deviennent du même ordre de grandeur que les termes d'advection et l'équation d'Euler
n'est plus valable. Prandtl introduisit ce concept et développa sa théorie mathématique.

Continuons à envisager un écoulement plan en régime laminaire et évaluons l'épais-
seur de cette couche à gradient de vitesse. Bien entendu, cette région n'est pas nettement
délimitée car la transition entre l'écoulement de paroi et le �ot potentiel est continue.
Nous prenons l'exemple, schématisé à la �gure 9.3, d'un champ de vitesse uniforme, Uext

arrivant parallèlement à une plaque plane semi-in�nie alignée avec l'axe Ox. Dès l'attaque
de l'arête de la plaque, c'est-à-dire en x = 0, l'écoulement ressent la présence de la pa-
roi. Ceci se concrétise par une perturbation de vitesse qui est transportée par di�usion
visqueuse de la paroi vers l'écoulement libre (direction Oy). Se référant au problème, phé-
noménologiquement analogue, de l'écoulement plan oscillant (section 7.3), il est légitime
de penser que cette di�usion se propage sur une distance δ proportionnelle à la racine
carrée du produit de la viscosité cinématique par un temps caractéristique t de trans-
port ( inverse de la fréquence pour la profondeur de pénétration dans le cas de la plaque
oscillante, voir relation 7.6) :

δ ∼
√
νt

Cependant, le �uide se déplace dans un mouvement parallèle à la paroi avec une vitesse
typique de l'ordre de Uext. Les perturbations di�usives naissant au bord d'attaque vont
être advectées vers l'aval pour atteindre un point situé à la distance x de l'arête après
le temps t = x/Uext. A cette abscisse, le processus de di�usion par viscosité répartit les
gradients de vitesse sur une petite zone de taille :

δ(x) ∼
√

νx

Uext

δ(x) est l'épaisseur de la couche limite sur laquelle s'établit la transition entre l'écoulement
loin de la plaque où le �uide se comporte en �uide parfait, et l'écoulement pariétal qui
doit véri�er la condition d'adhérence. Une simple écriture nous montre qu'elle est trÈs
petite devant la dimension x et qu'elle s'amincit avec le nombre de Reynolds Rex basé
sur cette distance :

δ

x
∼
√

ν

xUext

=
1√
Rex

� 1 (9.12)
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Fig. 9.3 � Concept de la couche limite

9.3.2 Equations de la couche limite

Nous venons d'identi�er deux échelles de longueurs de taille très di�érente. Dans la
direction principale de l'écoulement, nous avons comme longueur de référence une abscisse
L comptée à partir du bord d'attaque. A noter d'une part, que la plaque semi-in�nie ne
possède pas de dimension géométrique et que d'autre part, la distance L est directement
reliée au temps de transit d'une particule �uide a�ectée par sa rencontre avec l'arête de
la plaque. Dans la direction normale à la paroi, la dimension typique est l'épaisseur de la
couche limite δ(L) à cette abscisse ; c'est une profondeur de pénétration des e�ets visqueux
dans l'écoulement extérieur. Utilisons ces deux normes de longueur pour évaluer l'ordre
de grandeur des termes de l'équation de Navier-Stokes et rechercher d'éventuelles simpli-
�cations. L'exemple de l'écoulement plan dépeint à la �gure 9.3 est conservé. Ajoutons,
sans casser le caractère général du résultat, que le mouvement est stationnaire et que le
�uide est incompressible et de viscosité constante. Si la norme de vitesse suivant Ox est
évidemment la vitesse de l'écoulement uniforme Uext, nous devons nous interroger sur la
vitesse typique à attribuer à la direction Oy. L'équation de continuité permet de répondre
à la question. Posons a priori Vref cette vitesse de référence et normons l'équation de la
masse intégrée de y = 0 à y = δ :

Vref

Uext

L

δ
= −

∫ 1

0

∂ũ

∂x̃
dỹ ' O[1]

Il s'en suit que la norme de vitesse suivant Oy est de l'ordre de :

|Vref | ' Uext
δ

L
� Uext (9.13)

En s'aidant de l'équation normalisée 6.25 de Navier-Stokes suivant Ox où l'on substitue
les normes de longueur et de vitesse dé�nies ci-dessus on obtient :

∂ũ2

∂x̃
+
∂ũṽ

∂ỹ
= −∂P̃

∂x̃
+
[

ν

LUext

] [
L2

δ2

]({
δ2

L2

}
∂2ũ

∂x̃2
+
∂2ũ

∂ỹ2

)
(9.14)
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Dans cette équation, la pression adimensionnelle résulte d'une simple normalisation
par ρU2

ext.
La conjecture sur laquelle repose le concept de couche limite suppose que les termes

d'inertie et de viscosité soient du même ordre lorsque ReL tend vers de très grandes
valeurs. L'équation 9.14 montre que pour que ce postulat soit physiquement acceptable il
faut, comme nous l'avions déjà trouvé, que :

[
L

δ

]2 [ 1

ReL

]
' O[1] (9.15)

D'autre part, des deux termes visqueux de l'équation 9.14, seule le cisaillement sui-
vant Ox subsiste, l'autre devenant négligeable quand ReL →∞. Finalement on remonte
facilement à l'équation dimensionnelle de la couche limite suivant Ox :

∂u2

∂x
+
∂uv

∂y
= −1

ρ

∂P

∂x
+ ν

∂2u

∂y2
(9.16)

Une approche identique est menée pour la projection de l'équation de Navier-Stokes
sur Oy. Elle conduit à la forme suivante :

[
δ

L

]2 (
∂ũṽ

∂x̃
+
∂ṽ2

∂ỹ

)
= −∂P̃

∂ỹ
+

1

ReL

{ δ
L

}2
∂2ṽ

∂x̃2
+
∂2ṽ

∂ỹ2

 (9.17)

Compte tenu de la condition 9.15, il en ressort que tous les termes sont de l'ordre de (δ/L)2.
Le gradient de pression suivant Oy est négligeable aux grands nombres de Reynolds et
l'équation du mouvement dans cette direction traduit une des propriétés importantes de
la couche limite,

∂P

∂y
= 0 (9.18)

à savoir que la pression reste constante à travers l'épaisseur de la couche limite et est
égale à la pression de l'écoulement potentiel extérieur, Pext.

Toutefois, il faut garder à l'esprit que pour des valeurs trop élevées de ReL,
la couche limite devient instable puis turbulente. La convection turbulente
fait augmenter δ plus rapidement que dans un écoulement laminaire et la
déduction 9.15 n'est plus valable.

9.3.3 Pro�l de vitesse dans la couche limite

On cherche à déterminer la distribution de vitesse dans la couche limite qui se déve-
loppe sur la plaque plane horizontale ; le problème est celui décrit à la �gure 9.3. L'écoule-
ment potentiel est incompressible et uniforme. D'après l'équation d'Euler, il s'en suit que
les quantités à la frontière extérieure de la couche limite sont constantes et en particulier
P = Pe et ∂P

∂x
= 0 partout.

Les conditions aux limites sont les suivantes :

à y = δ dé�nition de la couche limite u = 0, 99Uext
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à y = o adhérence u = v = 0

Blasius a résolu le problème en introduisant les variables suivantes :

η =
y

2x

√
Rex et Ψ = ν

√
Rexf(η)

où Ψ est la fonction de courant discutée au paragraphe 9.1
On véri�era, à titre d'exercice, que dans cette nouvelle formulation les composantes

de vitesse u et v s'écrivent :

u =
Uext

2
f ′(η) et v =

1

2

√
Uextν

x
[ηf ′ − f ]

avec f ′ =
df

dη

L'introduction de la variable indépendante η implique un pro�l u autosimilaire, c'est-à-
dire que la variation de la composante de vitesse horizontale selon y est toujours la même
au facteur d'échelle

√
νx/Uext près.

La substitution de ces résultats dans l'équation fondamentale aux dérivées partiel-
les 9.16 de la couche limite aboutit à une équation di�érentielle ordinaire du troisième
ordre non linéaire, appelée équation de Blasius. On s'exercera à la démontrer :

f ′′′ + ff” = 0 (9.19)

Cette équation n'a pas de solution analytique. Son intégration est obtenue par voie
numérique en imposant les conditions aux limites suivantes :

à η = 0 adhérence f = f ′ = 0

à η →∞ dans l'écoulement potentiel f ′ → 2

L'algorithme de Runge-Kutta se prête bien à la résolution de cette équation ; il donne
accès aux valeurs de f ′′, f ′ et f (tabulées en annexe) et permet de déterminer u et v. La
�gure 9.4 montre les pro�ls des composantes de vitesse horizontale et verticale dans la
couche limite.

La vitesse u tend rapidement vers l'unité quand η augmente. A η = 2, 5 correspond
u/Uext = 0.99 considérée conventionnellement comme la dé�nition de l'épaisseur de la
couche limite δ. De cette valeur de η on tire :

δ =
5x√
Rex

(9.20)

On retiendra que la couche limite laminaire grossit de façon para-
bolique avec la distance à l'arête de la plaque plane :

δ = 5

√
νx

Uext

(9.21)
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Fig. 9.4 � Pro�l de u et v dans une couche limite laminaire

9.3.4 Coe�cient de frottement

L'intérêt de la solution de Blasius est de permettre facilement le calcul du coe�cient
de frottement pariétal. Rappelons sa dé�nition ; c'est la contrainte de cisaillement à la
paroi divisée par la pression dynamique de l'écoulement extérieur :

Cf =
− τxy|y=0

1
2
ρU2

ext

Utilisant la loi de Newton on a :

−τxy = µ
∂u

∂y
= µ

Uext

4
f ′′
√

Uext

νx

Sachant que f”(0) = 1, 328 il vient :

Cf =
0, 664√
Rex

(9.22)

9.3.5 Méthode intégrale

Il existe une méthode plus générale mais moins rigoureuse, qui convient bien au calcul
du coe�cient de frottement de paroi et pour laquelle la connaissance exacte du champ de
vitesse n'est pas essentielle. Elle consiste à intégrer les équations du mouvement suivant
l'épaisseur de la couche limite et à postuler une forme de pro�l de vitesse véri�ant les
conditions aux limites physiques. Cette méthode intégrale approchée prend toute sa
justi�cation dans l'étude des couches limites autour des corps de géométrie quelconque
pour lesquelles il est quasiment impossible d'arriver à des solutions exactes. Illustrons la
dans le cas de la plaque plane.

La forme intégrale de l'équation de continuité se présente ainsi :∫ δ

0

∂u

∂x
dy = −v(δ) (9.23)



9.3. COUCHES LIMITES 73

Elle montre que le débit dans la couche limite croît avec x et que cette augmentation est
quanti�ée par la composante de vitesse v.

L'application de l'opérateur �intégrale� à l'équation 9.16 conduit à :∫ δ

0

∂u2

∂x
dy + [uv]δ0 = −

τxy|y=0

ρ
(9.24)

En substituant v(δ) au moyen de l'égalité 9.23 dans l'équation 9.24 et après réarrangement
des di�érents termes on arrive facilement à l'expression du coe�cient de frottement Cf
comme dé�ni plus avant :

Cf = 2
d

dx

[∫ δ

0

(
u

Uext

− u2

U2
ext

)
dy

]
(9.25)

Le terme entre crochet de la relation 9.25 a la dimension d'une longueur. On le nomme
épaisseur de quantité de mouvement de la couche limite, δ∗∗. Son expression est :

δ∗∗

δ
=
∫ 1

0

u

Uext

(
1− u

Uext

)
dy

δ
(9.26)

Physiquement, elle caractérise la variation de la quantité de mouvement à l'intérieur d'un
tube de courant et plus exactement, la hauteur h+ δ∗∗ d'une section nécessaire pour avoir
le même �ux de quantité de mouvement qu'au travers d' une section de hauteur h dans
l'écoulement non visqueux.

D'après l'équation 9.25, la valeur locale du coe�cient Cf est donc directement pro-
portionnelle à la variation élémentaire de δ∗∗

Cf = 2
dδ∗∗

dx
(9.27)

Pour tirer pro�t de l'équation intégro�di�érentielle 9.25 ou 9.27, il convient de se donner
la forme de la distribution de vitesse au sein de la couche limite. Pour mieux souligner
l'in�uence de ce choix, nous allons comparer les résultats obtenus pour un pro�l linéaire
puis parabolique de vitesse :

u1

Uext

=
y

δ
et

u2

Uext

= −
[
y

δ

]2

+ 2
y

δ

Les deux répartitions de vitesse u satisfont à la condition d'adhérence et considèrent
que la jonction avec l'écoulement potentiel u = Uext se situe à y = δ. La distribution
linéaire s'accompagne d'une discontinuité dans le gradient de vitesse au raccordement avec
l'écoulement potentiel. Par contre, le second type de pro�l en imposant une contrainte de
cisaillement nulle à la frontière (du/dy = 0 à y = δ) permet une jonction continue.

Le calcul fera l'objet d'un exercice. Les grandes étapes de la méthode de résolution
sont successivement :

1. Calculer δ∗∗ en fonction de δ en introduisant le pro�l de vitesse dans l'intégrale 9.26.
2. Déterminer la contrainte pariétale et par suite le coe�cient de frottement Cf en

fonction de δ en employant la distribution de vitesse.
3. Avec les aboutissants des deux premières étapes, l'équation 9.27 permet de tirer la

dépendance de δ et de Cf avec Rex.
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Cette procédure mène aux résultats suivants :
� Pro�l de vitesse linéaire

δ∗∗ =
δ

6
, δ =

3.46x√
Rex

et Cf =
0.58√
Rex

� Pro�l de vitesse parabolique

δ∗∗ =
2δ

15
, δ =

5.477x√
Rex

et Cf =
0.73√
Rex

La conclusion à tirer de cet exercice comparatif est qu'avec des pro�ls de vitesse
de forme simple, la méthode intégrale permet d'approcher très correctement la solution
exacte de Blasius puisque le coe�cient de frottement est prédit avec environ 10% d'écart.

� Exercice
Quels resultats obtient-on avec un pro�l de vitesse cubique en ce qui concerne δ et Cf ?

De manière analogue à l'épaisseur de quantité de mouvement on dé�nit l'épaisseur de
déplacement δ∗. Elle indique de combien les lignes de courant sont déviées de l'horizontalité
par le grossissement de la couche limite. Attention, la frontière de la couche limite
n'est en aucun cas une ligne de courant ; on s'en souviendra en observant qu'il
y a un �ux de masse entrant et une composante de vitesse v. La �gure 9.5 donne une
représentation de l'évolution d'un tube de courant a�ecté par le développement de la
couche limite. Evaluons la quantité δ∗ en recherchant la variation de débit volumique entre
une section de hauteur h du tube de courant située dans l'écoulement amont uniforme et
une autre section du même tube de courant mais de hauteur h + δ∗ prise à l'abscisse x ;
h est choisi pour être largement plus grand que δ. L'équation de continuité nous dit que :

Fig. 9.5 � Tube de courant dû à la couche limite

∫ h

0
Uext =

∫ h+δ∗

0
udy

On peut transformer cette égalité comme suit :∫ h

0
Uextdy =

∫ h+δ∗

0
(u−Uext)dy +

∫ h+δ∗

0
Uextdy
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Après avoir noté que la di�érence de vitesse u−Uext est nulle en dehors de la couche
limite, il vient :

Uexth−Uext(h+ δ∗) =
∫ δ

0
(u−Uext)dy

ou encore
δ∗

δ
=
∫ 1

0

(
1− u

Uext

)
dy

δ
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Chapitre 10

Ecoulements internes

10.1 Introduction

Le sujet des écoulements internes couvre un très vaste domaine de la mécanique des
�uides. Il concerne l'étude du mouvement de tous les types de �uide et ce, dans des
conduites de forme quelconque. Leur champ d'applications s'étend de l'écoulement à une
phase (gaz ou liquide) aux écoulements à phases polydispersées tels que les suspensions de
particules solides ou de gouttelettes sans oublier les écoulements diphasiques avec change-
ment de phase comme l'ébullition et la condensation convectives. On les retrouve dans la
majorité des applications des phénomènes de transport comme par exemple, les réseaux
de distribution aéroliques et hydrauliques, les échangeurs de chaleur, les installations de
ventilation et de conditionnement d'air, les tours de refroidissement etc...

Dans ce cours, nous nous con�nerons aux aspects fondamentaux des écoulements in-
ternes à simple phase en mettant l'accent sur les pertes de charges qui leur sont associées.
En e�et, le concepteur d'un système vise au meilleur compromis entre les coûts d'inves-
tissement et les coûts de fonctionnement qu'implique son projet. Pour réduire la facture
énergétique, facteur `clef' actuel de tous procédés industriels, il est important d'aboutir au
dimensionnement qui entraîne les plus faibles chutes de pression. Une localisation précise
des parties du réseau où une réduction des pertes de charge est envisageable, constitue
une première étape dans l'amélioration.

10.2 Un peu d'histoire

Le comportement des écoulements en tuyauterie fait depuis longtemps l'objet d'études
approfondies. Les principales contributions qui ont fait progresser la compréhension et la
modélisation de ces écoulements sont énumérées ci-après.

** Reynolds (1842-1912), en visualisant le mouvement de l'eau en conduite
par un �n �let de colorant comme le schématise la �gure 10.1, mit en évidence l'existence
de deux régimes d'écoulements. Il observa un premier régime régulier où le �let coloré se
propage rectilignement le long d'une ligne de courant ; c'est l'écoulement laminaire avec
ses couches de �uide qui glissent continûment les unes sur les autres. Il vit apparaître un
second régime, instationnaire et chaotique, qui commence par une perte de stabilité du
traceur et se termine toujours par un mélange important du colorant au sein de l'écou-
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lement que l'on quali�e alors de turbulent. O. Reynolds rapporta ses observations dans
un article intitulé � An experimental investigation of the circumstances which determine
whether the motion of water will be direct or sinuous and the law of resistance in parallel
channels� publié en 1883 dans � The Philosophical Transactions of the Royal Society'. Il
précisa que le critère adimensionnel du passage régime laminaire � régime turbulent, fait
intervenir la vitesse moyenne de l'écoulement Uo, le diamètre du tuyau D, et la viscosité
cinématique du �uide. Ce nombre sans dimension porte son nom et permet d'identi�er la
nature de l'écoulement :

ReD =
UoD

ν
=

{
< 2300 Laminaire
> 2300 Turbulent

Fig. 10.1 � Expérience de Reynolds

Toutefois, il faut savoir qu'un dessin soigné de la bouche d'entrée du tube permet de
repousser l'apparition de la turbulence à des nombres de Reynolds aussi élevés que 5.104.

La visualisation proposée à la �gure 10.2 souligne la di�érence du comportement du
�uide entre un écoulement laminaire et un écoulement turbulent qui se caractérise par
la présence de tourbillons de tailles macroscopiques ( eddies en anglais). Ces �uctuations
rapidement advectées dans le �uide masquent les transferts microscopiques dus aux mou-
vements aléatoires des molécules (viscosité) en surimposant un transport intense à grandes
échelles. Sa nature complexe captive toujours l'attention du monde scienti�que.

En�n, pour la petite histoire il est bon de reconnaître à ce sujet le caractère
précurseur de Léonard de Vinci (1452- 1519) qui mentionnait déjà de telles
représentations d'écoulements dans ses écrits et cahiers de dessins (musée du
Clos-Lucé).
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Fig. 10.2 � Ecoulement laminaire et écoulement turbulent

Blasius suite à une analyse détaillée d'une large banque de données expéri-
mentales proposa une corrélation empirique pour déterminer les pertes de charge dans le
cas d'un écoulement turbulent dans une conduite circulaire.

Prandtl (1875-1953) et von Karman (1881-1963) travaillèrent sur la modé-
lisation et proposèrent un traitement semi-empirique de l'écoulement turbulent en se ba-
sant sur le concept de la longueur de mélange.

Nikuradse (1894-1979) au travers d'une étude expérimentale systématique
de l'écoulement en conduit, souligna plus particulièrement l'e�et des rugosités de paroi
sur les pertes de charges.

10.3 Ecoulements non-développés

10.3.1 Régime laminaire

En traitant le problème de Poiseuille (section 7.1) nous avons considéré que l'écoule-
ment laminaire était hydrodynamiquement développé c'est-à-dire qu'il possédait un pro-
�l de vitesse indépendant de la position axiale. En réalité, le schéma de la �gure 10.3
montre que cette distribution de vitesse n'est atteinte qu'après une certaine distance Ld
de l'entrée. En supposant l'écoulement initial quasiment uniforme � cas d'une entrée douce
convergente� on sait que les paquets de �uide près de la paroi vont être ralenties par l'e�et
d'adhérence. C'est un phénomène étroitement lié à celui de la couche limite : il se traduit
aussi par le grossissement de la couche visqueuse pariétale qui se développe vers l'aval.

L'épaississement de cette couche s'accompagne d'une augmentation de la vites-
se du �uide dans le c÷ur de l'écoulement pour satisfaire la conservation de la
masse et donc d'une diminution de la pression locale en vertu de l'équation de
Bernoulli.

A l'abscisse x = Ld la couche visqueuse a envahi toute la section du tube et le pro�l de
vitesse a la forme parabolique 18.38 établie au paragraphe 7.1.
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Fig. 10.3 � Ecoulement d'entrée

Ce comportement est à nouveau contrôlé par un processus d'advection-di�usion. Nous
pouvons donc estimer sa longueur d'établissement Ld sur des considérations identiques à
celles avancées pour les couches limites. La relation 9.15 est adaptée au présent problème
en remplaçant δ par D (∼ à l'épaisseur �nale de la couche visqueuse) et L par Ld :

Ld
D
∼ UoD

ν
= ReD

ou, sous une forme adimensionnelle :

L̃d,` =
Ld

DReD
= Cte (10.1)

Les di�érentes simulations expérimentales et numériques e�ectuées dans le cadre de ce
problème ont permis de déterminer la valeur de L̃d,`,

L̃d,` = 0, 0565

et ont montré que dans la région d'entrée, la variation de pression normée se corrèle avec
l'abscisse adimensionnelle x̃` :

∆P̃ = 13, 74
√
x̃` +

1, 25 + 64x̃` − 13, 74
√
x̃`

1 + 0, 00021(x̃`)−2
(10.2)

où
x̃` =

x

DReD
et ∆P̃ = 2

Po − P (x)

ρUo2

Po est la pression de l'écoulement uniforme à l'entrée du tube. La relation 10.1 indique que
la longueur d'établissement croît avec le nombre de Reynolds. Comme ordre de grandeur,
on retiendra que 60 diamètres de canalisations sont nécessaires pour qu'un écoulement à
ReD = 1000 soit complètement développé ; ce faisant, la pression aura chuté de 5 pressions
dynamiques.



10.4. ECOULEMENTS DÉVELOPPÉS 81

10.3.2 Régime turbulent

En régime turbulent le problème est plus complexe. La présence des petits tourbillons
dont le taux de formation dépend du nombre de Reynolds, favorise la di�usion dans
l'écoulement. Par ailleurs, les éventuelles aspérités de paroi a�ectent plus sensiblement la
variation de pression que dans le cas laminaire. On verra le pourquoi un peu plus loin dans
le texte. L'établissement du pro�l de vitesse �nal s'e�ectue sur une plus petite longueur
que celle prédite par la relation laminaire 10.1. En modi�ant la dé�nition de L̃d, une
bonne estimation de l'établissement de vitesse dans une canalisation circulaire lisse peut
être déduite de la formule suivante :

L̃d,t =
Ld

DRe0.25
D

= 1 (10.3)

La corrélation qui décrit la variation de pression dans la région d'entrée s'écrit avec x̃t =
x/DRe0.25

D :
∆P̃ = 0, 45x̃t − 0, 06x̃2

t (10.4)

Un écoulement turbulent, disons à ReD = 10000, sera complètement développé après
10 diamètres de tube en subissant une chute de pression d' environ la moitié d'une pression
dynamique. Ces valeurs relatives sont plus faibles qu'en écoulement laminaire.

•• L'ensemble des relations obtenues en canalisation cylindrique de section
constante peut s'étendre au cas de la tuyauterie de coupe quelconque en subs-
tituant le diamètre D par le diamètre hydraulique Dh dé�ni comme la surface
de la section S divisée par le quart du périmètre 0 mouillé par le �uide :

Dh = 4
S

0

{
4πD

2

4
1
πD

= D section circulaire de diamètre D

4a
2

4a
= a section carrée de côté a

10.4 Ecoulements développés

La chute de pression ∆Po dans une canalisation de longueur L et de diamètre équivalent
Dh s'exprime conventionnellement au moyen du coe�cient de perte de charge λ :

∆Po = λ
L

Dh

ρUo2

2

10.4.1 Régime laminaire

En régime laminaire, l'analyse de l'écoulement de Poiseuille conduit à :

λ = 4Cf =
64

ReD
(10.5)

L'ensemble des mesures expérimentales supporte ce résultat analytique comme le con�rme
la �gure 10.4 où la variation du coe�cient de perte de charge est portée en fonction du
nombre de Reynolds ReD. Dans ce graphique logarithmique ( base décimale), la pente de
la courbe est -1.
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10.4.2 Régime turbulent

De l'analyse de données expérimentales obtenues en régime turbulent pour des nombres
de Reynolds limités à 105, Blasius tire la corrélation suivante :

λ =
0.316

Re0.25
D

(10.6)

Cette courbe, représentée avec la pente -1/4 sur le graphe de la �gure 10.4, re�ète bien
le comportement de l'écoulement turbulent dans une conduite circulaire lisse.

Fig. 10.4 � Coe�cient de perte de charge

L' e�et de la rugosité des parois apparaît aux grandes valeurs de ReD. II se concrétise
par des coe�cients de perte de charge constants quelque soit le nombre de Reynolds.
Comme l'indique la �gure 10.4, la valeur de cette constante dépend de la rugosité rela-
tive, rapport de la taille moyenne des aspérités au diamètre de la canalisation Λ̃ = Λ/Dh.
L'explication de ce comportement se situe dans la représentation physique de l'écoulement
auprès de la paroi. En réalité, l'écoulement ne présente pas un état turbulent dans la tota-
lité de son volume. La �gure 10.5 illustre le propos. Dans une petite région adjacente à la
paroi que l'on nomme sous-couche laminaire, les �uctuations désordonnées deviennent
très faibles, amorties par l'action de la paroi. A la frontière de cette couche très mince, δsc,
qu'on évitera de confondre avec la terminologie de la couche limite laminaire, δ, les méca-
nismes de transport aux échelles microscopiques (viscosité) et macroscopiques (tourbillons
turbulents) sont du même ordre. Aux écoulements turbulents caractérisés par des valeurs
de ReD relativement faibles ( 5000 à 10000 ), l'épaisseur δsc est su�samment importante
et les rugosités sont noyées dans la sous-couche laminaire. Dans ces conditions, l'écoule-
ment est appelé hydrodynamiquement lisse et les e�ets visqueux de paroi contribuent
à la perte de charge par le biais du nombre de Reynolds ; c'est la relation de Blasius qui
fait loi.
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Par contre, quand le nombre de Reynolds augmente, δsc diminue et les rugosités de-
viennent d'une taille supérieure à la sous-couche laminaire. Les e�ets visqueux n'a�ectent
pas la variation de pression car les pertes sont entièrement causées par l'interaction entre
le noyau de l'écoulement turbulent et les aspérités. Dès que ce régime est atteint, l'écoule-
ment est catalogué d'hydrodynamiquement rugueux et seule compte la grandeur des
protubérances de paroi : à ces grandes valeurs du nombre de Reynolds, la turbulence est
totalement développée et ses propriétés ne varient plus tellement avec ReD. La corrélation
de Nikuradse est alors applicable :

1√
λ

= 1, 14− 0, 868 ln Λ̃ (10.7)

Elle est représentée par la famille des courbes de pente 0 à la �gure 10.4. Dans la plage
intermédiaire de transition entre ces deux types d'écoulement, Colebrook compléta la
relation 10.7 de Nikuradse pour prendre en compte à la fois les e�ets du nombre de
Reynolds et de la rugosité :

1√
λ

= 1, 14− 0, 868 ln

(
Λ̃ +

9, 34

ReD
√
λ

)
(10.8)

Cette corrélation empirique est une équation transcendante en λ qui peut être résolue
graphiquement ou par itérations numériques. Elle est applicable tant que Λ̃ReD

√
λ ≤ 200

mais ne convient pas pour les écoulements turbulents en canalisations dont les parois
présentent des ondulations d'amplitude égale à Λ. Leurs comportements qui s'apparentent
plus à ceux en tuyauterie lisse, suivent une loi de type Blasius avec une constante numéri-
que plus élevée.

Fig. 10.5 � Notion de paroi rugueuse

10.5 Modèle semi-théorique de la turbulence

On peut mesurer �nement et localement la vitesse instantanée d'un écoulement tur-
bulent au moyen de l'anémométrie à �l chaud ou de la vélocimétrie laser à e�et Doppler.
La prise de mesure peut s'e�ectuer sur des volumes de contrôle de l'ordre d'une fraction
de millimètre et des variations rapides de vitesse peuvent être suivies sur des temps de
quelques dixièmes de millisecondes voire microsecondes. Le signal typique fournit par un
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de ces instruments placé dans un de champ de vitesse turbulent, donc intrinsèquement
instationnaire, est reproduit à la �gure 10.6. Pour exploiter une telle information, on com-
mence par modéliser la turbulence en décomposant chaque composante de vitesse (ainsi
que chaque paramètre physique) en une quantité moyenne u et une quantité �uctuante u′.
Notons que le comportement des �uctuations est essentiellement aléatoire comme l'illustre
la �gure 10.6 :

u = u+ u′

tm est l'intervalle de temps sur lequel est déterminée la vitesse moyenne. Le choix de cette
période de moyennage est délicat : elle doit être su�samment grande devant les échelles
temporelles de la turbulence pour couvrir un large nombre de �uctuations et véri�er la
relation suivante :

u′ =
1

tm

∫ t+tm

t
u′dt = 0

Par ailleurs, elle doit être assez courte pour éviter tout �ltrage des variations temporelles
d'un écoulement moyen évoluant plus lentement dans le temps.

u(t) =
1

tm

∫ t+tm

t
udt

En laboratoire, des bases de temps de l'ordre de la seconde sont courantes, en météorologie
et océanographie, elles se comptent en dizaines de minutes.

Fig. 10.6 � Signal de vitesse locale en écoulement turbulent

10.5.1 Contrainte de cisaillement turbulente

Les �uctuations turbulentes u′ engendrent des mouvements erratiques de macro-cellules
�uides qui se superposent au mouvement d'ensemble représenté par le champ de vitesse
moyenne u. Ces paquets de �uide constituent dans leurs déplacements aléatoires, des
vecteurs d'échange qui augmentent considérablement les mécanismes de transport et de
mélange à travers les couches visqueuses. Donnons une description analytique de ce com-
portement en traitant le cas d'un écoulement incompressible turbulent et unidirectionnel
dans un tube de section circulaire constante. A la manière d'un écoulement laminaire,
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nous pouvons partager l'écoulement turbulent moyen en couches �ctives de �uide paral-
lèles les unes aux autres comme le suggère le schéma de la �gure 10.7. La cinématique du
problème se résume à :

u = u(r) + u′ et v = v′

v′ est la composante �uctuante de vitesse radiale, moteur des échanges intenses de quantité
de mouvement entre les couches de �uide. Exprimons les �ux de quantité de mouvement à
travers une surface unitaire dS parallèle à l'axe Ox du tube (précisée sur la vue agrandie
du volume d'analyse dessiné à la �gure 10.7). Suivant que les macro-cellules turbulentes
se meuvent de bas en haut (vitesse moyenne uA et composantes �uctuantes u′A et v′A) ou
inversement (vitesse moyenne uB et composantes �uctuantes u′B et v′B) le �ux instantané
de quantité de mouvement s'écrit :

ρv′A [uA + u′A] ou ρv′B [uB + u′B] (10.9)

Fig. 10.7 � Agitation turbulente et longueur de mélange

Dans cet écoulement, les composantes �uctuantes de vitesse ne sont pas indépen-
dantes : elles se corrèlent de façon à ce que u′ soit toujours de signe contraire à v′. En
moyennant les �ux de quantité de mouvement instantanés exprimés par les relations 10.9
sur l'intervalle de moyennage tm, on obtient la contribution de la turbulence à la contrainte
de cisaillement soit τxrt :

τxr
t = − 1

tm

∫ t+tm

t
ρv′ [u+ u′] dt = − 1

tm

∫ t+tm

t
ρv′u′dt 6= 0

Ce terme n'est pas nul par dé�nition. C'est une pseudo- contrainte qui représente le
�ux moyen de quantité de mouvement dû aux e�ets macroscopiques engendrés par la
turbulence. On la nomme contrainte ou tension turbulente de Reynolds et on l'écrit
conventionnellement :

τxr
t = ρu′v′ (10.10)

Dans un écoulement turbulent général tridimensionnel, on aurait aboutit, comme pour
les contraintes visqueuses, à un tenseur de contraintes turbulentes avec des termes ρu′w′,
ρv′w′, etc... Finalement, la contrainte de cisaillement totale résulte de la combinaison de
l'agitation moléculaire et du désordre macroscopique :

τxr = τxr
` + τxr

t = −µdu
dr

+ ρu′v′ (10.11)



86 CHAPITRE 10. ECOULEMENTS INTERNES

Il va s'en dire qu'en écoulement franchement turbulent, la contrainte τxr
t est de loin

supérieure à la contrainte laminaire τxr` sauf au voisinage immédiat de la paroi où, nous
l'avons mentionné, la contribution visqueuse devient du même ordre de grandeur que la
contribution turbulente (existence d'une sous-couche laminaire). Comparativement au cas
laminaire, l'intensité accrue des transferts turbulents se traduit par des pro�ls de vitesse
très ren�és donc des contraintes pariétales plus importantes. La �gure 10.8 en donne un
exemple.

Fig. 10.8 � Pro�ls de vitesse laminaire et turbulent dans un tube

La di�culté majeure posée par la turbulence est que les contraintes induites sont des
fonctions du champ des �uctuations de vitesse. A l'heure actuelle (et pour longtemps
encore) il est tout à fait impossible de prédire de façon générale ces composantes qui
dépendent et de la nature du �uide et des propriétés de l'écoulement (conditions aux
limites, géométrie etc ). Aussi, doit-on recourir à des approches semi-théoriques (ou semi-
empiriques) qu'on a coutume de classer sous la terminologie de modélisation de la
turbulence. Une de ces méthodes qui s'applique bien aux couches limites sur les plaques
planes et aux écoulements internes est discutée ci-après.

10.5.2 Longueur de mélange de Prandtl

Boussinesq (1877) s'inspirant de la loi de Newton, formalisa les contraintes de Rey-
nolds en introduisant le concept de la viscosité turbulente, en quelque sorte analogue à la
viscosité apparente des �uides non-newtoniens :

u′v′ = −νt
du

dr
(10.12)

A la di�érence de la viscosité moléculaire qui est une spéci�cité intrinsèque du �uide,
le coe�cient de di�usivité turbulente νt (eddy di�usivity en anglais) dépend des carac-
téristiques de l'écoulement. Pour exploiter cette notion, il fallait lui donner un forma-
lisme mathématique. Prandtl songea à la relier aux propriétés de l'écoulement moyen et,
s'inspirant de la dé�nition du libre parcours moyen, introduisit le concept de la longueur
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de mélange `m. Il postula que la composante �uctuante u′ d'une couche quelconque de
l'écoulement, était due au mouvement radial (ou transversal) d'un amas de �uide venant
d'une autre couche située à une petite distance `m. Le principe est schématisé à la �gu-
re 10.7. En atteignant la couche placée en r, le corpuscule �uide garde la vitesse u de la
couche de départ en r ± `m et gagne une composante �uctuante uniquement créée par la
di�érence de vitesse moyenne qui existe en son point d'arrivée :

u′ = u(r ± `m)− u(r) = ±`m
du

dr

En s'appuyant sur l'équation de continuité et des observations expérimentales, il admit
une relation de proportionnalité entre u′ et v′ et exprima �nalement la contrainte de
Reynolds comme suit :

u′v′ = −`2
m

du

dr

∣∣∣∣∣dudr
∣∣∣∣∣ (10.13)

Le coe�cient de proportionnalité est introduit dans la longueur de mélange. De la com-
paraison des relations 10.12 et 10.13 nous tirons :

νt = `2
m

∣∣∣∣∣dudr
∣∣∣∣∣ (10.14)

La di�usivité turbulente de quantité de mouvement est un facteur local qui dépend d'une
échelle de longueur locale du mélange turbulent et du taux de cisaillement moyen.

10.5.3 Hypothèse de similitude de von Karman

von Karman développa plus avant la théorie de la longueur de mélange en tirant pro�t
du fait expérimental suivant :

Les distributions de vitesse dans la partie centrale de l'écoulement, obte-
nues lors de plusieurs tests expérimentaux, tous e�ectués avec la même contrainte
de frottement à la paroi τp mais pour di�érents diamètres de canalisation et
conditions de rugosité, se tracent suivant une courbe unique si le dé�cit de vi-
tesse Umax − u normé par la vitesse de frottement u∗ =

√
τp/ρ est représenté

en fonction du rayon adimensionnel r̃ : r/R

Umax − u
u∗

= F(r̃)

Si ce fait s'avère correcte, alors F(r̃) est une fonction universelle applicable dans toute
la gamme des écoulements turbulents et la forme du pro�l de vitesse en chaque point est
essentiellement contrôlée par des facteurs locaux liés à la contrainte locale de cisaillement
mais totalement indépendante de facteurs globaux comme le diamètre de la conduite ou
la vitesse débitante. Par conséquent, il existe une relation di�érentielle qui décrit la forme
du pro�l de vitesse sans faire intervenir le moindre paramètre global. Il est aussi légitime
de supposer que ces facteurs locaux agissent de manière semblable aux di�érents points
du pro�l de sorte que si on compare les résultats en deux points distincts ( r1 et r2 ), on
observe une similitude dynamique ; les di�érences n'étant qu'une question d'échelle. Cette
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ré�exion se formule en exprimant la variation de la vitesse moyenne autour de ces points
et en utilisant le développement en série de Taylor :

u(r1 + dr) = u(r1) + u′1dr + u”1
dr2

2

et
u(r2 + dr) = u(r2) + u′2dr + u”2

dr2

2

Les ' et " symbolisent les dérivées première et seconde par rapport à r. L'hypothèse
de similitude nous demande d'accepter une proportionnalité entre les di�érents facteurs
a�ectant la forme du pro�l de vitesse. Ce qui donne :

u′1
u′2
' u”1

u”2

soit encore
u′1
u”1

' u′2
u”2

' `m

Chaque rapport des dérivées première/seconde a la dimension d'une longueur qui doit être
proportionnelle à l'échelle caractéristique, notamment la longueur de mélange de Prandtl :

`m = ±K u
′

u”

Le facteur de proportionnalité K doit être une constante universelle. L'expérience le
con�rme et fournit la valeur K = 0, 4. Finalement, la contrainte de cisaillement turbulente
s'exprime seulement en fonction des caractéristiques locales, c'est-à-dire des di�érentielles
du pro�l de vitesse moyenne :

τxr
t = ρK2 u

′4

u”2
(10.15)

10.5.4 Pro�l de vitesse logarithmique

Considérons un petit volume cylindrique de rayon r et de longueur dx placé dans
un écoulement développé en conduite. Cet élément de �uide est en équilibre dynamique
quand la résultante des forces de pression qui agissent sur ses deux surfaces transversales
est égale à la force de frottement qui s'applique le long de la surface latérale :

πr2 ∗ [P (x+ dx)− P (x)] = −2πrdxτxr

soit

τxr = −dP
dx

r

2
= τp

r

R
(10.16)

Le pro�l de la contrainte de cisaillement est linéaire suivant le rayon. Ce résultat qui
était implicitement inclus dans la solution du problème de l'écoulement de Poiseuille
(voir paragraphe 7.1), est maintenant obtenu sans aucune hypothèse sur la nature de
l'écoulement. Il est donc valable en laminaire comme en turbulent. Nous l'utilisons en
liaison avec le modèle de turbulence � équation 10.15 � pour déterminer le pro�l de
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vitesse. Ce faisant, il faut être attentif au fait que dans cette approche nous négligeons la
contribution des contraintes visqueuses, τxr`.

L'équation di�érentielle devient :

ρK2 u
′4

u”2
= τp

r

R

Une première intégration fournit :

u′−1 = −2K
√
r̃

u∗
+ Cte

La valeur de la constante est déterminée avec une précision su�sante en considérant que
le gradient de vitesse devient très grand près de la paroi : u′ 7→ ∞ quand r̃ 7→ 1. Une
seconde intégration conduit à l'expression �nale du pro�l de vitesse :

u−Umax

u∗
=

1

K
[
√
r̃ + ln(1−

√
r̃)] (10.17)

La relation 10.17 est la fonction universelle cherchée. Il est logique que cette distribution
fasse apparaître des valeurs in�nies de la vitesse près de la paroi puisque le frottement
dû à l'agitation moléculaire, terme prédominant de cette région (sous-couche laminaire) a
été omis. Une démarche mieux adaptée consiste à arrêter l'analyse à une petite distance
du mur. La solution peut prendre la forme adimensionnelle suivante :

u

u∗
=

1

K
lnY + + Cte (10.18)

où Y + est une distance à la paroi normalisée et conventionnellement basée sur le
nombre de Reynolds de frottement Re∗ :

Y + = (1− r̃)Re∗ avec Re∗ =
Ru∗

ν

Les prédictions tirées de la relation 10.18 sont en bon accord avec les données expérimen-
tales obtenues par Nikuradse tant près de la paroi que dans le c÷ur turbulent quand la
constante prend la valeur 5,5. Il est à noter que Prandtl arriva au même type de pro�l
de vitesse pour un écoulement turbulent établi dans un canal formé par deux plaques
parallèles en postulant que la longueur de mélange augmentait proportionnellement à
l'éloignement de la paroi : `m = Ky

10.5.5 Coe�cient de perte de charge

Il est aisé de montrer que le coe�cient de perte de charge est lié à la vitesse de
frottement u∗ et la vitesse moyenne débitante Uo. Pour ce faire, il su�t de se reporter à
la dé�nition de λ et de la combiner avec la relation du bilan des forces 10.16. On obtient :

λ = 8
[
u∗

Uo

]2
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Pour mettre en évidence la fonctionnelle λ − ReD, il est nécessaire de déterminer l'ex-
pression de Uo. On intègre la distribution de vitesse 10.18 sur la section de passage en
adoptant la valeur de 5,5 pour la constante. Il vient :

Uo

u∗
= 2, 5 lnRe∗ + 1, 75

De ces deux dernières relations, on peut extraire la formule transcendante suivante :

1√
λ

= 0, 88 ln (ReD
√
λ)− 0, 91 (10.19)

� Exercice
On propose d'une part de mettre en graphique les prédictions venant de la corrélation
implicite 10.19 avec celles fournies par la relation empirique de Blasius et de la comparer
d'autre part à la corrélation de Colebrook 10.8 quand Λ̃ = 0.

10.5.6 La sous-couche laminaire

Aux abords proches de la paroi, la contrainte de cisaillement est quasiment égale à la
contrainte pariétale ; on peut linéariser le problème et approcher le pro�l de vitesse dans
la sous-couche laminaire par :

u

u∗
= Y +

puisque r̃ 7→ 1.
En interceptant le pro�l de vitesse dans la région turbulente avec celui de la sous-couche

visqueuse, on peut déterminer le point Y +
`,t où les contributions laminaire et turbulente

sont égales :
Y +
`,t = 11, 6

C'est un point de repère dans l'estimation des ordres de grandeur. Il s'avère en fait que
les e�ets turbulents sont négligeables devant les e�ets visqueux quand Y + < 5, tandis que
dans la plage 5 < Y + < 70 les deux contributions sont à considérer et que pour Y + > 70
l'échange de quantité de mouvement est purement turbulent. Compte tenu de ces critères
de zone d'in�uence, on en déduit que l'épaisseur de la sous-couche laminaire est donnée
par :

δsc ≈
5ν

u∗

Comme cela a été soulevé, les canalisations rencontrées dans la pratique industrielle
ont des parois le plus souvent rugueuses et les écoulements qui s'y établissent sont à
des nombres de Reynolds élevés. Il est important de pouvoir faire ressortir des critères
qui précisent si elles se comporteront en régime hydrauliquement lisse ou pas, a�n de
sélectionner la corrélation de perte de charge appropriée. La comparaison de la taille
moyenne des protubérances de paroi Λ à l'épaisseur de la sous-couche laminaire appuyée
par la dé�nition des zones d'in�uence introduites plus avant, nous amène à proposer les
distinctions suivantes :

• Λu∗

ν
< 5 7→ λ = λ(Re) régime lisse •
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• 5 <
Λu∗

ν
< 70 7→ λ = λ(Re,Λ) régime de transition •

• Λu∗

ν
> 70 7→ λ = λ(Λ) régime rugueux •

10.6 Conduites de raccordement

10.6.1 Les coudes

Un réseau hydraulique est composé de canalisations droites connectées entre elles par
des tronçons courbes, voire à angle droit. Ces con�gurations sont très fréquentes dans les
installations pipe-lines, les unités de distribution des centrales et les échangeurs de chaleur
industriels. En s'écoulant dans une tuyauterie courbée, le �uide subit l'action d'une force
centrifuge induite par la courbure du coude. Cette force en se surimposant à la force
créée par le gradient de pression axial, provoque la formation d'un écoulement secondaire
transverse à l'écoulement primaire d'ensemble. En e�et, les �lets �uides se déplaçant
près de l'axe du tube avec une plus grande vitesse vont être sujets à une composante
centrifuge plus intense que celle qui agit dans la région pariétale externe où une plus
faible vitesse existe. Ejectées vers la paroi, ces particules �uides vont distordre le pro�l de
vitesse principal comme le schématise la �gure 10.9. Un excédent de vitesse apparaît près
de la paroi externe accompagné d'un dé�cit d'écoulement près de la paroi à petit rayon de
courbure rc. Bien qu'un tronçon coudé soit généralement de petite longueur, il n'en reste
pas moins vrai que cette distorsion de vitesse peut persister sur une distance de plusieurs
diamètres de tube (10 à 30 D).

Fig. 10.9 � Ecoulement dans un coude

Dans une canalisation courbe, les pertes de charges dépendent de la nature du �ui-
de (newtonien ou pas), du nombre de Reynolds et du rapport de courbure D/rc. En
écoulement laminaire, régime plus sensible à l'e�et de courbure que le turbulent, le groupe
sans dimension qui corrèle le coe�cient de perte de charge est le nombre de Dean Dn :

Dn =
Re

2

√
D

2rc

Plusieurs corrélations plus ou moins sophistiquées ont été avancées dans la littérature sur
le sujet. On retiendra pour sa simplicité, celle proposée par Prandtl :

λc,` = 0.37λ`Dn
0.36 pour 20 < Dn < 500

λ` reste le coe�cient de perte de charge d'un écoulement laminaire en canalisation recti-
ligne.
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En écoulement turbulent, les travaux de White conduisent à la relation suivante :

λc,t = λt

[
1 + 0, 075Re0.25

√
D

2rc

]

Le nombre de Dean ne constitue plus le paramètre indépendant du phénomène.

10.6.2 Changements de section

Contraction brusque

La présence d'un rétrécissement brusque de section dans une tuyauterie se caractérise
par la formation d'une vena contracta des lignes de courants au droit du ressaut comme
l'indique la �gure 10.10.

Fig. 10.10 � Contraction brusque et vena contracta

Cette réduction de section constitue une résistance hydraulique et entraîne par consé-
quent une chute de pression. Le bilan massique macroscopique relie la vitesse débitante de
sortie V2 à celle qui règne dans la section minimum de facteur de contraction fc = Sc/S2 :

Vc =
V2

fc

On exprime la perte de charge en fonction du paramètre de résistance Kc et de la pression
dynamique de sortie :

∆Po = Kc
ρV 2

2

2
avec

Kc =

[
1

fc
− 1

]2

Kc dépend du rapport de surface S2/S1 ; ses valeurs sont reprises au tableau 9.1.

Elargissement- Di�useur

Le cas de l'élargissement brusque a été traité comme exemple illustratif des équations
macroscopiques du mouvement (voir chapitre 6). Le résultat majeur est l'accroissement
de pression statique qui résulte de la diminution de vitesse moyenne. De la même manière,
un di�useur est un moyen aérodynamique qui convertit l'énergie cinétique en pression.
En écoulement subsonique (vitesse du �uide inférieure à la vitesse du son), le di�useur
est de forme conique avec une section qui s'élargit graduellement comme le précise la
�gure 10.11.
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Tab. 10.1 � Coe�cient de résistance d'un rétrécissement brusque

√
S2

S1
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

Kc 0,47 0,46 0,44 0,41 0,37 0,28 0,18 0,09 0,04

Fig. 10.11 � Di�useur aérodynamique

En appliquant une analyse macroscopique, on montre que la récupération de pression
théorique dans un di�useur parfait s'évalue par la relation suivante :

∆Po|idéal =
ρV 2

2

2
[f 2
ela − 1]

où fela représente toujours le facteur d'élargissement. Dans la pratique, on trouve que :

∆Po = Cd∆Po|idéal avec Cd < 1

Le coe�cient Cd du di�useur dépend principalement de la nature et de la qualité de
l'écoulement d'entrée ainsi que de l'angle d'ouverture Θ du cône. Quand Θ est trop grand,
les veines de courant n'épousent pas la forme du di�useur et l'écoulement se détache de la
paroi. Ces zones où les �lets �uides décollent sont génératrices de tourbillons qui dissipent
une partie de l'énergie mécanique de l'écoulement et entraînent une mauvaise récupération
de pression. Quand Θ est trop petit, l'écoulement adhère correctement à la paroi mais le
di�useur devient trop long à rapport de section �xé ; la chute de pression par frottements
pariétaux qui en résulte dégrade les performances du di�useur. Un bon compromis se situe
aux environs de Θ = 5 degrés. Le coe�cient de récupération varie quasi linéairement avec
le paramètre Θ∗ = δ∗∗1 Θ/D1, où δ∗∗1 et D1 sont respectivement l'épaisseur de quantité de
mouvement et le diamètre à l'entrée du di�useur. Typiquement Cd varie de 0.8 à 0.65
quand Θ∗ augmente de 0.02 à 0.1. Dans la pratique, les di�useurs sont conçus avec des
parois très lisses et possèdent un facteur d'élargissement d'environ 4.
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Chapitre 11

Ecoulements dans les milieux poreux

11.1 Introduction

Une grande variété de procédés industriels, agronomiques et de production d'énergie
repose sur les mécanismes thermo- hydrauliques qui interviennent dans les milieux poreux.
Pour ne citer que quelques exemples, on les trouvent dans les techniques de séchage
des matériaux pulvérulents et de �ltrage microbiologique, les phénomènes géothermiques,
l'extraction renforcée du pétrole, la dispersion de polluants dans les nappes phréatiques, la
congélation des sols, le stockage de chaleur, l'analyse de sécurité des réacteurs nucléaires,
les régénérateurs thermiques, les pompes thermo-capillaires et les caloducs.

Un milieu poreux est une matrice solide constituée de cavités que l'on nomme des
pores. Ces vides sont partiellement (les `bras morts') ou totalement reliés entre eux par
de petits canaux. Un milieu poreux peut être formé par une poudre frittée, le compactage
de grains solides, l'empilement de particules, l'assemblage de mousses ou de tissus etc....
Un exemple typique de structure poreuse est donné à la �gure 11.1 ; il s'agit d'une vue
interne de l'arrangement de billes sphériques dans une colonne à garnissage. La taille
des pores est très petite et la surface d'échange entre �uide et solide très importante.
On atteint facilement la valeur de 500 m2/m3. Ces propriétés font du milieu poreux un
extraordinaire dispositif de transfert de matière et de chaleur. En contre partie et compte
tenu de la grande résistance à l'écoulement, il faut s'attendre à subir des pertes de charge
signi�catives.

L'objet de ce chapitre est de présenter un aperçu des caractéristiques des écoulements
de �uides dans les milieux poreux. Les aspects touchant aux transferts thermiques et aux
échanges de matières seront discutés respectivement aux parties II et III du cours. On
distingue plusieurs classes d'écoulements dans les milieux poreux. Quand la matrice solide
est complètement remplie par le �uide gazeux ou liquide, comme le sol imbibé d'eau, le
milieu est dit saturé. Par contre il existe des situations où il y a coexistence de plusieurs
�uides, miscibles ou non, au sein des cavités ; les écoulements relatifs de ces di�érentes
phases mettent en jeu un ensemble de ménisques dans les pores et sont fortement gouvernés
par des forces capillaires ; ces phénomènes sortent du cadre du cours mais sont traités en
détail dans les ouvrages spécialisés cités en référence.
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Fig. 11.1 � Coupe verticale dans un empilement de billes

11.2 La porosité

Le paramètre de base d'un milieu poreux est la porosité ε. C'est le rapport entre le
volume occupé par les cavités, Volpores, et le volume de la matrice, Volmatrice :

ε =
Volpores
Volmatrice

= 1− ς

ς est la compacité qui quanti�e la concentration de solide dans le milieu. Dans un matériau
poreux homogène et isotrope, la porosité de volume est égale à la porosité de surface.

Pour être applicable, la notion de porosité doit se limiter à un volume su�samment
gros pour contenir plusieurs cavités et grains solides : en-dessous d'une échelle équivalente
à la taille du pore, la porosité devient binaire ( 0 ou 1 ) et il n'est plus concevable de
traiter le système avec une approche de milieu continu. Pour décrire les mécanismes de
transport dans les milieux poreux, on utilise des grandeurs macroscopiques qui sont des
quantités moyennées sur un volume élémentaire représentatif (VER) grand par rapport à
celui des pores. De façon analogue à la particule �uide, la dimension du VER doit être
nettement supérieure à la taille du pore mais beaucoup plus petite que la longueur typique
de la matrice poreuse.

La porosité des milieux perméables peut varier dans une large gamme. Dans un empi-
lement compact de particules sphériques, la valeur de la porosité peut se situer entre 0,25
(arrangement ordonné cubique) et 0.4 (arrangement aléatoire). Il existe des matrices très
poreuses présentant jusqu'à 80% de vide et contrairement des milieux très denses avec
une compacité de plus de 80%.

11.3 Conservation de la masse

Le principe de la conservation de la masse dans le volume élémentaire représentatif de
la matrice poreuse s'exprime à l'aide de l'équation de continuité telle qu'elle a été formulée
pour une particule �uide :

Dρ
Dt

+ ρ∇.~V = 0
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où ~V représente maintenant le vecteur vitesse obtenu par moyennage sur le VER et relié
au vecteur vitesse dans les pores ~Vpor par la porosité :

~V = ε~Vpor

Dans la majorité des écoulements en simple phase, les variations de la masse volumique
sont su�samment faibles pour considérer une approche de �uide incompressible.

11.4 Conservation de la quantité de mouvement

Le nombre de Reynolds représentatif de l'écoulement dans un milieu poreux est basé
sur la vitesse moyenne V et la taille typique de la cavité ou du canal de connexion d. Dans
la gamme des faibles valeurs du nombre de Reynolds, Re ≤ 5, le comportement hydro-
dynamique est décrit par la loi de Darcy qui stipule qu'en écoulement stationnaire, le
gradient de pression est proportionnel à la vitesse du �uide : on retrouve une ressemblance
avec la loi de Poiseuille appliquée à chaque pore (voir exploitation plus après). Sous sa
forme vectorielle et en présence de la pesanteur, elle s'écrit comme suit :

~V = −κ
µ

(∇P − ρg) (11.1)

Le facteur de proportionnalité κ est la perméabilité du milieu ; elle s'exprime en [m2].
Une unité courante est le Darcy ; il vaut 9,81x 10−13 m2 soit environ 1 µm2. En général,
κ est une constante empirique déterminée par mesure du débit et de la perte de charge.
Elle peut être aussi estimée à partir de modèles simples en assimilant l'arrangement des
pores à des faisceaux de tubes capillaires parallèles de diamètre d comme le schématise la
�gure 11.2. En appliquant la loi de Poiseuille à un tube seul horizontal et de longueur L,
on tire :

∆ṁ =
π

128ν

∆P

L
d4

Si n est le nombre de canaux par unité de section perpendiculaire à la direction de l'écou-
lement, alors :

V =
n∆ṁ

ρ
=

π

128µ

∆P

L
d4 =

κ

µ

∆P

L

Comme
ε = n

πd2

4
il en résulte que la perméabilité dans la direction du mouvement �uide est donnée par :

κ =
εd2

32

Les hétérogénéités dans le milieu poreux, comme les bras morts (voies sans issue), al-
longent le trajet e�ectif et le temps de séjour du �uide dans la matrice. On prend en
compte ces facteurs en introduisant le paramètre de tortuosité T qui, dans le modèle du
faisceau de tube, est le rapport entre la longueur réelle du capillaire (représenté par un
tube ondulé à la �gure 11.2) Lcap et la longueur d'un capillaire rectiligne L :

T =
Lcap
L
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Le facteur de tortuosité dépend fortement de la texture du milieu poreux ; il est souvent
fort di�érent de l'unité.

Fig. 11.2 � Modèle d'un milieu poreux par faisceau de tubes

Si le milieu poreux est modélisé par une collection de sphères solides de diamètres dp,
on peut appliquer la relation de Kozeny :

κ =
ε3

182(1− ε)2
d2
p

La loi de Darcy fait naître la remarque judicieuse suivante : Pour κ et µ constants (un
cas fréquent), l'équation 11.1 sous-entend que le champ de vitesse ~V dérive d'un potentiel
puisque ∇x~V = 0 :

~V = −∇Φ avec Φ =
κ

µ
(P − ρgz)

De plus, en condition d'incompressibilité, ∇.~V = 0 et

∇2Φ = 0

Nous retrouvons ici les relations typiques des �uides parfaits. Or, étant donné la petite
dimension des pores et des canaux de liaison, il ne fait aucun doute que l'écoulement
dans la matrice est dominé par les e�ets de la viscosité ! Ce paradoxe est facilement
expliqué en notant que la vitesse ~V n'est pas une quantité locale mais, comme nous l'avons
souligné plus avant, une grandeur macroscopique, moyenne sur le volume élémentaire
représentatif. Ce moyennage masque tous les e�ets visqueux qui interviennent au niveau
du pore individuel.

Quand le nombre de Reynolds devient grand devant l'unité, la relation pression-vitesse
s'éloigne du comportement linéaire. La loi de Darcy doit être corrigée par un terme inertiel
du deuxième degré qui donne lieu à l'équation d'Ergun :

−∇P =
µ

κ
~V +

ρ

η
|~V |~V − ρg (11.2)



11.4. CONSERVATION DE LA QUANTITÉ DE MOUVEMENT 99

Cette équation introduit un second paramètre, η, qui est la passabilité du milieu poreux.
Elle a la dimension d'une longueur : elle s'exprime en [m]. Pour un assemblage de sphères,
Ergun propose d'utiliser :

η =
ε3

1, 75(1− ε)
dp

D'autres modi�cations du modèle de Darcy ont été développées. Ainsi, Brinkman
en s'intéressant aux mouvements de �uides très visqueux dans des matrices poreuses de
grandes perméabilités est arrivé à l'équation suivante :

~V −∇2~V =
κ

µ
(−∇P + ρg)

Vafai and Tien ont proposé un modèle qui établit le pont entre le modèle de Darcy-
Ergun et l'équation de Navier- Stokes. Ils arrivent à la formulation suivante :

D~V =

Dt
− 1

ρ
∇P − ν

κ
~V − 1

η
|~V |~V + ν∇2~V + g

Quand κ augmente sensiblement alors η croît aussi et on retrouve la formulation de
Navier-Stokes
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Deuxième partie

Transport d'Energie
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Chapitre 12

Introduction

Le transport d'énergie qui fait l'objet de ce cours repose sur les mécanismes de trans-
ferts thermiques. Le transfert de chaleur est un mode d'échange énergétique qui joue
un rôle essentiel dans le domaine des sciences pures comme dans celui des applications
technologiques.

L'étude des transferts thermiques fait intervenir les concepts de quantité de chaleur
et de di�érence de température. Ces deux notions sont intimement liées aux principes
mêmes de la thermodynamique. Le premier principe formule l'équivalence de la chaleur et
du travail. Le second stipule que la di�érence de température entre deux points va �xer
le sens et l'intensité du �ot énergétique.

On distingue trois mécanismes de transmission de chaleur chacun d'entre eux étant
lié à un processus physique bien déterminé. En gagnant ou perdant de leur énergie ciné-
tique, les constituants fondamentaux comme les molécules, les atomes et les électrons vont
�xer les échanges thermiques du milieu qu'ils composent. Quand il s'agit d'interactions
directes entre particules voisines, il y a transfert thermique par conduction. Quand les
interactions impliquent des phénomènes d'émission et/ou d'absorption de radiations élec-
tromagnétiques nous aurons à faire au rayonnement thermique. Dans le cas d'un �uide,
les échanges résultant du mélange à l'échelle macroscopique de paquets de matière à des
températures di�érentes donnent lieu au mode de transfert de chaleur par convection.
En fait, nous constaterons que ce dernier prend sa source dans le mécanisme de conduc-
tion. Dans certaines situations techniques, nous nous trouvons face à des combinaisons
de ces trois modes de base auxquels viennent s'ajouter des phénomènes de changement
de phase tels que la vaporisation, la condensation, la fusion ou la solidi�cation qui vont
faire o�ce de source ou de puits dans les processus d'échange.
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Chapitre 13

La Conduction

13.1 La Loi de Fourier

Pour introduire les aspects fondamentaux de la transmission de chaleur par conduction,
nous allons analyser le comportement thermique d'une nappe gazeuse immobile contenue
entre deux parois planes parallèles, très longues, séparées de la distance δ et maintenues
à des températures constantes T1 et T2 comme l'indique le schéma de la �gure 13.1.

Fig. 13.1 � Conduction dans une nappe de gaz.

Admettons que T1 soit supérieure à T2. Il s'établit un �ux de chaleur de la paroi
chaude vers la paroi froide qui se concrétise, en régime permanent, par une distribution de
température linéaire suivant Oy. Essayons de déterminer l'expression de ce �ux thermique
qy traversant une surface unitaire S. L'approche suivie est en tous points semblable à celle
que nous avons décrite au chapitre 3 de la Partie I pour la quantité de mouvement des
gaz monoatomiques. La théorie cinétique des gaz nous a appris via l'équation 3.6 de la
Partie I que l'agitation locale des molécules est d'autant plus intense que la température
du gaz est élevée. Récrivons cette relation en faisant intervenir la moyenne temporelle de
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l'énergie cinétique d'agitation, v2, des molécules, assimilées à des sphères de masse m, et
la température absolue T dans la forme suivante :

1

2
mv2 =

3

2
κbT (13.1)

Lors des collisions, les molécules à faible niveau énergétique, siégeant dans les zones à
basse température, vont acquérir un surplus d'énergie cinétique fourni par les molécules à
haut niveau énergétique provenant des zones à température plus élevée. C'est le fondement
du transfert thermique par conduction.

Nous avons vu que dans un milieu isotrope les molécules se déplacent équitablement
suivant les trois directions et dans les deux sens. De ce fait seulement un sixième du
nombre n de molécules occupant le volume de contrôle va traverser la surface S. Le �ot
de molécules à considérer est ṅ = nṽ/6. Par ailleurs le libre parcours moyen ` est assimilé
à la distance où s'est passée la dernière collision (voir à la Partie I, �gure 1.2 et Eq. 2.5
au chapitre 2). Le �ux de chaleur à travers S est égal au �ux net des énergies cinétiques :

qy =
1

2
ṅm

[
ṽ2|y−` − ṽ2|y+`

]
=

3

2
κbṅ [T |y−` − T |y+`] [

W
m2

] (13.2)

Sur la distance 2` le gradient de température est constant et la formulation 13.2
s'exprime comme suit :

qy = −
[
1

2
nṽκb`

]
dT

dy
|y (13.3)

Nous venons d'établir la loi de Fourier. Elle énonce que le �ux calori�que est propor-
tionnel au gradient de température et que la chaleur s'écoule en sens inverse du gradient
thermique en accord avec le second principe de la thermodynamique ( augmentation de
l'entropie). Le terme entre crochets qui apparaît dans la relation 13.3 est appelé coe�cient
de conductibilité ou conductivité , k. D'où la formulation générale :

qy = −kdT
dy
|y (13.4)

La conductivité thermique s'exprime en [W/m.K] ou, de manière équivalente, en [W/m.C].
Comme pour les gaz, la loi de Fourier s'applique de la même façon aux liquides et solides.
Elle se généralise aux cas tridimensionnels simplement en adoptant la notation vectorielle
suivante 1 :

~q = −k∇T (13.5)

D'une façon générale, le coe�cient de conductibilité k dépend des propriétés du matériau
considéré et de la température.

13.1.1 La conductivité des gaz

De la comparaison des équations 13.3 et 13.4 nous identi�ons

k =
1

2
nκbṽ` (13.6)

1∇ est l'opérateur nabla
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En remplaçant dans 13.3 ` et ṽ par leur expression respective, relation 3.5 et relation 3.6
de la Partie I, il vient :

k =
1

d2

√
κ3
b

π3m
T (13.7)

A l'instar de la viscosité dynamique, la conductivité des gaz monoatomiques augmente
avec la température ce qui est bien véri�é par l'expérience comme le montre la �gure 13.2.
La relation 13.7 précise que k est indépendant de la pression. Encore une fois il y a une
exception aux très basses pressions (paragraphe 3.1 en Partie I ) ; c'est le régime de
Knudsen où le libre parcours moyen n'est plus dicté par les chocs intermoléculaires mais
par les impacts des molécules sur les parois de l'enceinte. Dans ces conditions, le coe�cient
de conductivité augmente progressivement avec la pression jusqu'à atteindre une valeur
�nale pour p ' 10 torrs.

Fig. 13.2 � Conductivité thermique de divers gaz en fonction de la température

Le dernier terme de l'équation 13.2 peut aussi s'écrire en termes de chaleur advectée
par le mouvement de translation des molécules à travers S :

qy = ṅmCp [T |y−` − T |y+`] (13.8)

où Cp est la chaleur massique à pression constante (en [J/kg.K]). Comme précédemment
la di�érence de température sur la petite distance 2 ` se traduit en fonction du gradient
thermique ce qui donne après substitution de ṅ par sa valeur :

qy =
1

3
nmCpṽ`

dT

dy
|y (13.9)
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En comparant la relation 13.9 à la dé�nition de k et en remplaçant nm par ρ, on en déduit
directement :

k = ρCp

[
ṽ`

3

]
(13.10)

L 'égalité 13.10 est à la base d'une série de remarques fondamentales. Tout d'abord
elle nous amène à dé�nir un nouveau paramètre qui est la di�usivité thermique α :

α =
k

ρCp
(pour les gaz monoatomiques) =

ṽ`

3
(13.11)

Elle compare la facilité du milieu à transférer de la chaleur par conduction ( k) à la
capacité d'en emmagasiner (ρCp). Elle quali�e la performance de stockage thermique du
corps (faibles α) mais aussi son pouvoir à homogénéiser le champ thermique (forts α).
Comme pour tous les coe�cients de di�usion, dont la viscosité cinématique fait partie,
son unité est le [m2/s]. Dans le cas particulier des gaz monoatomiques, la confrontation
de l'expression de ν (à tirer de la relation 3.4 vue à la Partie I) à celle de la di�usivité
thermique conduit à :

α = ν =
ṽ`

3
(13.12)

Nous arrivons ainsi à la conclusion qu'il existe une correspondance directe entre les méca-
nismes di�usifs de la quantité de mouvement et de la chaleur ; ceux-ci étant essentiellement
dus à l'agitation moléculaire. Le rapport sans dimension, nommé nombre de Prandtl

Pr =
ν

α
=
µCp
k

évalue la distorsion qui pourrait exister entre ces deux processus. D'après 13.12, il est
théoriquement unitaire pour les gaz monoatomiques ce qui signi�e une parfaite analogie.

Dans le cas des gaz polyatomiques, les molécules possèdent en plus de leur énergie ciné-
tique de translation, des énergies de vibration et de rotation de sorte que la relation 13.10
n'est plus d'application. A la suite d'une approche semi- empirique, Eucken aboutit à la
relation suivante :

k =

(
Cp +

5

4

<
M

)
µ (13.13)

où M est la masse molaire [kg/kmole]. Sachant que Cp = 5/2.</M , la relation 13.13
se ramène à :

Pr =
2

3

Il se trouve que pour la majorité des gaz on obtient bien

2

3
≤ Pr < 1

On retiendra que pour l'air aux conditions normales Pr= 0.72. Le tableau 13.1 fournit la
valeur typique de la conductibilité de quelques gaz.
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Tab. 13.1 � Conductibilité de certains gaz [W/m.K]

Gaz H2 He CH4 Air CO2 CH2Cl2

k 0,17 0,14 0,03 0,026 0,015 0,007

13.1.2 La conductibilité des liquides

Dans les liquides, les mécanismes de transfert de chaleur par conduction sont similaires
à ceux des solides décrits au paragraphe suivant. Dans les liquides organiques ou classiques,
on retiendra l'e�et de la propagation de proche en proche des vibrations des molécules
du �uide. Dans les métaux à l'état liquide, ce sont les électrons libres responsables de la
conduction électrique qui assureront la conduction de la chaleur. En possédant de plus une
bonne capacité calori�que, ces derniers sont de très bons �uides caloporteurs ; de noter à
ce titre l'emploi du sodium liquide (Na) dans certaines �lières de réacteurs nucléaires.

A l'heure actuelle, la description théorique du comportement d'un liquide reste déli-
cate. Il n'y a pas encore de consensus sur le sujet. A défaut, on peut retenir la (vieille)
théorie simple proposée par Bridgman en 1923 qui a été établie pour un liquide pur mo-
noatomique. L'arrangement des molécules est représenté par un réseau cubique. L'énergie
se transporte d'une face à l'autre à la vitesse du son vs. Il est supposé que la relation 13.10
reste d'application si la vitesse d'agitation ṽ est remplacée par vs et la capacité calori�que
par celle d'un solide à très haute température = 3κbVm où Vm est le volume du réseau
par molécule. Le libre parcours moyen quant à lui est assimilé à l'espacement entre face,
soit Vm1/3. L'expression de k devient :

k = 3κbVm2/3vs (13.14)

La propagation des sons à relativement basses fréquences se caractérise par une vitesse
vs =

√
(Cp/Cv)(∂P/∂ρ)T , de sorte que la relation 13.14 prend la forme �nale suivante :

k =
3κb
Vm2/3

√√√√Cv
Cp

(
∂P

∂ρ

)
T

(13.15)

On notera que le rapport des chaleurs massiques est proche de l'unité pour les liquides si
les conditions ne sont pas proches du point critique Il s'avère que l'expérience con�rme
aussi cette loi pour les liquides polyatomiques si le coe�cient 3 est corrigé en 2,8.

La variation de la conductibilité de quelques liquides classiques avec la température
est représentée en graphique à la �gure 13.3. Il n'y a pas, à proprement dit, une ten-
dance générale alors que la conductibilité des métaux liquides, dont quelques valeurs sont
précisées au tableau 13.2, décroît toujours avec la température.

A titre d'exemple, on retiendra que l'eau possède un coe�cient de conductibilité de
0,6 [W/m.K] à 20oC .
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Fig. 13.3 � Conductivité thermique de divers liquides non-métalliques en fonction de la
température

Tab. 13.2 � Conductibilité de métaux liquides [W/m.K]

Liquides Na K Li Pb Hg∗

k 80 45 38 16 8

13.1.3 La conductivité des solides

Dans les solides, la conductibilité thermique est attribuée aux interactions moléculaires
mais aussi aux mouvements des électrons libres. L'habilité des solides à conduire de la
chaleur varie directement avec leur concentration en électrons libres. Aussi n'est-il pas
surprenant de constater que les métaux purs sont les meilleurs conducteurs de chaleur.

Le mécanisme de transmission de chaleur par conduction créé par le déplacement des
électrons libres est analogue au mécanisme de la conduction électrique. Pour le cas des
métaux purs, la loi de Wiedeman-Franz-Lorenz relie la variation de la conductibilité, k à
la résistivité électrique,re et la température absolue T :

kre
T

= 2, 45 10−8 W ohm
K2

Pour les métaux purs, k diminue quand T augmente. Pour les alliages et les solides
non-métalliques on observe un comportement inverse.
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Tab. 13.3 � Conductibilité de métaux et alliages [W/m.K]

Métaux Ag Cu Al W Fe

k 420 390 204 165 75

Alliages Zn Laiton Acier Acier Ni-Cr
70/30 doux Inox 80/20

k 115 110 60 15 13

Tab. 13.4 � Conductibilité de solides non-métalliques [W/m.K]

Solides k Isolants k

Graphite 164∗ Laine de
Al2O−3 35 roche 0,050
SIO2 6-10
Pierre 2-5 Laine de
Glace 2,25 verre 0,041
Sol 0,5-2

Neige 0,4-0,64 Li�ge 0,039
Bois 0,1-0,2
Papier 0,13 Polyst.

expansé 0,027
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Quelques conductivités de matériaux solides sont listées aux tableaux 13.3 et 13.4
La �gure 13.4 propose une classi�cation synthétique des performances des di�érents

conducteurs de chaleur. En ce qui concerne l'e�et de la température sur la conductibi-
lité thermique, on pourra toujours partager le domaine en petites plages et exprimer la
variation par une relation linéaire du type :

k = ko[1 + β(T − To)] (13.16)

où ko est la conductibilité de référence à la température To et β le coe�cient de tempéra-
ture du matériau concerné.

Fig. 13.4 � Synthèse des observations

13.2 Equation Générale de la Conduction

13.2.1 Formulation du bilan thermique

Continuons à considérer un milieu immobile de conductivité k. Dans un souci de
généralisation nous imaginons qu'il existe en son sein une production ou une absorption
de chaleur par unité de temps et de volume Q̇v ([W/m3]). Ce terme de source ou puits
peut être le résultat de l'e�et Joule, d'une réaction chimique (exothermique ou endother-
mique ) d'une activité nucléaire ou d'un changement d'état physique. Les di�érences de
température qui s'établissent dans ce corps, vont engendrer un transport de chaleur par
conduction. Exprimons le bilan thermique[

Taux de variation
d'énergie interne

]
+

[
Chaleur
sortant

]
−
[
Chaleur
entrant

]
=

[
Source
et Puits

]

sur un petit élément de contrôle dx.dy.dz comme l'illustre la �gure 13.5
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Fig. 13.5 � Volume de contrôle pour bilan thermique

La quantité de chaleur entrant dans le volume élémentaire parallèlement à Ox est :

qxdydz

Celle qui sort est :

(qx +
∂qx
∂x

dx)dydz

La di�érence entre ce qui sort et ce qui entre est donc :

∂qx
∂x

dxdydz

Un raisonnement identique fournit :

∂qy
∂y

dydxdz et
∂qz
∂z

dzdxdy

pour les di�érences suivant les directions Oy et Oz respectivement. L'accumulation de
chaleur (au sens algébrique + ou -) provoque un changement de température de l'élément
de contrôle. Ce terme est la variation d'énergie interne du milieu. Elle s'écrit :

ρCp
∂T

∂t
dxdydz

Finalement le bilan thermique prend la forme suivante :

ρCp
∂T

∂t
+

[
∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

+
∂qz
∂z

]
= Q̇v (13.17)

Nous introduisons la loi de Fourier pour chaque direction dans l'équation 13.17 :

ρCp
∂T

∂t
=

∂

∂x

(
k
∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
k
∂T

∂y

)
+

∂

∂z

(
k
∂T

∂z

)
+ Q̇v (13.18)

Nous obtenons ainsi l'équation de la transmission de la chaleur par conduction dans
un repère cartésien. Sa forme générale peut s'exprimer à l'aide de l'opérateur ∇ et du
coe�cient de di�usivité :

∂T

∂t
= ∇.(α∇T ) + Q̇v (13.19)
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C'est une équation aux dérivées partielles du deuxième ordre qui décrit une multitude
de phénomènes de conduction thermique. Pour en dégager un et établir sa description
mathématique complète, il faut lui adjoindre les conditions d'univalence. Elles incluent :

1. Les conditions géométriques . Elles dé�nissent la forme ainsi que la dimension du
système où se développe le processus thermique.

2. La dé�nition des propriétés physiques . Les paramètres thermo-physiques du corps
et leur dépendance avec la température doivent être précisées. On indique aussi la
répartition et l'intensité des sources internes.

3. La condition temporelle . C'est généralement une condition initiale qui décrit l'état
thermique au début du processus.

4. Les conditions aux limites . Elles caractérisent la marche du processus à la surface du
corps. On doit en imposer deux pour chaque direction. Quatre genres de conditions
aux frontières sont rencontrés dans la pratique :
(a) La répartition de la température est connue en tout point ~sp de la surface du

domaine et à tout instant ; c'est la condition de Dirichlet.

Tp = To(~sp, t) (13.20)

La condition d'isothermie est réalisée lorsque To est une constante.
(b) Le �ux de chaleur est une fonction du temps et/ou du point courant sur la

frontière : c'est la condition de Neuman.

qp = −k∂T
∂n
|p = qo(~sp, t) (13.21)

Elle revient à imposer la dérivée normale de la température à la surface. La
condition d'adiabaticité correspond à qo = 0.

(c) Il existe une relation entre le �ux de chaleur et la température pariétale ; c'est
la condition mixte :

qp = −k∂T
∂n
|p = h(Tp − Tf ) (13.22)

Cette relation est essentielle quand il s'agit de quanti�er les échanges ther-
miques entre un corps solide et un milieu �uide caloporteur (voir chapitres
suivants en particulier sur la convection). On l'appelle la loi de convection de
Newton. Le paramètre h est le coe�cient de transfert de chaleur ou coe�cient
de convection . Il dépend essentiellement de l'écoulement �uide, de la géométrie
de la surface et, dans certaines circonstances, de la température. Son unité est
le [W/m2.K]. Tf est la température du �uide loin de la paroi. Par ailleurs,
nous verrons au chapitre 20 sur le rayonnement thermique qu'il peut être très
pertinent d'exprimer les �ux énergétiques rayonnés et absorbés par les surfaces
en vis à vis à l'aide de la relation 13.22. Par analogie avec la convection, le pa-
ramètre h est alors nommé coe�cient de transfert thermique par rayonnement
et la température de référence Tf et remplacée par la température T ′p des corps
voisins qui participent aux échanges radiatifs.
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(d) Le dernier type de conditions aux limites s'énonce en partant de l'égalité des
�ux thermiques qui passent par la surface de contact entre deux corps A et B
de conductivité respective, kA et kB :

kA∇TA = kB∇TB (13.23)

Dans un contact thermique parfait les deux corps ont la même température à
l'interface. TA = TB. Cependant la réalité est plus complexe : au niveau de la
jointure se forment des micro pores remplis de �uide qui contrarient l'écoule-
ment de chaleur. Tout se passe comme s'il se formait une résistance thermique
de contact. Ce phénomène est traité au paragraphe 14.4 du chapitre 14



116 CHAPITRE 13. LA CONDUCTION



Chapitre 14

Conduction morte en régime permanent

Dans ce qui suit, sont considérés, sauf si précisé, des milieux isotropes, homogènes et
aux propriétés thermo-physiques , ρ, Cp et k constantes. Il n'y a pas de dissipation ou
d'absorption interne de chaleur et seuls les états stationnaires sont considérés. On traitera
donc de la conduction morte établie.

14.1 Modèle plan

Reprenons notre exemple précédent de la nappe �uide prise entre deux parois iso-
thermes (voir �gure 13.1). Le �ux thermique est permanent et unidirectionnel ( Oy). Il n'y
a pas de terme source. L'équation de la chaleur 13.19 se ramène à :

d

dy

(
k
dT

dy

)
= 0 soit k

dT

dy
= constante = C1 (14.1)

La densité de �ux de chaleur est constante. En supposant l'écart de température pas
trop important, on peut admettre raisonnablement que le coe�cient de conductivité garde
une valeur unique dans le milieu �uide. Dans ce cas, le gradient thermique est constant
et la variation de température est linéaire :

T (y) =
C1

k
y + C2 (14.2)

Les deux constantes C1 et C2 se déduisent des conditions aux limites. Le �uide immé-
diatement au contact de la paroi doit prendre la température du solide :

à y = 0, T = T2 et à y = δ, T = T1 (14.3)

Compte tenu des conditions 14.3, nous pouvons préciser la forme �nale de l'équa-
tion 14.2 :

T (y) = (T1 − T2)
y

δ
+ T2 (14.4)

et le �ux thermique s'exprime comme suit :

qy = −kT1 − T2

δ
(14.5)

117
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Le signe moins rappelle que la chaleur s'écoule bien dans le sens de T1 vers T2 (direction
des y négatifs).

Il est intéressant de noter l'absence du coe�cient de conductivité dans l'expression
du pro�l de température. Ceci est dû au fait que nous avons imposé les températures
comme conditions aux limites. En e�et, imaginons que le �ux de chaleur soit connu par
une mesure pariétale sur la paroi "1" , C1 = |qo|, et que seule la température T2 soit �xée.
On véri�era alors que la solution de l'équation de la chaleur devient :

T = T2 +
|qo|
k
y (14.6)

On reconnaît dans l'équation 14.5 la forme générale de la loi d'Ohm : E1−E2 = RI dans
laquelle les potentiels électriques E sont remplacés par les températures T et l'intensité
de courant, I, par le �ot de chaleur Q̇ = Sqy où S est la surface traversée par le �ux
thermique. Cette remarque nous conduit à dé�nir la résistance thermique Rth du milieu :

Rth =
T1 − T2

Q̇
=

δ

kS
≡
[
K
W

]
(14.7)

Le concept de la résistance thermique facilite souvent la description des phénomènes
conductifs en régime stationnaire. Nous verrons qu'il s'applique également à la transmis-
sion de chaleur par convection (chapitre 18) et par rayonnement (chapitre 20). Il nous
informe que l'ensemble des lois de l'électricité relatives à l'association en série et/ou en
parallèle de résistances vont être d'application. Cette analogie, illustrée à la �gure 14.1,
constitue une méthode simple et commode pour résoudre de nombreux problèmes ther-
miques.

Fig. 14.1 � Résistance thermique d'un mur : conditions de Dirichlet

Le problème du mur composite illustre clairement ce propos. La �gure 14.2 décrit
la situation. Le système est formé de N parois planes très longues d'épaisseur δi et de
conductivité ki.

Dans un premier temps nous abordons le cas où les faces extrêmes sont maintenues
à des températures T1 et T2. Le contact thermique entre les parois est parfait ; il y a
donc continuité de la température aux interfaces. Sous l'action du potentiel thermique
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T1−T2, un écoulement de chaleur unidimensionnel et constant Q̇ traverse successivement
les parois qui se comportent comme une série de résistances Rthi = δi/Ski :

Q̇ =
T1 − T2∑N
i=1Rthi

(14.8)

La résistance totale est donnée par :

Rth,tot =
N∑
i=1

Rthi (14.9)

La température en un point d'abscisse y est donnée par la relation :

T (y) = T1 −
(
i−1∑
i=1

Rthi +
yi
Ski

)
T1 − T2∑N
i=1Rthi

(14.10)

Fig. 14.2 � Conduction dans un mur composite

Si le mur composite est formé de strates horizontales de sections de passage et de
conductivités di�érentes comme l'exempli�e la �gure 14.3, le schéma analogique est consti-
tué par des résistances en parallèle. La relation du �ux de chaleur s'écrit toujours sous la
forme 14.7 :

Q̇ =
T1 − T2

Rth,tot

(14.11)

mais la résistance thermique totale se calcule comme suit :

1

Rth,tot

=
N∑
i=1

1

Rthi

(14.12)

Considérons maintenant le mur en contact avec deux �uides comme le suggère la
�gure 14.4. La face 1 est baignée par le �uide à la température constante Tf1, la face 2
par le �uide à la température Tf2. Entre le mur et les �uides s'établit un échange convectif.
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Fig. 14.3 � Mur composite à résistances en parallèle

La chaleur cédée par le �uide chaud (Tf1), traverse le mur pour être reçue par le �uide froid
(Tf2). Ecrivons cette conservation d'énergie en pro�tant de la condition mixte introduite
précédemment :

Q̇ = h1S(Tf1 − T1) =
T1 − T2∑N
i=1Rthi

= h2S(T2 − Tf2) (14.13)

ou encore
Q̇ =

Tf1 − T1

1/h1S
=

T1 − T2∑N
i=1Rthi

=
T2 − Tf2

1/h2S
(14.14)

La comparaison des termes de l'équation 14.14 incite à dé�nir les résistances ther-
miques convectives de la façon suivante :

Rth,c1 =
1

h1S
et Rth,c2 =

1

h2S
(14.15)

Nous pouvons exprimer la quantité de chaleur sur la base des températures de �uide :

Q̇ =
Tf1 − Tf2

Rth,tot

(14.16)

où Rth,tot est la résistance thermique globale qui vaut la somme des résistances partielles

Rth,tot = Rth,c1 +
N∑
i=1

Rthi +Rth,c1 (14.17)

Dès lors, nous sommes amenés à introduire le coe�cient d'échange global entre les
deux �uides, htot :

1

htot
= SRth,tot =

1

h1

+
N∑
i=1

[
δi
ki

]
+

1

h2

(14.18)
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Fig. 14.4 � Résistance thermique d'un mur : conditions mixtes

Et la relation 14.16 de s'érire ainsi :

qy = htot(Tf1 − Tf2) (14.19)

14.2 Modèle cylindrique

Dans le cas du mur plan, la surface de passage du �ux de chaleur ne varie pas tout
au long du parcours thermique. Il n'en est plus de même quand la géométrie du corps
devient complexe. Considérons à titre d'exemple le problème du cylindre creux schématisé
à la �gure 14.5. Il est de très grande longueur L par rapport aux rayons intérieur r1 et
extérieur r2 et les surfaces latérales sont des isothermes à T1 et T2.

Fig. 14.5 � Cylindre creux à surfaces isothermes

La transmission de chaleur s'e�ectue radialement. Sa traduction mathématique se
déduit directement de l'équation 13.19 explicitée en coordonnées radiales :

d2T

dr2
+

1

r

dT

dr
= 0 (14.20)
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La solution générique de cette équation di�érentielle ordinaire du deuxième ordre est
classique :

T (r) = C1 ln(r) + ln(C2) = ln
(
C2r

C1

)
Les constantes C1 et C2 sont déduites de l'application des conditions aux limites :

T1 = ln
(
C1r

C2
1

)
et T2 = ln

(
C1r

C2
2

)
La distribution radiale de température est donnée par l'expression analytique suivante :

T (r) = T1 +
T1 − T2

ln(r1)− ln(r2)
ln
(
r

r1

)
(14.21)

De la loi de Fourier 13.5 en découle la densité de �ux thermique :

qr = −kdT
dr

= −k T1 − T2

ln(r1)− ln(r2)

1

r
(14.22)

Contrairement au cas plan, la densité de �ux de chaleur qr n'est pas constante au travers
de l'épaisseur du cylindre, elle diminue ; c'est la conséquence de la variation de la surface
cylindrique de passage S = 2πrL qui augmente avec r. Par contre, la quantité totale de
chaleur est bien conservée :

Q̇ = Sqr = 2πkL
T1 − T2

ln(r2)− ln(r1)
(14.23)

De la relation 14.23 nous identi�ons la résistance thermique du cylindre creux :

Rth =
1

2πkL
ln
(
r2

r1

)
(14.24)

On véri�era que pour une coque mince cylindrique d'épaisseur e = r2−r1, la relation 14.24
s'approxime par :

Rth =
e

2πr1kL

Pour illustrer l'applicabilité de l'ensemble de ces résultats, nous étudions le cas d'une
conduite cylindrique en acier de longueur L contenant de l'eau. Elle est recouverte sur sa
face externe par un matériau isolant qui la protège des baisses éventuelles de la tempé-
rature de l'air. Un dépôt calcaire s'est formé sur sa face interne. Trois milieux solides et
deux milieux �uides composent le système comme le dépeint la �gure 14.6.

Entre l'eau et l'air s'établit, via les di�érentes couches solides coaxiales supposées en
contact idéal, un échange de chaleur Q̇. Nous l'exprimons au moyen de la résistance globale
et du potentiel thermiques :

Q̇ =
Teau − Tair
Rth,tot

(14.25)

Par un raisonnement analogue à celui du mur composite (relations 14.17 et 14.18 et en
reprenant l'expression de la résistance thermique individuelle d'un cylindre creux, nous
obtenons (voir �gure 14.6 pour la dé�nition des paramètres) :

Rth,tot =
1

2πL

[
1

roheau
+

N∑
i=1

ln(ri)− ln(ri−1)

ki
+

1

rNhair

]
(14.26)

où heau et hair sont les coe�cients de convection entre l'eau et le calcaire d'une part et
l'air et l'isolant d'autre part. Dans le cas présent N = 3.
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Fig. 14.6 � Problème de la conduite isolée

14.3 Modèle sphérique

� Exercice
A titre d'exercice on recherchera l'expression de la résistance thermique d'une sphère
creuse de rayon intérieur r1 et rayon extérieur r2 dont les surfaces extrêmes sont à des tem-
pératures uniformes et constantes T1 et T2. Pour ce faire on procédera comme ci-dessus ;
on commencera par résoudre l'équation de la conduction dans son écriture appropriée et
on établira successivement les expressions du pro�l radial de la température et du �ux de
chaleur.

14.4 Résistance thermique de contact

Quand deux solides A et B de conductivité thermique kA et kb et à des températures
di�érentes TA et TB sont mis en contact, il s'établit un écoulement de chaleur Q̇ entre ces
deux milieux. Dans un contact thermique idéal, la température de la surface A est égale
à la température de la surface B. Si les coe�cients de conductibilité des deux corps sont
di�érents, la courbe traçant la distribution de température subit une simple réfraction au
passage de l'interface

Dans la pratique la rugosité de paroi rend l'adhérence thermique imparfaite. De ce fait,
la jointure se caractérise par une résistance thermique de contact , Rct créée par les micro-
cavités �uides (gazeuses) logées dans les aspérités de surface. Le contact se concrétise par
une discontinuité de température visualisée sur la �gure 14.7. Cette brusque variation
de température s'e�ectue sur une petite distance, `g, de la taille moyenne des rugosités.
L'écoulement de chaleur au travers de l'interface suit deux voies parallèles ; une via le
contact solide-solide, l'autre dans le �uide. Désignons respectivement par Ss et Sf les
surfaces de passage solide-solide et de portion �uide, par kf la conductivité du �uide
emprisonné dans les interstices et par Tc la température de contact des aspérités. La
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Fig. 14.7 � Résistance thermique de contact

Tab. 14.1 � Conductance de contact : Pression= 0,05 - 8 [MPa]

Type Rugosité hc
Interface [µm] [W/(m2.oC)]

Acier 0,2 - 0,4 300 - 11000
Inox 1 - 1,5 200 - 2100

Al 0,3 1500 - 32000

Cu 0,2 6500 - 14000

quantité de chaleur qui emprunte le chemin solide-solide est donnée par :

Q̇s =
kASs
`g/2

(TA − Tc) =
kBSs
`g/2

(Tc − TB) (14.27)

Celle qui passe par le �uide est :

Q̇f =
kfSf
`g

(TA − TB) (14.28)

La puissance totale échangée Q̇, somme de ces deux contributions, se traduit au moyen
de la résistance de contact :

Q̇ = Q̇s + Q̇f =
TA − TB
Rct

(14.29)



14.4. RÉSISTANCE THERMIQUE DE CONTACT 125

L'identi�cation de Rct s'obtient en combinant les relations 14.27, 14.28 et 14.29 :

Rct = `g

(
2kAkBSs
kA + kB

+ kfSf

)−1

(14.30)

La résistance de contact sera d'autant plus importante que la conductivité du �uide
sera faible (cas des gaz), que le grain de rugosité sera gros ( `g ↗). Par contre, elle sera
diminuée par serrage des deux solides (écrasement Ss ↗) et enduction des surfaces de
contact par une graisse thermiquement conductrice ( par exemple la Dow 340). Des résis-
tances de contact de l'ordre de 1 oC/W voire plus ne sont pas inhabituelles même pour
des matériaux métalliques.

Dans la pratique, les surfaces Sf et Ss sont très di�ciles à déterminer et on préfère
englober leur e�et dans un paramètre qui s'apparente à un coe�cient de transfert de
chaleur, hc la conductance de contact :

Q̇ = hcS∆T (14.31)

Le tableau 14.1 liste des valeurs typiques de hc



126 CHAPITRE 14. CONDUCTION MORTE EN RÉGIME PERMANENT



Chapitre 15

Surface à Ailettes

L'extraction de chaleur d'un corps par un milieu �uide peut être signi�cativement
améliorée par une modi�cation géométrique de la surface de contact avec l'ambiance.
La technique utilisée est l'adjonction d'ailettes sur la paroi. Le nervurage peut présenter
di�érentes con�gurations comme l'illustrent les vues présentées à la �gure 15.1. Les ailettes
sont droites, annulaires ou de pro�ls arbitraires selon l'installation concrète envisagée (
dimensions, prix ...).

Fig. 15.1 � Exemples de surfaces ailetées

Le concept de la surface ailetée est largement exploité dans le domaine des échangeurs
de chaleur d'unités industrielles, des radiateurs de voitures, des moteurs à combustion
interne, des installations frigori�ques, des chaudières et du chau�age central, des économi-
seurs de centrales thermiques des transformateurs électriques et des petits composants
électroniques comme le montre la �gure 15.2. On retiendra que ces surfaces auxiliaires
sont prioritairement placées du coté de la paroi où correspond le plus faible coe�cient de
transfert de chaleur.

L'étude des ailettes a pour objectif de déterminer les conditions optima pour aug-
menter l'échange thermique. Il peut arriver que l'on souhaite l'e�et contraire. L'exemple
typique en est le �l de thermocouple �xé à une paroi chaude dont il s'agit de mesurer
la température : la jonction de thermocouple se comporte comme un puits et les pertes
thermiques par conduction le long du �l qui en résultent entraînent une erreur de mesure
qui fausse la lecture par défaut. La théorie des ailettes permet d'estimer cette déviation
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et d'en corriger l'e�et.

Fig. 15.2 � Application aux composants électroniques

15.1 Modélisation de l'ailette

La propagation de la chaleur dans un corps solide avec échange latéral vers un milieu
ambiant �uide est cataloguée comme problème de l'ailette. Il combine intimement les
mécanismes de conduction et convection.

La �gure 15.3 schématise un exemple typique. Il s'agit d'une barre (cylindrique ou
parallélépipédique) de section constante S et de longueur L nettement supérieure aux
dimensions transversales. Le matériau est un bon conducteur de chaleur. Le pied de l'ai-
lette est scellé dans la paroi mère, massif de grande capacité appelé base et maintenue à
la température Tb. La chaleur di�use dans la direction Ox vers la tête de l'ailette tout en
se déversant graduellement vers l'extérieur à Tf par convection au travers de la surface
latérale. La bonne conductivité du matériau autant que la minceur de la barre (faible fac-
teur de forme = épaisseur/longueur) présupposent que l'évacuation radiale s'accompagne
de faibles gradients de sorte que chaque section droite peut être assimilée à une surface
isotherme. La température pariétale Tp et égale à celle du c÷ur car le pro�l radial est
uniforme quelque soit x. Le problème se traite par une approche unidimensionnelle en
écrivant le bilan thermique pour l'élément de volume Sdx. La chaleur entrant diminuée
de la chaleur sortant suivant Ox est égale à la chaleur évacuée par convection.

dQ̇cond = Q̇|x − Q̇|x+dx = dQ̇conv (15.1)
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Fig. 15.3 � Modèle stylisé de l'ailette

La surface latérale impliquée dans l'échange convectif est le périmètre 0 multiplié par
l'incrément dx. Les pertes de chaleur s'écrivent selon la loi de Newton :

dQ̇conv = 0h(T (x)− Tf )dx

La formulation �nale conduit à l'équation di�érentielle ordinaire du deuxième ordre sui-
vante :

d2T

dx2
− h0

kS
(T − Tf ) = 0 (15.2)

Pour lui donner une forme adimensionnelle, nous dé�nissons les variables normées sui-
vantes :

X =
x

L
, Θ =

T − Tf
Tb − Tf

et le groupement,

λ2 =
h0L2

kS

qui détermine avec quelle rapidité l'échau�ement s'estompe le long de l'ailette. L'équation
di�érentielle adimensionnelle s'écrit :

d2Θ

dX2
− λ2Θ = 0 (15.3)

La solution générale de 15.3 est la fonction primitive de la forme :

Θ = C1 exp(λX) + C2 exp(−λX) (15.4)

Les expressions de C1 et C2 dépendent des conditions aux limites considérées. Nous savons
que la température en pied de barre est �xée ; T (x = 0) = Tb soit Θ = 1. Par contre, trois
cas physiques peuvent être envisagés en tête de l'ailette.

� Cas 1 : La barre est su�samment longue (L → ∞) pour que la température au
bout soit celle du �uide environnant. Ceci se traduit par Θ → 0 quand x → ∞ et
la solution devient :
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Θ = exp(−λX) (15.5)

� Cas 2 : La dissipation thermique en tête d'ailette est négligeable et nous appliquons
ce faisant la condition d'adiabaticité ∇Θ = 0 à X = 1. La solution de deuxième
forme qui en découle est :

Θ =
cosh(λ(1−X))

cosh(λ)
(15.6)

� Cas 3 : Quand toute la puissance n'est pas dissipée par les surfaces latérales, l'ex-
trémité de la barre est traversée par un �ux convectif régit par la loi de Newton.
C'est le cas complexe des ailettes courtes. C'est aussi le modèle général qui peut
reprendre l'ensemble des situations précédentes.

−kdT
dx
|x=L = he(T (L)− Tf )

soit encore
dΘ

dX
= BiΘ

Un nouveau groupement sans dimension apparaît ; le nombre de Biot

Bi =
heL

k

Il quanti�e le rapport entre la chaleur évacuée par convection en bout de barre
à celle transmise par conduction dans le solide. Nous détaillerons et exploiterons
plus amplement sa signi�cation physique au sous-chapitre 15.2. La solution prend
la forme :

Θ =
cosh(λ(1−X)) +Bi/λ sinh(λ(1−X))

cosh(λ) +Bi/λ sinh(λ)
(15.7)

Dans ces dites relations, la distinction entre le coe�cient d'échange de la section droite
en tête d'ailette, he et celui s'appliquant sur la surface latérale permet de faire varier Bi
indépendamment de λ et de couvrir ainsi les deux premières conditions d'extrémités à
savoir :

Bi⇒∞ et Θ = 0

Bi = 0 et ∇Θ = 0

Des prédictions typiques tirées des relations 15.5, 15.6 et 15.7 sont comparées à la �-
gure 15.4.

15.2 Emploi opportun d'ailettes

Avant de placer des surfaces auxiliaires sur une paroi mère, il est judicieux de s'assurer
que cette opération va s'avérer pro�table du point de vue thermique. Pour répondre à une
telle question, nous allons nous donner les conditions d'utilisation, c'est-à-dire que h et
Tb − Tf seront �xés, et regarder s'il est avantageux d'adjoindre des ailettes sur la paroi.

Il s'agit par conséquent de rechercher s'il existe des valeurs critiques des paramètres
de dimensionnement pour lesquelles l'implantation d'ailettes aura un e�et neutre voire
néfaste sur le �ux de chaleur total à dissiper.
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Fig. 15.4 � Pro�ls de température adimensionnelle ; Modèles thermiques des ailettes

En régime permanent, la puissance totale, Q̇, dégagée par une ailette quelconque est
égale au �ux transféré par conduction à l'abscisse x = 0 multipliée par l'aire de la section
droite au pied :

Q̇ = −kSdT
dx |x=0

= −kS
L

(Tb − Tf )
dΘ

dX

Exprimons la sur la base du pro�l général 15.7 :

Q̇ =
√
kh0S(Tb − Tf )

Bi
λ

+ tanh(λ)

1 + Bi
λ

tanh(λ)
(15.8)

Analysons cette fonctionnelle en cherchant la (les) condition (s) qui annule (ent) sa
dérivée par rapport à la longueur de l'ailette :

.
dQ̇

dL
∝ dQ̇

dλ
∝ sech2(λ)[

1 + Bi
λ

tanh(λ)
]2
[
1−

(
Bi

λ

)2
]

(15.9)

Nous constatons que seul le rapport Bi/λ, qui est d'ailleurs indépendant de L, est la
grandeur critique du problème. Pour des valeurs de ce paramètre inférieures à l'unité la
dérivée du �ux total est positive quelle que soit la longueur L. Dans ce cas, la présence
d'ailettes va améliorer l'échange calori�que. Si les valeurs de ce paramètre se situent au
dessus de l'unité, l'adjonction d'ailettes va produire un e�et nuisible en provoquant une
diminution de la quantité de chaleur évacuée.

En supposant que he = h ce qui est communément véri�é, ce critère devient :

(
Bi

λ

)2

= Bia =
hẽ

k
≤ 1 (15.10)

où ẽ est une épaisseur caractéristique ou e�ective de l'ailette dé�nie par le rapport
S/0 (exemple ẽ = épaisseur réelle /2 pour une ailette longitudinale). Bia est nommé le
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nombre de Biot de l'ailette basé sur cette épaisseur typique. Il possède une signi�cation
physique très importante que l'on fait clairement ressortir en récrivant la relation 15.10
comme suit :

Bia ≤ 1 =⇒ 1

h
≥ ẽ

k
(15.11)

C'est le rapport entre la résistance thermique d'un mur d'épaisseur ẽ et la résistance
spéci�que par convection. L'interprétation physique de l'inégalité 15.11 nous conduit à la
conclusion suivante : l'emploi d'une ailette sera opportun tant que la résistance thermique
par conduction dans celle-ci restera faible devant la résistance convective. Des retombées
pratiques en découlent :

� L'ailette doit être de faible épaisseur et conçue dans un matériau de grande conduc-
tivité.

� Elle se placera du coté où le �uide présente le plus petit coe�cient d'échange ther-
mique : on citera le cas d'un radiateur d'automobile où les ailettes sont situées du
coté gazeux et non du coté liquide.

Si l'ailette est su�samment courte le rapport de forme ne peut plus être considéré
petit : l'écoulement de chaleur prend une nature bidimensionnelle et les développements
précédents ne sont plus d'application directe. Cependant, mêmes dans ce cas, le critère
de Biot continue de s'appliquer et l'utilisation d'ailettes reste intéressante à la condition
que Bia ≤ 0.2.

15.3 Dimensionnement des ailettes

Une fois assuré du bien fondé de l'emploi d'ailettes, l'étape suivante consiste à déter-
miner leur dimensionnement optimal compte tenu des conditions opératoires à maintenir.
La procédure d'optimisation repose sur la recherche de la meilleure combinaison entre
l'épaisseur et la longueur de l'ailette qui maximalise le �ux de chaleur et minimalise la
masse de cette surface auxiliaire. Sans modi�er pour autant la généralité de l'approche
et pour illustrer cette démarche d'optimisation, nous considérons le cas simple de l'ai-
lette longitudinale de section rectangulaire constante, d'épaisseur e, d'envergure ` choisie
unitaire et dont la tête est adiabatique. Nous pouvons exprimer la quantité de chaleur
totale évacuée Q̇ en fonction d'une seule dimension, l'épaisseur par exemple puisque cette
dernière est reliée à la longueur L via le volume de matière Vol ; e = Vol/L`. En injectant
Bi = 0, substituant 0 et S par leur expression en fonction de e dans le résultat 15.8 et
en supposant que e reste nettement inférieur à ` il vient :

˜̇Q =
Q̇

`(Tb − Tf )
√

2kh
=
√
e tanh

Vol
`

√
2h

k
e−1.5

 (15.12)

La valeur de l'épaisseur, e∗ qui rend la fonction 15.12 maximum (d ˜̇Q/de = 0) est solution
de l'équation transcendante suivante :

tanh(λ∗)− 3λ∗sech2(λ∗) = 0 (15.13)

La résolution de 15.13 s'e�ectue par voie numérique ou graphique. Elle fournit :

λ∗ =
Vol
`

√
2h

k
e∗−1.5 = 1, 419
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Ce qui donne directement les expressions de l'épaisseur et la longueur optima :

e∗ =

(Vol
λ∗`

)2
2h

k

 1
3

(15.14)

et

L∗ =

[(
Vol(λ∗)2

`

)
.
k

2h

] 1
3

(15.15)

Pour un (e) volume (masse) donné (e), le �ot thermique de déperdition sera maximum
si le dimensionnement de l'ailette véri�e simultanément les relations 15.14 et 15.15. Il
est remarquable de constater que la combinaison de ces deux relations fait à nouveau
intervenir le nombre de Biot de l'ailette : en e�et par élimination du groupement Vol/`
on obtient :

e∗

2L∗
=

1

λ∗

√
he∗

2k
=

1

λ∗

√
Bi∗a (15.16)

D'où nous concluons que l'allongement optimum de l'ailette sera d'autant plus important
que le nombre de Biot sera faible ( mauvais coe�cient de convection et/ou très bon
matériau conducteur de chaleur )

Quand on conçoit des surfaces ailetées, en particulier pour le domaine de l'aéronauti-
que et surtout de l'astronautique (dessin des satellites), le paramètre poids devient une
contrainte pointue dans la conception du système. Il est primordial d'aboutir à une réalisa-
tion la plus légère possible. Les relations précédentes sont autant d'outils analytiques qui
procurent des réponses à ce problème. Nous avons une certaine déperdition calori�que Q̇
à assurer au moyen d'ailettes. Nous nous plaçons aux conditions optimales de dimension-
nement, c'est-à-dire à e = e∗ et L = L∗. Nous substituons λ par la valeur numérique λ∗
dans la relation 15.12 qui reste évidemment d'application ; ce qui nous donne l'épaisseur
e∗ en fonction de la puissance thermique à rejeter :

e∗ =

 ˜̇Q
∗

tanh(λ∗)

2

En identi�ant cette relation à 15.14 et après avoir évalué les constantes numériques, nous
arrivons à l'expression du volume optimisé en terme du �ux calori�que à satisfaire :

Vol∗ =
0.504

`2h2k

(
Q̇

Tb − Tf

)3

(15.17)

A envergure �xée (longueur du tube à aileter), le volume de l'ailette augmente comme le
cube de la puissance à dissiper. Ce qui nous amène la ré�exion suivante : si nous avons
à doubler la déperdition thermique totale ( Q̇2 = 2Q̇1) nous pouvons soit implanter une
seconde ailette identique soit utiliser une seule grosse ailette dont le volume (donc la
masse) sera 8 fois supérieur à celui de la petite. La seconde décision est évidemment à
rejeter car très pénalisante du point de vue du poids �nal. D'une façon générale, nous
retiendrons qu'il est toujours préférable d'envisager l'emploi de plusieurs petites ailettes
si la surface mère o�re l'emplacement requis en gardant toutefois à l'esprit qu'une distance
minimale entre ailettes doit être respectée a�n d'éviter des interactions préjudiciables au
transfert convectif : on admet que l'espacement entre deux ailettes doit être de l'ordre de
deux couches limites thermiques (voir Chapitre 18)
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� Exercice
De combien varie la longueur optimale de l'ailette si la puissance thermique totale double.

15.4 E�cacité de l'ailette

La qualité thermique de l'ailette est représentée par son e�cacité. L'ailette idéale est
une barre de conductivité in�nie. Elle est donc isotherme à la température de base, Tb et
dégage un �ot thermique maximum :

Q̇max = h0L(Tb − Tf ) (15.18)

L'e�cacité εa de l'ailette est le rapport entre sa performance e�ective (expression 15.8) et
celle du système parfait ( expression 15.18). Il vient

εa =
Q̇

Q̇max

=
1

λ

[
Bi
λ

+ tanh(λ)

1 + Bi
λ

tanh(λ)

]
(15.19)

La �gure 15.5 montre la variation de l'e�cacité en fonction du paramètre λ. Les trois
valeurs du nombre de Biot choisies illustrent les trois conditions thermiques qui peuvent
être considérées en tête d'ailettes. On note que pour λ ≥ 2, εa devient indépendant de Bi
et qu'aux petites valeurs de λ le modèle n'est consistant que pour une tête d'ailette isolée.

La diminution de λ entraîne une augmentation des performances de l'ailette. Pratique-
ment, cela implique une fabrication des ailettes dans des matériaux très bons conducteurs
de chaleur (k,↗), relativement courtes (L ↘) et épaisses (0/S ↘) et à se placer dans
des conditions à coe�cient d'échange faible. Cette dernière constatation est pour le moins
surprenante mais elle résulte de l'e�et du refroidissement convectif qui diminue progres-
sivement le potentiel thermique local T (x)− Tf .

Fig. 15.5 � E�cacité d'une ailette



15.5. EFFICACITÉ D'UNE SURFACE AILETÉE 135

15.5 E�cacité d'une surface ailetée

La notion d'e�cacité d'une ailette s'étend directement à une surface ailetée. La paroi
extérieure du corps de surface originale Sb est maintenant pourvue de N ailettes iden-
tiques de surface d'échange Sa. L'e�cacité du corps aileté est le rapport de la quantité
de chaleur e�ectivement transmise par la surface totale St = Sb + NSa à la quantité de
chaleur maximum échangée si cette même surface était maintenue uniforme et égale à la
température au pied de l'ailette. En admettant que le coe�cient de transfert de chaleur
convectif, symbolisé par h, soit identique sur toute la paroi, ce rapport s'exprime comme
suit :

εt =
hSb(Tb − Tf ) + εahNSa(Tb − Tf )

hSt(Tb − Tf )
(15.20)

Ce qui se simpli�e en :

εt =
1 + εaNSa/Sb
1 +NSa/Sb

(15.21)

Quand le nombre d'ailettes augmente, l'e�cacité de la surface ailetée tend vers celle
de l'ailette seule.
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Chapitre 16

Conduction vive en régime permanent

Un certain nombre d'applications d'intérêt pratique fait intervenir la présence d'une
génération interne de chaleur. C'est le cas, entre autres, des conducteurs électriques, des
réacteurs chimiques, des piles nucléaires et le cas journalier des aliments dans les fours à
micro-ondes. C'est pourquoi il est légitime de se demander quelle est la distribution de
température à l'état stationnaire dans des systèmes soumis à des phénomènes de conduc-
tion vive.

16.1 Modèle plan avec source de chaleur

Nous abordons cette situation en choisissant l'exemple général mais rarement traité
du massif solide plan d'épaisseur 2δ dans la direction Ox, dissipant une quantité uniforme
Q̇v de chaleur et refroidi en permanence sur ses deux faces par un �uide. On se reportera
à la �gure 16.1 pour le schéma du système. Les dimensions du mur dans les deux autres
directions Oy et Oz sont supposées très grandes pour admettre que la chaleur ne s'écoule
que dans la direction Ox. Nous dénotons respectivement par Tf1 et Tf2 les températures
du �uide au large de la paroi du coté de la face 1 et de la face 2. Il en est de même
pour les coe�cients de transfert de chaleur h1 et h2. Le lecteur véri�era que l'équation
di�érentielle de la chaleur 13.17 qui régit ce problème, se ramène à une équation de Poisson
unidimensionnelle :

d2T

dx2
+
Q̇v

k
= 0 (16.1)

Les conditions aux limites vont nous permettre de déterminer les constantes d'intégra-
tion de l'équation 16.1 ; elles traduisent la continuité du �ux de chaleur sur chaque face.
Par application de la loi de Newton, nous relions la densité de �ux qui quitte le solide
convectivement au potentiel thermique Tp − Tf , di�érence entre la température de peau
du mur et celle du �uide :

� Face 1 : x = −δ

−k dT
dx

∣∣∣∣∣
x=−δ

= −h1

(
T |x=−δ − Tf1

)
(16.2)

� Face 2 : x = δ

−k dT
dx

∣∣∣∣∣
x=δ

= h2 (T |x=δ − Tf1) (16.3)
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On aura noté que les deux expressions ci-dessus sont de signe opposé. Cela tient compte
du changement de direction du gradient thermique dans le passage de la face 1 à la face
2.

Fig. 16.1 � Paroi avec dissipation interne de chaleur

Le système formé par l'équation 16.1 et les deux relations des conditions aux limites
peut être aisément réécrit sous une forme adimensionnelle simpli�catrice en introduisant
les variables normées et le paramètre source suivants :

X =
x

δ
,Θ =

T − Tf1

Tf2 − Tf1

et S =
δ2Q̇v

k(Tf2 − Tf1)

Il vient :
d2Θ

dX2
+ S = 0 (16.4)

complété par
dΘ

dX

∣∣∣∣∣
X=−1

= Bi1
(

Θ|X=−1

)
(16.5)

et
dΘ

dX

∣∣∣∣∣
X=1

= −Bi2 (Θ|X=1 − 1) (16.6)

Les termes de transfert de chaleur par convection font de nouveau apparaître le nombre
de Biot :

Bi1 =
h1δ

k
et Bi2 =

h2δ

k

La solution générique de l'équation 16.1 est la distribution parabolique :

Θ(X) = −SX
2

2
+ C1X + C2 (16.7)
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La détermination des constantes C1 et C2 s'e�ectue via la résolution du système matriciel
ci-après, obtenu par introduction des conditions aux limites 16.5 et 16.6 :[

1 +Bi1 −Bi1
1 +Bi2 Bi2

]
∗
[
C1

C2

]
=

[
− (2 +Bi1) S

2

(2 +Bi2) S
2

+Bi2

]
La solution peut être facilement déduite par utilisation d'un logiciel de calcul symbolique
(par exemple Maple). Ce qui donne

C1 =
S(Bi1 −Bi2) +Bi1Bi2
Bi1 + 2Bi1Bi2 +Bi2

et
C2 =

S
2

+
S(2 +Bi1 +Bi2) +Bi1(1 +Bi2)

Bi1 + 2Bi1Bi2 +Bi2
L'exploitation de la solution 16.7 est conduite au travers de quelques simulations illustrées
à la �gure 16.2.

Fig. 16.2 � Conduction vive dans une paroi plane

Pour S = 0 nous retrouvons bien le pro�l de température linéaire prédit par la théorie
de la conduction morte. Pour S 6= 0 un extremum de température (maximum ou minimum
selon le signe de S ) s'établit dans la plaque et se situe toujours du coté de la paroi
subissant le plus faible échange convectif (Bi le plus petit). Dans le cas où le nombre de
Biot d'une face est nul, l'extremum se positionne sur cette paroi adiabatique. Faire tendre
les deux coe�cients de transfert par convection vers l'in�ni ( Bi1 et Bi2 −→ ∞), revient
à supposer la résistance convective négligeable et à imposer Tf1 et Tf2 sur chaque face.
La relation 16.7 se simpli�e en :

Θ =
1

2
(1 +X)(1 + S(1−X))

Θ passe par un maximum (minimum) quand :
dΘ

dX
= −SX +

1

2
= 0 soit pour Xm =

1

2S
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La valeur de cet extremum vaut :

Θm =
(1 + 2S)2

8S
Par conséquent, la densité de �ux ne changera de signe et le pro�l de température de
courbure que si le module du paramètre source satisfait au critère suivant :

|S| > 0.5 ou encore |Q̇vδ| >
k|Tf2 − Tf1|

2δ

Physiquement cette inégalité signi�e qu'il y aura présence d'un extremum dans la paroi
si l'amplitude de la source (puits) interne est assez grande pour supplanter l'e�et de
conduction morte créé par les seuls potentiels thermiques Tf1 et Tf2. Dans le cas contraire,
le �ux de chaleur sera toujours positive (direction Ox) ou toujours négative (direction
inverse à Ox) suivant le signe de Tf2 − Tf1.

� Exercices
1- Quelle est l'expression du pro�l de température dans une plaque d'épaisseur δ en
conduction vive si une des faces est thermiquement isolée et l'autre maintenue à la tem-
pérature T1. La source interne est constante et uniformément répartie. On établira la
relation entre la quantité de chaleur qui quitte la plaque et la di�érence de température
entre la paroi adiabatique et la surface à T1. Que conclure de la comparaison de cette
relation avec celle qu'on obtiendrait en conduction morte. Quel commentaire vous incite
à faire le remplacement de la paroi isotherme par une seconde paroi isolée ?

2- Une plaque de combustible nucléaire de 0.02 m d'épaisseur et de 10 W/m oC de
conductivité thermique dissipe uniformément 15 MW/m 3. Elle est refroidie par un �uide
dont le mouvement induit un coe�cient d'échange constant h = 100 W/m2.oC tout au
long des deux faces. Quelle température du �uide doit on assurer pour éviter la formation
d'un point chaud de 1500 oC à l'intérieur de la plaque.

16.2 Modèle cylindrique avec source de chaleur

Le corps est un objet cylindrique de section constante et de longueur L grande devant
son rayon R. Il est soumis à une génération interne de chaleur. Nous pouvons supposer
une distribution de température uniquement radiale et l'équation de Poisson qui décrit le
champ thermique est :

d

dr

(
r
dT

dr

)
+ r

Q̇v

k
= 0 (16.8)

Dans le cas d'une source uniforme constante, elle possède une solution générale de la
forme :

T (r) = −Q̇v

4k
r2 + C1 ln(r) + C2 (16.9)

La dé�nition du problème permet de soulever l'indétermination des constantes C1 et C2.
Pour un cylindre plein, la condition en r = 0 impose le fait physique que la température
doit rester �nie ; d'où C1 = 0.

Ce résultat corrobore la condition de symétrie sur l'axe du cylindre. En r = R nous
pouvons adopter la condition mixte de Fourier qui, nous l'avons vu précédemment, permet
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de se ramener immédiatement à la condition de Dirichlet ( température de peau, τ connue
) en faisant tendre h vers l'in�ni ; soit :

q̇(R) = h(τ − Tf )

La solution complète est une fonction parabolique qui peut se mettre sous la forme sui-
vante :

T (r) = Tf +
RQ̇v

2h
+
R2Q̇v

4k

[
1−

(
r

R

)2
]

(16.10)

La température est maximale en r = 0 et vaut :

Tmax = Tf +
RQ̇v

2h

[
1 +

Bi

2

]
(16.11)

Expression qui fait apparaître le nombre de Biot basé sur le rayon du cylindre : Bi = hR/k.
Quant à la température de peau elle s'exprime comme suit :

τ = Tf +
RQ̇v

2h
(16.12)

Pour h très important nous retrouvons e�ectivement que τ = Tf . Le �ux franchissant la
surface cylindrique Ar = 2πrL est égal à la puissance engendrée dans le volume πr2L
dé�ni par cette surface ; en particulier le �ux quittant le corps vaut :

Q̇ = πR2LQ̇v (16.13)

L'analyse des trois relations 16.11, 16.12 et 16.13 nous amène à tirer quelques conclu-
sions intéressantes. Par exemple, nous constatons que :

1. La di�érence de température entre le centre et la surface du cylindre est proportion-
nelle à la puissance totale engendrée dans le solide :

Q̇ = 2kAR
Tmax − τ

R
(16.14)

2. Le nombre de Biot �xe directement le rapport des écarts de température c÷ur-
surface et surface-�uide, puisque, rappelons-le, il représente le rapport de la résis-
tance de conduction à la résistance convective :

Tmax − τ
τ − Tf

=
Bi

2
(16.15)

La �gure 16.3 schématise la con�guration du champ thermique selon l'importance
du nombre de Biot. Nous retiendrons qu'aux faibles valeurs de Bi, la distribution de
température dans le solide tendra vers une répartition uniforme. La valeur critique de
Bi en-dessous de laquelle nous pourrons admettre cette hypothèse sera déterminée au
chapitre suivant.

A ce stade du développement, nous pouvons réaliser l'étroite similitude qui lie le
problème du cylindre intérieurement chau�é et l'écoulement d'un �uide visqueux dans
un tube circulaire (voir le chapitre 7 de la Partie I). Les procédés physiques impliqués
dans l'un et l'autre problème sont analogues et leur correspondance est soulignée au
tableau 16.1.
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Fig. 16.3 � E�et du nombre de Biot

� Exercices
3- Comment se compare le résultat 16.14 avec celui obtenu dans l'exercice 1 ci-dessus ?
4- Il s'agit de mener une analyse semblable pour le cas de la sphère de rayon R avec

comme objectif l'expression de Q̇ en fonction de Tmax− τ . Encore une fois la comparaison
des résultats avec les cas plan et cylindrique est judicieuse.

Portons maintenant notre attention sur la situation plus complexe mais plus proche de
certains cas pratiques d'un système où la génération interne thermique est fonction de la
température locale. C'est le cas de nombreuses réactions chimiques dont la production ou
la demande en énergie volumétrique varie selon une loi exponentielle de la température.
Comme exemple illustratif, nous traitons le problème du �l cylindrique très long parcouru

Tab. 16.1 � Analogie �Ecoulement Visqueux- Conduction thermique �

Caractéristiques Ecoulement Fil
dans un tube chau�é

1�re Intégration τrz(r) qr(r)

2i�me Intégration u(r) T (r)
Condition en r = 0 τrz �ni qr �ni
Condition en r = R u = 0 T − TR = 0

Coe�cient de transport µ k

Terme de source ∆Po/4L Q̇v
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par un courant électrique d'intensité constante I. La résistance électrique R� du câble
dépend sensiblement de la température. Une variation linéaire peut être adoptée (cas du
cuivre pur dans des limites raisonnables de température ) :

R� = R�,R(1 + α(T − τ))

Les conditions de référence sont prises sur la surface du �l en r = R. Le coe�cient de
température α caractérise l'accroissement de résistance électrique pour une élévation de 1
oC . Etant donné que la production de chaleur par unité de volume est ∝ R�I

2, l'équation
di�érentielle 16.8 se modi�e comme suit :

d

dr

(
r
dT

dr

)
+ r

Q̇v(R)(1 + α(T − τ))

k
= 0 (16.16)

Le changement de variable T̃ = 1 + α(T − τ) rend l'équation 16.16 homogène et la
transforme en équation de Bessel ;

r2d
2T̃

dr2
+ r

dT̃

dr
+
Q̇v(R)αr2

k
T̃ = 0 (16.17)

dont la primitive générale est :

T̃ = C1Jo(p.r) + C2Yo(p.r) (16.18)

où Jo(p.r) et Yo(p.r) sont respectivement les fonctions de Bessel de première et seconde
espèce d'ordre zéro et de paramètre p

avec p =

√
Q̇v(R)α

k

L'exigence que la température reste �nie au centre du �l est satisfaite en imposant C2

nul car Yo(0) −→ −∞. La condition de peau T = τ , soit T̃ = 1 pour r = R, implique
que C1 = 1/Jo(p.R). Finalement le champ thermique est décrit par la distribution radiale
suivante :

T (r) = τ +
1

α

[
Jo(p.r)

Jo(p.R)
− 1

]
(16.19)

La température est maximum sur l'axe du câble et décroît de façon monotone vers τ . Ce
comportement se modi�e radicalement quand le groupement p.R prend la valeur critique
2,4048 : en e�et, la fonction de Bessel s'annule pour cette valeur (première racine) et la
température devient in�nie quelle que soit la position radiale. Pour cette condition et au
delà de ce seuil, l'écart de température T − τ nécessaire pour évacuer radialement par
conduction les calories produites par e�et Joule va lui-même engendrer une augmenta-
tion de la chaleur( deuxième terme de l'équation 16.16) totalement incompatible avec
le mécanisme de conductivité thermique. Pratiquement pour éviter la fusion du câble il
faudra assurer que p.R se situe nettement sous cette borne supérieure. Traduit en terme
d'intensité de courant électrique ce critère devient :

I < 2, 4048

√√√√ kVol
αR2R�,R

(16.20)

Vol étant le volume du �l.
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Chapitre 17

Conduction morte dépendante du

temps

Les phénomènes naturels comme la plupart des activités humaines sont tels que l'état
thermique stationnaire est très peu souvent un fait réel. Au contraire, il est fréquent de
se trouver confronter à des situations où les échanges par conduction font intervenir non
seulement les coordonnées spatiales mais aussi une fonction du temps.

Dès la mise en ÷vre de contraintes thermiques imposées aux frontières du système,
le champ de température évolue continûment d'un état initial vers un état �nal qui, si
permanent, est d'ailleurs théoriquement d'une durée d'établissement in�nie. En traitant
les situations instationnaires, on est généralement confronté à des problèmes thermiques
cycliques ou apériodiques. Le régime cyclique se caractérise par des variations périodiques
des causes comme, par exemple, les variations diurnes de température et d'ensoleillement
qui in�uent sur le comportement des collecteurs solaires et des bâtiments. Les problèmes
apériodiques sont typiques des transitoires d'installations suite à un démarrage ou un
arrêt de machine.

Dans le cas de la conduction thermique sans source ou puits de chaleur interne en
régime instationnaire, l'équation de la chaleur unidimensionnelle, déduite de 13.19, se
réduit à :

∂T

∂t
= α

∂2T

∂x2
(17.1)

α est le coe�cient de di�usivité du matériau.

17.1 Mur avec résistances internes et externes

Nous conservons la méthodologie adoptée précédemment en examinant un cas général
pour en tirer les di�érents enseignements en l'exploitant sur des cas particuliers. Pour
ce faire, analysons le comportement thermique d'une plaque homogène de très grande
longueur et d'épaisseur 2δ. Initialement à la température uniforme To, elle se trouve
subitement plongée dans un courant �uide maintenu à la température constante Tf ( 6= To).
La �gure 17.1 dé�nit le problème. Les dimensions linéaires des surfaces de la plaque
dans le sens des axes Oy et Oz étant supposées illimitées, le champ thermique peut être
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considéré unidimensionnel dans la direction Ox. Les changements de la température se
font uniquement suivant l'épaisseur. Placé dans ce potentiel thermique, le corps solide
tend vers un équilibre selon un transitoire totalement régi par l'importance relative des
résistances de conduction et de convection.

La symétrie des conditions aux limites par rapport au plan médian implique qu'à tout
moment le champ de température est également symétrique. Dès lors, il devient commode
de situer l'origine des coordonnées au centre de la plaque en orientant l'axe Ox suivant la
normale à la surface léchée par le �uide (voir �gure 17.1).

Fig. 17.1 � Plaque épaisse avec condition mixte

La mathématique du problème repose sur l'équation di�érentielle de la thermocinéti-
que 17.1 complétée par les conditions d'univalence suivantes :

A t = 0 nous avons T = To ∀x

A x = 0 par symétrie
∂T

∂x
= 0 pour t > 0 (17.2)

A x = δ Loi de Newton k
∂T

∂x
= −h(T − Tf ) pour t > 0

La formulation est rendue sans dimension par l'introduction des variables adimension-
nelles suivantes :

Fo =
αt

δ2
, X =

x

δ
et Θ =

T − Tf
To − Tf

Fo est nommé nombre de Fourier ; il compare le temps physique t au temps que
mettrait une perturbation thermique pour di�user dans la demi-épaisseur de la plaque.
Le système se ramène à :

∂Θ

∂Fo
=
∂2Θ

∂X2
(17.3)

avec
Θ = 1 à Fo = 0 et ∀x

∂Θ

∂X
= 0 à X = 0 pour Fo > 0 (17.4)
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∂Θ

∂X
= −BiΘ à X = 1 pour Fo > 0

où réapparaît le nombre de Biot Bi = hδ/k.
Pour résoudre le problème ainsi posé nous appliquons la méthode de séparation des

variables. Elle consiste à chercher la solution Θ sous la forme d'un produit de deux fonc-
tions :

Θ(X,Fo) = Ξ(Fo)Υ(X)

et dont la substitution dans l'équation 17.3 conduit à :

1

Ξ

∂Ξ

∂Fo
=

1

Υ

∂2Υ

∂X2
= C (17.5)

Le premier membre de l'équation 17.5 ne dépendant pas de la coordonnée X, et le
deuxième du temps normé Fo, il s'en suit que C doit être une constante. Lors du transitoire
thermique, que la plaque soit réchau�ée ou refroidie, Θ ne fait que décroître dans le temps ;
par conséquent la constante C doit être négative. En posant C = −ξ2 et en résolvant les
équations 17.5 nous obtenons :

Ξ(Fo) = C1 exp(−ξ2Fo) (17.6)

et
Υ(X) = C2sin(ξX) + C3 cos(ξX) (17.7)

La condition initiale et les conditions aux limites vont permettre de déterminer les
constantes d'intégration ainsi que ξ. La condition de symétrie impose que C2 doit être
nul. L'expression du champ de température adimensionnelle est de la forme :

Θ(X,Fo) = C ′ exp(−ξ2Fo) cos(ξX) (17.8)
où C ′ = C1C3.
L'application de la relation d'échange convectif de Newton, en utilisant l'expression 17.8

et sa dérivée par rapport à X prise en X = 1, aboutit à l'équation caractéristique de ξ :

ξ

Bi
= cot(ξ) (17.9)

C'est une équation transcendante qui peut être résolue graphiquement ou par méthode
numérique. Comme le montre la �gure 17.2, l'équation 17.9 est véri�ée pour un nombre
in�ni de valeurs de ξ qu'on appelle nombres propres et que nous désignerons par ξn. Les
valeurs de ces racines dépendent du rang n et du nombre de Biot. Pour Bi→∞ la droite
ξ/Bi coïncide avec l'axe des abscisses et les racines sont successivement (s'aider de la
�gure 17.2) :

ξ1 =
π

2
; ξ2 =

3π

2
; ξ3 =

5π

2
; .....; ξn =

(2n− 1)π

2

Pour Bi → 0 ( sans jamais l'atteindre sinon la paroi serait adiabatique et aucune
évolution temporelle thermique ne prendrait naissance) la droite ξ/Bi tend l'axe des
ordonnées et les valeurs propres deviennent :

ξ1 = 0; ξ2 = π; ξ3 = 2π; .....; ξn = (n− 1)π
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Fig. 17.2 � Solution de l'équation 6.9

Le problème étant linéaire, la solution générale est donc la somme des solutions par-
ticulaires :

Θ(X,Fo) =
∞∑
n=1

C ′n exp(−ξ2
nFo) cos(ξnX) (17.10)

La fonction Θ véri�e les conditions aux limites, puisque ces dernières le sont par tous les
termes de la série. Reste à déterminer les coe�cients C ′n à partir de la condition initiale.
En e�et, il faut remarquer que les C ′n sont les coe�cients de Fourier de la fonction Θ
développée suivant les cosinus sur l'intervalle [0,+1]. Pour les calculer il su�t de multiplier
les deux membres de la solution 17.10 par cos(ξiX) et intégrer sur ledit intervalle en tirant
pro�t de la propriété d'orthogonalité qui précise, si on y ajoute la relation implicite 17.9,
que : ∫ +1

0
cos(ξiX) cos(ξjX)dX =

{
0 pour i 6= j∫+1

0 cos2(ξiX)dX = pour i = j

En se plaçant à l'instant initial, on a Θ = 1 et il s'en suit que les coe�cients C ′n ont pour
expression :

C ′n =

∫+1
0 cos(ξnX)dX∫+1

0 cos2(ξnX)
=

2/ξn sin(ξn)

1 + 1/2ξn sin(2ξn)
=

2 sin(ξn)

ξn + sin(ξn) cos(ξn)

Finalement, nous arrivons à la forme �nale de la solution générale

Θ(X,Fo) = 2
∞∑
n=1

exp(−ξ2
nFo)

2 sin(ξn)

ξn + sin(ξn) cos(ξn)
cos(ξnX) (17.11)

qui, on le véri�era à titre d'exercice, peut aussi s'écrire en fonction du nombre de Biot :

Θ(X,Fo) = 2
∞∑
n=1

(−1)n+1
2Bi

√
Bi2 + ξ2

n

ξn(Bi2 +Bi+ ξ2
n)

cos(ξnX) exp(−ξ2
nFo) (17.12)
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On aura noté que les valeurs des racines ξn croissent rapidement avec le numéro d'ordre
n ; aussi les termes consécutifs de la série jouent un rôle de plus en plus mineur avec
l'élévation du rang. De plus, il convient de retenir que cos(ξX) reste une grandeur limitée
alors que exp(ξ2Fo) décroît rapidement. Dès lors, on montre que pour des temps tels que
Fo ≥ 0.3 la série converge très vite et peut être approximée avec une précision su�sante
par le premier terme.

La �gure 17.3 souligne l'e�et du nombre de Biot sur la forme du pro�l de température.
Tc est la température au centre de la plaque. Aux grandes valeurs du nombre de Biot,
la résistance externe devient négligeable et la température de peau est égale à celle du
�uide caloporteur. La distribution thermique présente une nette distorsion, résultat de
la résistance interne qui freine l'uniformisation par conduction. Par contre aux faibles
valeurs de Bi, le pro�l de température est beaucoup plus uniforme. On se rappellera
que dans le cas de résistances en série, comme ici, ces dernières sont proportionnelles
aux chutes de température ; on en déduit qu'une petite valeur de Bi signi�e une faible
chute de température à l'intérieur du solide en comparaison de celle qui s'établit dans
le �lm de convection près de la paroi. La variation spatiale de T dans la plaque est
su�samment faible pour que le comportement thermique de la plaque puisse se décrire
par la seule évolution temporelle de la température moyenne. Les calculs montrent que
cette description globale est acceptable tant que Bi ≤ 0, 1. Quand ce critère est véri�é, la
chute de température normée Θ reste inférieure à 5% sur toute l'épaisseur. On constate
que cette analyse, menée sur une géométrie cylindrique ou sphérique, conduit aux mêmes
conclusions pour autant que la dimension caractéristique qui intervient dans le nombre
Biot soit le volume divisé par la surface mouillée. Dans ces conditions, le processus de
réchau�ement ou de refroidissement du corps se modélise par un comportement en bloc.

Fig. 17.3 � E�et du nombre de Biot
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17.2 Corps sans résistance interne

Comme nous venons de le voir, un corps est assimilé à un solide sans résistance de
conduction quand le nombre de Biot du problème est inférieur à 0,1 . Une approche ma-
croscopique s'avère alors su�sante et plus aisée pour décrire le transitoire thermique.
Dans ce cas, le bilan énergétique relie la variation d'énergie interne du solide au �ux de
chaleur convectif. En supposant toujours les propriétés thermo-physiques constantes, cette
formulation s'écrit :

ρsCsVol
dT

dt
= −hS(T − Tf ) (17.13)

ρs et Cs sont respectivement la masse volumique et la chaleur spéci�que du solide ;
Vol est le volume du corps et S la surface d'échange avec le �uide. Rappelons que le solide
évolue en bloc avec une température T caractérisant l'ensemble du solide.

En considérant encore une température Tf constante, la solution de l'équation di�éren-
tielle ordinaire 17.13 est immédiate :

Θ =
T − Tf
To − Tf

= exp

(
− hS

ρsCsVol

)
= exp

(
− t

τc

)
(17.14)

L'argument (ρsCsVol)/(hS) représente un temps caractéristique du transitoire, τc. après
une période de temps écoulé égale à τc le potentiel thermique T − Tf tombe à 36,8% de
sa valeur initiale et la di�érence de température T − To atteint 63,2% de sa valeur �nale
Tf−To. La relation 17.14 permet d'estimer le temps nécessaire pour réchau�er ou refroidir
le corps à une certaine température donnée. Elle montre aussi qu'il faudrait, en principe,
attendre in�niment pour que le solide atteigne la température Tf .

L'équation 17.13 est analogue à celle du montage électrique schématisé à la �gure 17.4.
Elle illustre la décharge d'un condensateur électrique de capacité Cél dans un circuit
résistif Rél à la fermeture d'un interrupteur sous un potentiel initial Eo − E∞.

Fig. 17.4 � Corps à résistance interne négligeable : analogie électrique

De l'analogie on identi�e les équivalences suivantes :

Cél ≡ ρsCsVol et Rél ≡
1

hS
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accompagnées de la solution :

E − E∞
Eo − E∞

= exp

(
− t

CélRél

)

La capacité calori�que quanti�e l'inertie thermique du système ; elle est proportionnelle
au volume du corps, à la masse volumique et la chaleur massique du matériau. Au plus elle
sera grande au plus le solide réagira lentement à l'e�et du �uide caloporteur. L'élément
résistif se situe à la surface du corps ; il dépend de la vigueur de l'échange de chaleur
pariétal.

L'approche en bloc, quand justi�ée (critère de Biot !), permet de répondre à de nom-
breuses questions pratiques - temps de trempe d'une billette d'acier, réponse d'un thermo-
couple, accumulateur de chaleur etc... Une retombée intéressante de ce modèle est l'étude
analytique du comportement d'un système à plusieurs corps. Un exemple typique est re-
pris à la �gure 17.5 ; un récipient, de matériau très bon conducteur, dont les parois n'ont
pas une capacité calori�que négligeable [ρCVol]s, contient un liquide de capacité [ρCVol]`.
Ce dernier est su�samment bien agité pour que le coe�cient équivalent de conductivité
soit élevé. L'échange de chaleur entre le liquide et la surface intérieure du récipient S`
est caractérisé par un coe�cient de transfert par convection h`. La surface extérieure du
conteneur Sf est exposée à un �uide dont la température Tf est constante.

Fig. 17.5 � Système à plusieurs composants

Pour résoudre le problème, il nous faut écrire une équation du type 17.13 pour le
liquide de température uniforme T` (car bien agité) et une pour le récipient de température
uniforme Ts (car bon conducteur) :

[ρCVol]`
dT`
dt

= −h`S`(T` − Ts)

(17.15)
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[ρCVol]s
dTs
dt

= h`S`(T` − Ts)− hfSf (Ts − Tf )

Les deux équations di�érentielles ordinaires linéaires à coe�cients constants sont couplées.
Elles expriment que la chaleur perdue (reçue) par un élément du système physique est
reçue (perdue) par l'autre. A l'instant initial, nous supposerons que le contenu et le conte-
nant sont à l'équilibre thermique ; T`o = Tso = To. Notons que cette condition implique
que dT`/dt = 0 à t = 0.

La démarche mathématique qui conduit à la solution est laissée en guise d'exercice.
Après avoir posé

Θ` =
T` − Tf
To − Tf

et Θs =
Ts − Tf
To − Tf

puis

F1 =
h`S`

[ρCVol]`
F2 =

h`S`
[ρCVol]s

F3 =
hfSf

[ρCVol]s
où les Fi sont les inverses des constantes de temps (fréquences), tous calculs faits, nous
trouvons que le transitoire du milieu liquide est donné par :

Θ` =
Λ2

Λ2 − Λ1

exp(Λ1t)−
Λ1

Λ2 − Λ1

exp(Λ2t) (17.16)

avec
2Λ1 = −(F1 + F2 + F3) +

√
(F1 + F2 + F3)2 − 4F1F3

et
2Λ2 = −(F1 + F2 + F3)−

√
(F1 + F2 + F3)2 − 4F1F3

On s'aperçoit que les arguments Λ1 et Λ2 sont bien négatifs comme il se doit pour assurer
une diminution de Θ` avec le temps.

� Exercice
Quelle est l'expression de Θs ? Quel est le milieu qui contrôle le transitoire ?

17.3 Massif semi-in�ni

Quand le mur prend une très grande épaisseur, son comportement se rapproche de
celui d'un massif semi-in�ni schématisé à la �gure 17.6 :

L'équation de la thermocinétique 17.1 reste celle qui décrit le transitoire thermique
de ce système. Envisageons que le massif, auparavant à la température uniforme To, soit
soumis à l'instant t = 0 à une contrainte thermique brusque Tf sur sa face exposée au
�uide. Dans ce problème, le système n'a pas de caractéristique géométrique qui pourrait
servir de norme pour x. Aussi, comme pour tout problème de di�usion, introduit-on la
longueur de pénétration thermique ∝

√
αt.

On avait déjà procédé de la sorte pour résoudre le problème de l'écoulement induit
par le plan oscillant (Partie I, chapitre 7) et pour évaluer l'épaisseur de la couche limite
(Partie I, chapitre 16.2).

Par conséquent, les variables réduites sont :

Z =
x

2
√
αt

et Θ =
T − Tf
To − Tf
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Fig. 17.6 � Massif semi-in�ni

Les conditions d'univalence deviennent :

Z 7→ ∞ alors Θ = 1

et
Z 7→ 0 alors Θ = 0

On démontre que la solution de ce problème est la fonction intégrale de Gauss qui conduit
au pro�l de température adimensionnelle suivant :

Θ =
2√
π
erf(Z) (17.17)

où
erf(Z) =

∫ Z

0
e−y

2

dy

La �gure 17.7 est une trace graphique de cette solution. On constate que le temps
nécessaire pour que la température en un endroit choisi atteigne une température donnée
sera proportionnel au carré de la profondeur x ; ce qui se formule ainsi :

Pour Θ = Θ�xé

t̃ =
x̃2

4α
Les graphes de la �gure 17.8 décrivent la réponse d'un massif semi-in�ni en présence

d'une condition mixte à l'interface. Le nombre de Biot qui paramétrise ces courbes est
basé sur la profondeur de di�usion.

La connaissance du pro�l de température permet de trouver la densité de �ux de
chaleur :

Q̇ = −kSdT
dx

=
kS(Tf − To)√

παt
.e
−
(
x2

4αt

)
(17.18)

et en particulier son expression à la surface du solide :

Q̇(0, t) =
bS(Tf − To)√

πt
(17.19)
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Fig. 17.7 � Pro�l de température dans un massif semi- in�ni ; condition de Dirichlet

A première vue, il peut être surprenant de constater que cette densité de �ux est in�nie
à l'instant initial. Ce résultat vient de la nature de la condition initiale qui impose bruta-
lement une discontinuité de température To 7→ Tf juste à l'interface. Le paramètre b qui
intervient dans la relation 17.19 est appelé l'e�usivité :

b =
√
kρCp ≡

[
J

m2K
√
s

]

Nous discuterons plus après de sa signi�cation physique qui s'apprécie plus facilement
quand on traite du problème de deux corps en contact.

L'intégration dans le temps du �ux de chaleur en x = 0 permet d'exprimer le �ux
de chaleur cumulée qui représente soit la perte totale soit le gain total (selon le signe du
potentiel thermique) d'énergie interne du massif :

Q̇ = 2bS(Tf − To)
√
t

π
(17.20)

La relation 17.20 montre que pour un temps donné, le massif in�ni accumulera d'autant
plus de chaleur que son e�usivité sera grande. Quelques valeurs d'e�usivité de certains
matériaux sont présentées au tableau 17.1.

17.4 Mise en contact de deux corps

La mise en contact de deux corps, au départ à températures di�érentes T0 et T ′0, est
une situation classique de l'ingénierie thermique. La �gure 17.9 donne une description
du problème. Tant que l'information de température n'a pas atteint la face opposée au
plan du contact, les corps peuvent être assimilés à des massifs semi-in�nis. Le contact est
parfait ; les deux solides prennent une température commune Tc. Ecrivons l'égalité des
�ux de chaleur à l'interface :

(T0 − Tc)
b√
πt

= (T ′0 − Tc)
b′√
πt

(17.21)
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Fig. 17.8 � Pro�l de température dans un massif semi- in�ni ; condition mixte.

Puisque cette relation est vraie quelque soit t, on en tire l'expression de la température
de contact :

Tc =
bTo + b′T ′o
b+ b′

(17.22)

On trouve quelle est indépendante du temps et pondérée par les e�usivités des deux
solides. A l'aide de la relation 17.22 on élimine Tc dans l'expression de la densité de �ux
à l'interface. La forme �nale se donne alors en fonction des températures initiales et des
e�usivités :

q(0, t) = (To − T ′o)
bb′

b+ b′
.

1√
πt

Fig. 17.9 � Mise en contact de deux corps

Une des applications les plus démonstratives de la notion d'e�usivité que certains
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Tab. 17.1 � Ordre de Grandeur de l'e�usivité

Mati�re b [J/m2.K.
√
s]

Cuivre 36000
Fonte 14700
Marbre 2650
Eau 1600
Verre 1500
Peau 600
Bois 400

Laine de verre 24
Air 6

Tab. 17.2 � Appréciation de température par la main

Contact avec Tc [oC] Sensation

Fonte 20,7 Froide
Marbre 23,3 Tiède
Bois 30,4 Chaude
Isolant 36,4 Très Chaude

auteurs nomment aussi coe�cient d'arrachement thermique, est l'appréciation de la tem-
pérature par la main. Quand nous posons notre main sur un solide, disons une table pour
prendre un exemple, nous apprécions la température de contact entre notre peau et la
surface du plateau. Admettons que quatre tables respectivement en fonte, marbre, bois et
la dernière recouverte de laine de verre soient toutes à la température de 20 oC . Quand
notre main, supposée être à la température de 37 oC , touche successivement ces tables
di�érentes sensations thermiques sont ressenties. Le tableau 17.2 reprend les di�érentes
températures de contact ressenties au toucher. Le plateau en fonte ayant une beaucoup
plus grande e�usivité que celle de la main, va imposer sa température et une sensation
de fraîcheur résultera du contact. Par contre, la pose de la main sur la table isolée va se
traduire par une impression de chaud car l'e�usivité de l'isolant est faible et la main va
ressentir sa température. On explique, par des considérations identiques, la possibilité de
passer rapidement son doigt au travers d'une �amme de bougie sans subir aucune brûlure.
L'e�usivité des gaz combustibles est si faible devant celle du corps humain que le doigt
garde sa température pendant sa courte exposition au feu.
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17.5 Perturbation périodique en surface

La description théorique du comportement thermique d'un massif semi-in�ni quand sa
surface est soumise à des �uctuations cycliques de température a de nombreuses retom-
bées pratiques. On citera comme exemple, les variations annuelles des sols, le stockage
journalier de l'énergie solaire dans des unités d'accumulation, la fatigue thermique des
moteurs à pistons et les systèmes d'asservissement basé sur un contrôle automatique des
températures.

Comme le suggère la �gure 17.10, on traite le cas d'une variation d'une périodique
harmonique de pulsation ω :

T = To +Ao cos(ωt)

Fig. 17.10 � Condition périodique en surface

On résout l'équation de thermocinétique classique 17.1 en utilisant les variables ré-
duites appropriées au présent problème :

Θ =
T − To
Ao

, X =
x

L̃
et τ = ωt

La longueur caractéristique du problème L̃ est la profondeur typique de pénétration :

L̃ =

√
2α

ω

La solution est obtenue comme précédemment par séparation des variables. En se limitant
à la solution harmonique, il vient :

Θ = e−X cos(τ −X) (17.23)

Le pro�l de température se compose d'un terme amplitude et d'un terme périodique
qui fait apparaître un déphasage. L'amplitude A s'explicite comme suit :

A ∝ e−x
√

ω
2α
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Elle décroît avec la profondeur et avec l'augmentation de la fréquence. Une faible di�usivité
produit le même e�et. Le déphasage φ est directement proportionnel à x :

φ = x

√
ω

2α

Il augmente avec la fréquence et la diminution de α. Le phénomène se caractérise aussi
par une longueur d'onde λ et une vitesse apparente de propagation Vap qu'il ne faut pas
prendre pour une vitesse de propagation de la chaleur : c'est en fait une notion qui nous
dit à quelle profondeur se situera un extremum à l'instant t s'il est observé à la surface à
l'instant t′ ;

Fig. 17.11 � Variations annuelles de la température du sol

Vap = x/(t− t′) :

λ = 2πL̃ = 2π

√
2α

ω

et
Vap =

√
2αω

Cet extremum se déplacera d'autant plus vite dans le massif que la pulsation est élevée
et le milieu fortement di�usif. Quant à la longueur d'onde λ, elle représente la distance
minimale qui sépare deux points en phase. Elle est faible dans les solides peu di�usifs.

Une notion intéressante est la profondeur d'inversion Linv. Elle représente l'abscisse
où l'onde passe par un minimum (maximum) quand la perturbation source surfacique
présente un maximum (minimum). C'est donc la distance par rapport à la surface qui
correspond à un déphasage de π entre T (0) et T (Linv) :

Linv = π

√
2α

ω
=
λ

2

Donnons un exemple de son application. Il s'agit d'étudier les variations annuelles d'un
sol dé�ni par une di�usivité thermique α = 10−7 m2

s . Le cycle de la température de l'air
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est de 8760 heures. La �gure 17.11 montre les isochromes thermiques qui décrivent le
comportement du sol dans l'année.

On trouve que la profondeur d'inversion est Linv = 3, 14m. A cette distance la tem-
pérature sera minimum quand en surface il fera le plus chaud et vice versa. C'est ce qui
explique l'existence de la glace dans certaines mines en été.
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Chapitre 18

Convection forcée

Ce chapitre traite des notions de convection forcée et introduit le concept du coe�-
cient de transfert de chaleur h. Les écoulements externes et internes sont successivement
analysés. Le développement de la couche limite thermique le long d'une plaque plane est
détaillé en régime laminaire. Les corrélations sous forme de nombres adimensionnels appli-
cables en régimes laminaire et turbulent sont successivement présentées dans le cas de la
plaque plane, du cylindre et de la sphère. L'écoulement dans un tube de section constante
circulaire exempli�e la situation des écoulements internes. Un accent particulier est placé
sur l'analogie avec le transfert de quantité de mouvement et le régime thermiquement
non-développé.

18.1 Concept du coe�cient de transfert de chaleur

D'un point de vue conceptuel, la convection n'est pas à proprement parler un mode
de transfert de chaleur de base mais plutôt le résultat d'une symbiose entre le procédé
de di�usion thermique - la conduction qui est un transfert d'énergie dû à des mouve-
ments microscopiques - et le mouvement d'un �uide - l'advection qui est caractérisée
par des déplacements macroscopiques d'agglomérats de molécules � d'où le vocable de
convection.

La convection prend place quand un �uide est au contact d'une paroi solide et qu'il
existe une di�érence de température au loin de leur interface et une vitesse relative entre
eux. Contrairement à la convection naturelle (étudiée au chapitre 19), en convection forcée,
le mouvement du �uide est induit par des causes indépendantes des écarts de tempéra-
ture. Dans la majorité des situations les sources de pression, génératrices de l'écoulement,
résultent de l'emploi de pompes, de ventilateurs, de compresseurs voire d'éjecteurs.

La �gure 18.1 illustre le propos ; un �uide en mouvement et à la température uniforme
T∞ vient refroidir un corps solide dont la température au c÷ur est Tso. Entre le solide
est le �uide s'établit un transfert de chaleur caractérisé par une densité de �ux qp. Au
passage solide-�uide, le pro�l de température reste continu et les deux milieux prennent
la même température à l'interface Tf = Ts = Tp. Cependant, en ce point le gradient de
température présente une discontinuité ; c'est le résultat de la conservation du �ux de
chaleur. En e�et, étant donné que le �uide adhère à la paroi sa vitesse y est nulle (voir
Partie I, le chapitre 16.2 sur la couche limite) et seul le mécanisme de conduction acte :

161
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qp = −ks
∂Ts
∂y
|y=0 = −kf

∂Tf
∂y
|y=0 (18.1)

A priori, le �uide et le solide n'ont pas la même conductibilité et les gradients ther-
miques de part et d'autre de l'interface �uide-solide seront di�érents au prorata du rapport
des coe�cients de conduction.

Fig. 18.1 � Conduction et convection

A première vue, la relation 18.1 semble indiquer que l'évaluation du transfert de chaleur
entre les deux milieux nécessitera toujours la connaissance précise de la distribution de
température pour en déduire la valeur du gradient thermique à la paroi. Cette démarche
demande des calculs détaillés, quelquefois fastidieux, qui impliquent souvent la résolution
simultanée des équations de Navier- Stokes (y compris celle de l'énergie) pour le �uide et
l'équation de la chaleur pour le solide. Une approche plus pragmatique pour l'ingénieur est
l'utilisation d'un coe�cient d'échange qui englobe dans son concept tous les mécanismes
fondamentaux qui interviennent au niveau de la paroi mais qui s'appuie sur la connaissance
de quantités simples comme le potentiel thermique Tp−T∞, la vitesse U∞ et les propriétés
thermo-physiques du �uide au loin de la surface solide, la forme du corps et une longueur
caractéristique Lf du domaine �uide. Ce paramètre, nommé coe�cient de transfert
de chaleur par convection ou conductance thermique de convection , est dé�ni
par la relation de Newton :

qp = h (Tp − T∞) (18.2)

On peut égaler les expressions 18.1 et 18.2 pour faire ressortir un groupement sans di-
mension où la longueur Lf devient la norme spatiale :

Nu =
hLf
kf

=
∂

∂(y/Lf )

(
Tp − T
Tp − T∞

)
y=0

(18.3)
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Le groupe sans dimension Nu est le nombre de Nusselt. Sa signi�cation primitive
est le gradient adimensionnel de température pariétal. On peut pousser plus loin l'inter-
prétation en examinant le schéma de la �gure 18.2. On prolonge la pente du pro�l de
température à la paroi pour dé�nir une épaisseur caractéristique δ′ qui permet d'écrire :

qp = −kf
Tp − T∞

δ′
(18.4)

Fig. 18.2 � Interprétation de h

Les relations 18.2 et 18.4 nous conduisent aux égalités qui suivent :

h =
kf
δ′

et Nu =
Lf
δ′

(18.5)

L'échange convectif sera d'autant plus intense qu'il s'e�ectuera dans une couche très
faible et que le �uide sera bon conducteur de chaleur. Le nombre de Nusselt est un
rapport de deux longueurs ; c'est un facteur de forme caractérisé par la dimension du
domaine physique et la distance sur laquelle se produit le transfert de chaleur. Il y a une
nette distinction à faire entre le nombre de Nusselt et le nombre de Biot qui, rappelons
le, est un rapport de résistances thermiques (voir relations 15.10 et 15.11 du chapitre 15).
Poursuivre l'analyse consiste à déterminer la grandeur δ′ ou une équivalence. L'illustration
de la démarche se fait dans le cas classique de l'écoulement d'un �uide sur une plaque
horizontale en étudiant le développement de la couche thermique.

18.2 Couche limite thermique

Le problème est semblable à celui traité au chapitre 16.2 de la Partie I concernant la
couche limite dynamique. La �gure 18.3 le décrit. Un �uide aux propriétés ρf , Cpf et kf
constantes, arrive avec une distribution de vitesse Uext et de température Text uniforme
sur une plaque plane horizontale et isotherme maintenue à la température Tp ( 6= Text). Au
contact du solide, le �uide échange de la chaleur. Un pro�l de température se développe
tout au long de la plaque. Il satisfait à la condition de paroi, T = Tp et récupère sa
température Text à une certaine distance δth qui sera nommée épaisseur de la couche
limite thermique.
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Fig. 18.3 � Dé�nition de la couche limite thermique

18.2.1 Equation de l'énergie dans la couche limite laminaire

L'équation complète de la conservation de l'énergie totale et les di�érentes autres
formes qui en découlent font l'objet du chapitre 21. Nous nous intéressons ici à l'équation
de l'énergie interne qui s'applique à la couche limite thermique sur une plaque plane. Pour
ce faire, nous dé�nissons un petit volume de contrôle dxdy placé au sein de la couche limite
comme l'indique la �gure 18.4 et considérons le régime laminaire stationnaire .

Le bilan énergétique se décrit par une équation de conservation dont la forme géné-
rique 6.28 a été établie au chapitre 6 de la Partie I. Il se précise en énonçant que l'énergie
sortant par advection et conduction au travers des faces de droite et du dessus diminuée
de l'énergie entrant par advection et conduction au travers des faces de gauche et du bas
est égale au travail des forces visqueuses. Rappelons que la pression ne varie pas dans ce
problème. Les di�érents termes qui interviennent dans l'équation thermique sont explicités
à la �gure 18.4.

� Flux net de l'énergie advectée par unité de temps
Le �ux net de l'énergie thermique advectée donne la variation d'enthalpie du �uide. En
négligeant tous les termes du second ordre venant des produits de dérivées, il vient :

ρfCpf

[
u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
+ T

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)]
dxdy

Compte tenu de la condition d'incompressibilité, ∇.~V = 0, il se simpli�e en :

ρfCpf

[
u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

]
dxdy

On notera que cette expression n'est rien d'autre que la dérivée particulaire de l'enthalpie
du �uide.

� Flux net de l'énergie di�usée par unité de temps

−
[
kf
∂2T

∂x2
+ kf

∂2T

∂y2

]
dxdy

� Travail de la contrainte de cisaillement par unité de temps
La puissance dissipée en chaleur par l'e�et visqueux est le produit de la contrainte τxy
par le déplacement qu'elle e�ectue en une unité de temps (∂u/∂y)dy, soit :[

µ
∂u

∂y
dx

]
∂u

∂y
dy = µ

(
∂u

∂y

)2

dxdy
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Fig. 18.4 � Détail de l'équation de l'énergie

En général, l'apport de la conduction axiale peut être négligé devant les autres termes.
En divisant par ρfCpf , l'équation du bilan s'écrit :

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
= α

∂2T

∂y2
+

µ

ρfCpf

(
∂u

∂y

)2

(18.6)

Pour lui donner une forme adimensionnelle, on procède comme pour la couche limite
dynamique. En choisissant Θ = (T − Tp)/(Text − Tp) comme température normée et en
supposant pour l'instant que δ ' δth, on obtient :

[
ũ
∂Θ

∂x̃
+ ṽ

∂Θ

∂ỹ

]{
δ

Lf

}2

=
1

Pe

∂2Θ

∂ỹ2
+

Br

Pe

(
∂ũ

∂ỹ

)2

(18.7)

Deux groupes sans dimensions apparaissent. Il s'agit du nombre de Peclet Pe et
du nombre de Brinkman Br. Le nombre de Peclet compare les e�ets d'advection aux
e�ets de di�usion thermique. Il est égal au produit du nombre de Reynolds par le nombre
de Prandtl :

Pe =
UextLf
α

=
ρfCpfUextLf

kf
= RePr

Le nombre de Brinkman est surtout important quand le �uide considéré est très visqueux
et/ou les gradients de vitesses élevés. Il évalue la production de chaleur par dissipation
visqueuse au sein du �uide par rapport au �ux thermique par conduction :

Br =
µU2

ext

kf∆T
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Avec ∆T = Tp − Text. On véri�e facilement que le rapport Br/Pe se ramène à un autre
ratio Ec/Re où Ec est le nombre d'Eckert qui rapporte l'énergie cinétique du �uide à
sa variation d'enthalpie au travers de la couche limite :

Ec =
U2
ext

Cpf∆T
=
Br

Pr

Dans un écoulement incompressible à basse vitesse � prenons de l'air à 20 oC avec une
vitesse Uext = 50m/s sur une paroi à 100oC et de 1 m de long pour se �xer les idées � le
nombre de Brinkman est très faible (� 1), l'e�et de viscosité sur le transport d'énergie
peut être négligé sans retenue et la forme dimensionnelle de l'équation de l'énergie se
ramène à :

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
= α

∂2T

∂y2
(18.8)

Il est judicieux de souligner la forte similitude entre l'équation 18.8 et l'équation de
quantité de mouvement 9.16 en notant que le gradient de pression est nul (Chapitre
16.2 de la Partie I). La solution de ces deux équations aura exactement la même forme
quand ν = α, c'est-à-dire quand le nombre de Prandtl est égal à l'unité. C'est le cas
pour l'ensemble des gaz. Dans ces conditions, puisque les deux mécanismes de di�usion
auront la même intensité, les épaisseurs des couches limites dynamique et thermique seront
identiques, δ = δth. Par contre, quand la viscosité cinématique di�érera sensiblement de la
di�usivité α, une di�érence en taille existera entre les deux types de couche limite. Nous
allons analyser ce comportement en nous aidant de la méthode intégrale.

18.2.2 Equation intégrale de l'énergie

La méthode intégrale nécessite la dé�nition d'un volume de contrôle sur lequel est
menée l'intégration de l'équation 18.8. Ce domaine physique est dé�ni à la �gure 18.5.
Il s'agit du volume ABCD avec une longueur dx et une hauteur H supérieure aux deux
épaisseurs de couche limite. L'enthalpie entrant sur la face AB est :

ρfCpf

(∫ H

0
uTdy

)

Celle sortant de la face CD est :

ρfCpf

(∫ H

0
uTdy

)
+

d

dx

[
ρfCpf

(∫ H

0
uTdy

)]
dx

En nous aidant de l'équation 9.23 démontrée au paragraphe 9.3.5 du chapitre 16.2
de la Partie I, nous pouvons formuler le débit massique de �uide entrant dans la couche
limite comme suit :

d

dx

(∫ H

0
ρfudy

)
dx

Cette quantité de �uide entrant par la face BC apporte une énergie égale à :

CpfText
d

dx

(∫ H

0
ρfudy

)
dx
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La chaleur venant de la plaque au travers de la face DA est la densité de �ux de chaleur
pariétal :

−kf
∂T

∂y
|y=0 dx

La combinaison de toutes ces quantités conduit à la forme intégrale de l'équation ther-
mique de couche limite :

d

dx

[∫ H

0
(Text − T )udy

]
= α

∂T

∂y

∣∣∣∣∣
y=0

(18.9)

Fig. 18.5 � Volume de contrôle pour la méthode intégrale

La résolution de l'équation 18.9 demande de postuler une distribution de vitesse et
de température qui véri�e les conditions d'univalence. Au chapitre 16.2 de la Partie I,
nous avons illustré la méthode intégrale en adoptant des pro�ls de vitesse linéaire et
parabolique. Nous prenons ici l'option d'un polynôme du troisième degré pour approximer
u(y) et T (y) :

u = Co + C1y + C2y
2 + C3y

3 (18.10)
T = C ′o + C ′1y + C ′2y

2 + C ′3y
3 (18.11)

Les quatre coe�cients Ci et C ′i des cubiques sont déterminés en imposant les conditions
aux limites analogues pour les deux pro�ls comme le montre le tableau 18.1. L'annulation
de la dérivée seconde de la vitesse et de la température en y = 0 résulte respectivement de
l'application de l'équation de quantité de mouvement et de l'énergie à la paroi. On véri�era
à titre d'exercice que les pro�ls se mettent sous la forme adimensionnelle suivante :

ũ =
u

Uext

=
3

2

(
y

δ

)
− 1

2

(
y

δ

)3

(18.12)

et
Θ =

T − Tp
Tf − Tp

=
3

2

(
y

δth

)
− 1

2

(
y

δth

)3

(18.13)
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Tab. 18.1 � Conditions aux limites pour u et T

y 0 δ δth

u 0 Uext -
∂u/∂y - 0 -
∂2u/∂y2 0 - -

T Tp - Text
∂T/∂y - - 0
∂2T/∂y2 0 - -

L'insertion des distributions 18.12 et 18.13 dans l'équation 18.9 conduit à :

(Tf − Tp)Uext
d

dx

{∫ H

0

[
1− 3

2

(
y

δth

)
+

1

2

(
y

δth

)3
]

(18.14)

∗
[

3

2

(
y

δ

)
− 1

2

(
y

δ

)3
]
dy

}
=

3α(Tf − Tp)
2δth

Pour solutionner l' intégrale de l'équation 18.14, il est nécessaire de se �xer qualitati-
vement le rapport des épaisseurs :

ζ =
δth
δ

Considérons dans un premier temps que la couche thermique est beaucoup plus mince que
la couche dynamique, donc que ζ � 1, ce qui, d'après la remarque plus avant, correspond
à un �uide avec un nombre de Prandtl supérieur à 1 (par exemple, l'eau, les huiles ...).
L'intégrant est alors nul pour y > δth et 18.14 donne :

d

dx

{
δ
(

3

20
ζ2 − 3

280
ζ4
)}

=
3α

2Uext

(
1

δζ

)
(18.15)

Puisque le rapport ζ est petit devant l'unité, il en est de même de ζ4 devant ζ2. On néglige
ζ4 dans l'équation 18.15 qui se simpli�e :

3

20

d

dx

(
δζ2

)
=

3α

2Uext

(
1

δζ

)
(18.16)

En convection forcée, rappelons le, le champ de vitesse gouverne le champ de température
mais est découplé de ce dernier. Nous sommes donc en droit d'appliquer la méthode inté-
grale séparément à l'équation de quantité de mouvement seule et de rechercher l'équation
qui exprime la variation de δ. Cette démarche a déjà fait l'objet d'une présentation au
paragraphe 9.3.5 du chapitre 16.2 de la Partie I. On véri�era que le choix d'un pro�l de
vitesse cubique conduit à la di�érentielle suivante :
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δ
dδ

dx
=

140

13

ν

Uext

(18.17)

La résolution du système d'équations 18.16 et 18.17 dont le détail est laissé à titre
d'exercice, fournit les expressions �nales suivantes :

δ =
4, 64√
Rex

(18.18)

et

δth =
[
0, 975

Pr
1
3

]
δ (18.19)

La première solution est à comparer aux résultats trouvés à la Partie I, pour des distribu-
tions de vitesse linéaires et du deuxième degré. Rex est le nombre de Reynolds basé sur
la distance x à partir du bord d'attaque.

Une approche en tout point semblable peut se mener quand la couche thermique
est nettement plus épaisse que la couche dynamique. Cette situation est typique des
écoulements de métaux liquides qui sont des �uides à très faibles nombres de Prandtl
( 0,003 à 0,07 ). Dans ce cas, le pro�l de vitesse est quasi uniforme et l'approximation
u(y) = Uext est tolérée dans l'équation intégrale de l'énergie 18.14. La solution prend la
forme suivante :

δth =
[
0, 610

Pr
1
2

]
δ (18.20)

D'une façon générale, à Rex �xé et pour une famille de �uides donnée, l'épaisseur
de la couche thermique diminue quand le nombre de Prandtl augmente. Une synthèse
qualitative du comportement relatif des deux types de couche limite est fournie à la
�gure 18.6

Fig. 18.6 � Comportement relatif des couches limites

18.2.3 Coe�cient d'échange convectif en régime laminaire

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer le coe�cient de transfert de chaleur.
Compte tenu de sa dé�nition 18.2 et du pro�l de température 18.13, il vient :

hx =
−kf ∂T

∂y

∣∣∣
p

Tp − Text
=

3

2

kf
δth

(18.21)
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En remontant à la relation 18.5, nous constatons qu' en régime laminaire, l'épaisseur ca-
ractéristique δ′ correspond aux 2/3 de δth. A l'aide des résultats 18.18, 18.19 et 18.20, nous
explicitons l'expression 18.21 en termes de nombre de Nusselt local pour les di�érentes
catégories de �uides :

� Gaz et liquides

Nux =
hxx

kf

= 0,332Pr
1
3 Re

1
2
x (18.22)

� Métaux liquides

Nux = 0,530 (PrRex)
1
2 = 0,53

√
Pex (18.23)

Les corrélations 18.22 et 18.23 expriment les valeurs locales du coe�cient d'échange
convectif le long de la plaque plane sur la base de la distance x comptée à partir du
bord d'attaque. Une conductance thermique moyenne de convection peut être dé�nie en
intégrant les distributions locales sur la longueur L de la plaque. Pour généraliser la
méthode, nous supposerons la fonctionnelle suivante :

h(x) = Cx−n

La valeur moyenne de h sur L s'exprime ainsi :

h =
1

L

∫ L

0
h(x)dx =

1

1− n
CL−n =

1

1− n
h(x = L) (18.24)

De ce fait, le nombre de Nusselt moyen ou global Nu sur L se calcule connaissant sa
distribution locale :

Nu =
1

1− n
Nu(x = L) (18.25)

Compte tenu de ces résultats, les corrélations de Nu découlent directement de 18.22
et 18.23 :

� Gaz et liquides

Nu =
hL

kf
= 0, 664Pr

1
3 Re

1
2
L (18.26)

� Métaux liquides

Nu = 1, 060 (PrReL)
1
2 = 1, 06

√
PeL (18.27)

Toute l'analyse ci-dessus se base sur l'hypothèse de propriétés de �uide constantes.
Quand l'écart de température entre le �uide et la paroi solide devient trop
important pour invalider cette condition, il est alors recommandé d'évaluer
les caractéristiques physiques du �uide (viscosité, conductivité et masse volu-
mique) à la température du �lm Tf donnée par la moyenne arithmétique entre
Text et Tp.

18.2.4 Equation de l'énergie dans la couche limite turbulente

Quand la valeur du nombre Reynolds local avoisine 200000 à 500000, l'écoulement
dans la couche limite perd son état ordonné et rentre dans le régime turbulent. Comme
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pour le champ de vitesse, la température en un point peut se décomposer en une valeur
moyenne dans le temps T et une composante �uctuante T ′ :

T = T + T ′

Avec,
T (t) =

1

tm

∫ t+tm

t
Tdt

où tm est la période de temps sur laquelle est déterminée la température moyenne et pour
laquelle la �uctuation thermique a une valeur moyenne nulle. En procédant de même pour
la vitesse et en substituant les deux décompositions u et T dans l'équation thermique 18.9
on en dérive son expression pour le régime turbulent :

u
∂T

∂x
+ ṽ

∂T

∂y
= α∇2T −

[
∂u′T ′

∂x
+
∂v′T ′

∂y

]
(18.28)

La densité de �ux de chaleur totale dans un écoulement turbulent comprend le terme
de di�usion laminaire et une contribution turbulente qui est la moyenne du produit des
�uctuations de vitesse et de température et qui est appelé le �ux de Reynolds par analogie
avec les contraintes de Reynolds (voir relation 10.10, Chapitre 10 de la Partie I). En
négligeant les termes dans la direction axiale, généralement faibles devant les termes
transversaux dans la couche limite, on en tire :

qy,tot = −ρfCpf
(
α
∂T

∂y
+ v′T ′

)

Le fondement de l'analogie qui repose sur l'hypothèse que le transport turbulent de
l'énergie s'e�ectue de la même manière que celui de la quantité de mouvement, nous
conduit à dé�nir une di�usivité turbulente :

qy,tot = −ρfCpf (α + αt)
∂T

∂y
(18.29)

Dans la région turbulente de la couche limite νt � ν et αt � α. On dé�nit le nombre
de Prandtl turbulent :

Prtur =
νt

αt

Contrairement au nombre de Prandtl Pr, caractéristique du �uide qui peut varier de
0,001 à 1000 suivant la substance, le nombre de Prandtl turbulent est plus fonction de
l'écoulement. En considérant que les échanges de quantité de mouvement et de chaleur
étaient de même grandeur dans un écoulement turbulent, Reynolds a implicitement sup-
posé Prtur = 1. Les études montrent que les valeurs numériques du nombre de Prandtl
turbulent sont comprises entre 1 et 2. Pour les gaz, il s'avère que pour une couche limite
sur la plaque plane l'hypothèse Pr ' Prtur est acceptable.

18.2.5 Coe�cient d'échange convectif en régime turbulent

En écoulement turbulent, l'étude analytique du développement de la couche limite
devient plus compliquée et dépend du modèle de turbulence choisi. Pour déterminer le
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coe�cient de transfert de chaleur, on a le plus souvent recours à l'expérience ou à l'ana-
logie avec le coe�cient de frottement. Cette dernière méthode est discutée au paragraphe
suivant. Pour la plaque plane, la corrélation de Whitaker est conseillée pour autant que
Rex soit supérieur à 200000 :

Nux = 0,029Pr0,43Re0,8
x (18.30)

La détermination de la valeur moyenne Nu est ici délicate : à moins d'être arti�ciel-
lement déclenchée par des générateurs de paroi, la couche limite turbulente est toujours
précédée par une couche limite laminaire dans laquelle les mécanismes de transfert de
chaleur sont corrélés di�éremment. Par conséquent, la moyenne devra être e�ectuée sur
deux régions distinctes, la première purement laminaire et la seconde complètement tur-
bulente. Simpli�ons le problème en acceptant que l'écoulement est laminaire sur la portion
0 ≤ x ≤ L`am et turbulent sur le prolongement L`am ≤ x ≤ L. Compte-tenu de la dé�ni-
tion de la conductance thermique moyenne sur L, nous sommes amenés à écrire :

h =
1

L

(∫ L`am

0
h`am(x)dx+

∫ L

L`am

htur(x)dx

]
(18.31)

Pour expliciter ces intégrales, on partira respectivement des corrélations 18.22 (�uides
classiques) pour h`am(x) et 18.30 pour htur(x). Intégration faite, on obtient la corrélation
du nombre de Nusselt global de plaque :

Nu = 0, 036Pr0,43
(
Re0,8

L −Re0,8
c

)
+ 0,664Pr

1
3 Re0,5

L (18.32)
où Rec est le nombre de Reynolds critique de transition, typiquement situé au environ

de 200000. La �gure 18.7 compare les prédictions du nombre de Nusselt moyen obtenues
selon les di�érentes corrélations. On remarque que, très rapidement quand le nombre
de Reynolds de la plaque s'élève, la corrélation mixte 18.32 se confond avec celle de
l'écoulement entièrement turbulent sur la longueur L, signi�ant que la contribution de la
portion laminaire devient insigni�ante et pourrait être négligée.

18.2.6 Analogie avec le Coe�cient de Frottement

Nous avons montré au chapitre 16.2 de la Partie I que le coe�cient de frottement
local Cf dans une couche limite laminaire est relié au nombre de Reynolds local par la
fonctionnelle suivante :

Cf (x) =
Cte√
Rex

(18.33)

La valeur numérique de la constante dépend de l'approche adoptée. La méthode inté-
grale fournit 0,58 pour un pro�l de vitesse supposé linéaire dans la couche limite, 0,73 pour
une distribution parabolique et 0,646 pour la variation cubique 18.12. Nous prenons la va-
leur de 0,664 qui correspond à la solution exacte de Blasius (relation 9.22, Chapitre 16.2,
Partie I).

Par ailleurs, la relation 18.22 peut se mettre sous une forme semblable à 18.33 en
divisant chacun de ses membres par PrRex :

Nux

PrRex

= Stx = 0,332Pr−2/3Re−0,5
x (18.34)
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Fig. 18.7 � Nombre de Nusselt moyen

Le groupement St, est appelé le nombre de Stanton :

St =
h

ρCpUext

Il compare la chaleur échangée par convection sous une di�érence de tempéra-
ture ∆T à la variation d'enthalpie qui serait advectée sous le même potentiel
thermique. Comme le coe�cient de frottement, ce nombre prend de faibles va-
leurs (≈ 0, 001). Ne nécessitant pas l'introduction d'une longueur de référence,
il est souvent utilisé pour modéliser le transfert de chaleur dans les phénomènes
d'aérodynamiques externes comme les vols supersoniques et hypersoniques ou
les techniques de refroidissement des aubes de turbines à gaz.

Les relations 18.33 et 18.34, identiques au nombre de Prandtl près, fournissent l'analogie
de Colburn :

StxPr2/3 =
Cf

2
(18.35)

Le résultat 18.35 a de nombreuses implications dans la recherche du coe�cient d'échange
par convection puisqu'il indique que h peut être directement déterminé par la mesure de
force sur une plaque où aucun transfert de chaleur prend place. A remarquer que l'inverse
est aussi vrai puisqu'une évaluation du transfert thermique local permet de remonter à la
valeur de la contrainte de cisaillement. Il s'avère que l'analogie se véri�e pour l'écoulement
turbulent sur la plaque plane. Ce résultat con�rme que les mécanismes de transport de
quantité de mouvement par e�et visqueux et d'échange thermique par di�usion sont liées
à la fois sur les échelles microscopiques et sur les échelles macroscopiques.
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18.3 Convection pour des objets ronds

Dans ce paragraphe, on s'intéresse à l'échange de chaleur entre un objet cylindrique
ou sphérique et le �uide s'écoulant autour. La géométrie du cylindre à section constante
placé dans un écoulement uniforme normal à son axe est d'abord discuté. Le cas de la
sphère est ensuite présenté.

18.3.1 Cas du cylindre

C'est une con�guration fréquemment rencontrée dans la pratique, notamment dans
les échangeurs à faisceaux de tubes. Néanmoins, la détermination de la force de traînée
comme du coe�cient d'échange demeure relativement di�cile de part la complexité de
l'écoulement au voisinage du cylindre. La �gure 18.8 schématise les di�érentes situations
qui peuvent être rencontrées selon la valeur du nombre de Reynolds du cylindre ReD =
DUext/ν.

Fig. 18.8 � Ecoulement autour d'un cylindre

Pour des valeurs de ReD proches de l'unité, les lignes de courant épousent la géométrie
circulaire en la contournant sans présenter aucune séparation. La description analytique
du mouvement du �uide en dehors de la couche limite est conforme à la théorie des
écoulements potentiels (voir paragraphe 9.2 du chapitre 16.2, Partie I). Le champ de
vitesse est donnée par la distribution de vitesse en coordonnées polaires, r,Θ :

V (r,Θ) = Uext sin Θ
(

1 +
D

2r

)
(18.36)

La variation angulaire de la pression sur le cylindre ( 2r = D) se déduit de l'application
de l'équation de Bernoulli (Eq. 9.11, chapitre 16.2, Partie I) et se traduit sous forme du
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coe�cient de pression :

CP =
2(P −Pe)

ρU2
ext

= 1− 4 sin2 Θ (18.37)

La distribution de pression fait apparaître deux maxima et deux minima symétri-
quement situés. Le premier maximum est placé au point d'attaque appelé aussi point de
stagnation ou d'impact frontal à Θ = 0o le second à l'opposé au point de fuite à Θ = 180o.
Quant aux minima, ils se positionnent dans le plan médian à Θ = 90o Θ = 270o. De par la
symétrie dans la répartition de P , la force de traînée que subit le cylindre ne dépend pas
des forces de pression ; elle est seulement due aux forces de frottement visqueux dans la
couche limite. A des nombres de Reynolds de l'ordre de 10, les forces d'inertie deviennent
appréciables et l'on voit naître deux petits tourbillons contrarotatifs �xes derrière le cy-
lindre où règne désormais une basse pression. A cause de cet écoulement de recirculation,
la distribution de pression subit une distorsion et la symétrie amont-aval est détruite. La
traînée de pression contribue maintenant pour environ 50% de la traîné totale. Quand
le nombre de Reynolds atteint la centaine, les tourbillons deviennent instables et se dé-
tachent alternativement pour former un sillage qui s'étale sur une longue distance. Cette
double rangée de grandes structures dites cohérentes et émises périodiquement est appe-
lée l'allée des tourbillons de von Karman. La fréquence d'émission f est reliée au
nombre de Strouhal Sr = fD/Uext qui est plus ou moins constant et de l'ordre de 0,2. La
traînée est dominée par les forces de pression. Dans la plage 1000 ≤ ReD ≤ 100000 la
traînée de frottement devient négligeable. Le coe�cient de traînée CD, force divisée par le
produit du maître couple et de la pression dynamique loin en amont, reste constant parce
que la couche limite se maintient en régime laminaire du bord d'attaque jusqu'au point
de séparation qui se situe entre Θ = 80 et 85o. Au delà de Re∗D = 105, valeur critique qui
dépend en fait du niveau de turbulence de l'écoulement libre, le niveau d'énergie cinétique
de l'écoulement est su�sant pour empêcher le décollement provoqué par le gradient de
pression adverse dû à la courbure des lignes de courant. La couche limite a la possibilité
de devenir turbulente en restant attachée au cylindre et le point de séparation se déplace
vers plus loin vers l'aval aux alentours de Θ = 130o.

On retrouve la signature de ces di�érents comportements de l'écoulement dans l'évolu-
tion du coe�cient d'échange de chaleur autour du cylindre dont quelques distributions
angulaires sont tracées à la �gure 18.9, le paramètre étant le nombre de Reynolds.

Le premier minimum de h(Θ) observé aux plus bas ReD dévoile l'apparition du dé-
collement aux environs de Θ = 80o. En amont de ce point de séparation on retrouve
des tendances semblables à celles observées sur la plaque plane, à savoir un maximum
au point de stagnation (Θ = 0o) suivi d'une décroissance de h due à l'augmentation de
l'épaisseur de la couche limite laminaire. Après le point de décollement, une augmentation
du coe�cient de transfert thermique se dessine. C'est une région de grande turbulence
contrôlée par le brassage provoqué par les tourbillons qui viennent balayer la paroi du
cylindre. Toutefois, il faut noter que les valeurs de h ne surpassent pas celle du point
d'impact. Aux plus grands nombres de Reynolds pour lesquels la couche limite laminaire
ne décolle pas, apparaissent deux minima. Le premier correspond à la transition du ré-
gime laminaire-turbulent ; l'écoulement change de nature, les mécanismes de transport
s'améliorent et l'échange thermique augmente pour atteindre un maximum au point où
la couche limite est totalement turbulente. De là, la conductance convective recommence
à chuter pour atteindre le second minimum vers Θ = 130o qui indique le décollement de
la couche limite turbulente. La remontée de h(Θ) qui suit résulte du mélange hautement
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Fig. 18.9 � Transfert de chaleur localsur le cylindre obtenu par Giedt

turbulent dans le sillage. Dans cette région, l'intensité de l'échange de chaleur peut être
supérieure à celle qui caractérise la zone de stagnation.

La nature compliquée des processus de décollement rend impossible le calcul analytique
du coe�cient de transfert de chaleur. On utilise le plus souvent le nombre de Nusselt global
qui représente la moyenne sur le périmètre du cylindre :

Nu =
1

π

∫ π

0
Nu(Θ)dΘ

La corrélation proposée par Whitaker qui s'applique aux gaz et aux liquides non métalli-
ques reprend bien les di�érentes évolutions de l'écoulement :

Nu =
(
0,4Re0,5 + 0,06Re

2
3

)
Pr0,4

(
µext

µp

)1
4

Elle s'accompagne du domaine d'applicabilité suivant :

40 ≤ Re =
UextD

νext

≤ 105

0, 67 ≤ Pr ≤ 300

0, 25 ≤ µext
µp
≤ 5, 2
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Les viscosités µext et µp sont respectivement calculées à la température Text et Tp.
La dépendance en

√
Re dénote de la contribution de la couche limite laminaire attachée

alors que celle en Re2/3 caractérise la contribution du sillage dans la zone arrière du
cylindre.

18.3.2 Cas de la sphère

L'écoulement autour d'une sphère présente de grandes similitudes avec celui autour du
cylindre. On retrouve qualitativement les mêmes comportements en fonction du nombre
de Reynolds. Il n'est donc pas étonnant d'aboutir à une expression corrélative pour le
nombre de Nusselt moyen de même facture :

Nusph = 2 + Nucyl

avec comme domaine

3, 5 ≤ Re ≤ 80000 , 0,7 ≤ Pr ≤ 380

1 ≤ µext
µp
≤ 3, 2

Les deux corrélations ne di�èrent que par la constante additive de 2 qui représente le seuil
de transfert par conduction pure. Démontrons ce fait. Considérons un objet sphérique
placé dans un �uide au repos. Il n'y aucune convection forcée ou naturelle. A vitesse de
�uide nulle, seule la conduction régit le transfert thermique. Le �ux de chaleur donné par
la loi de Fourier est uniquement radial :

Q = −4πr2kf
dT

dr

L'intégration de r = D/2 à r 7−→ ∞, permet de l'exprimer en fonction du potentiel
thermique (Tp − Text) et donc d'introduire le coe�cient de transfert de chaleur h ; on
obtient :

Q = 4πRkf (Tp − Text) = 4πR2h(Tp − Text)

D'où l'expression de h et de Nu pour un régime de conduction pure entre une sphère et
un �uide :

h =
kf
R

=⇒ Nu =
hD

kf

= 2

18.4 Convection dans des conduites

18.4.1 Régime thermohydraulique établi

Ecoulement laminaire

Un �uide incompressible aux propriétés physiques constantes s'écoule en régime lami-
naire permanent dans une conduite cylindrique à section constante. C'est l'écoulement de
Poiseuille étudié au chapitre 7 de la Partie I. Le champ de vitesse est de révolution et
entièrement déterminé par le pro�l de la composante u :
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u

Umax

= 1−
(
r

R

)2

(18.38)

R est le rayon de la conduite.
La chaleur dissipée par viscosité est supposée faible et donc négligée. Le tube est

uniformément chau�é (ou refroidi) tout au long de la paroi : la densité de �ux de chaleur
pariétal qp est donc constante et connue. En rejetant l'e�et, considéré minime, de la
conduction axiale, l'équation thermique du �uide se ramène à une formulation du type 18.8
écrite en coordonnées cylindriques x, r :

u
∂T

∂x
=
α

r

∂

∂r

(
r
∂T

∂r

)
(18.39)

Les conditions aux limites du problème sont :

∂T

∂r

∣∣∣∣∣
r=0

= 0 er −∂T
∂r

∣∣∣∣∣
r=0

=
qp
kf

(18.40)

On s'intéresse au régime thermique développé ce qui implique que les pro�ls de températu-
re adimensionnalisés sont invariants avec la distance axiale x à un accroissement général
près qui se calcule en évaluant la variation de la température moyenne sur une section
< T > :

ṁCp
d < T >

dx
= 0qp

d'où :
d < T >

dx
=

0qp
ṁCp

= constante

par conséquent :

∂T

∂x
= Co = constante (18.41)

L'introduction du pro�l de vitesse 18.38 et de la condition de pro�l établi 18.41 dans
l'équation 18.39 permet l'intégration dont les constantes sont déterminées par les deux
conditions aux limites 18.40. Le pro�l de température est donné par :

T − Tc =
CoUmaxR

2

4α

[(
r

R

)2

− 1

4

(
r

R

)4
]

(18.42)

Tc est la température sur l'axe du conduit.
Dans les écoulements internes, le coe�cient d'échange par convection est basé sur la

di�érence entre la température de paroi Tp et une température représentative de l'écou-
lement dans la section droite. La température de paroi Tp est obtenue en faisant r = R
dans l'expression 18.42 :

Tp = Tc +
3

16
.
UmaxR

2

α
Co

La température de section est la température moyenne < T > qui se déduit de la distri-
bution 18.42 selon la dé�nition suivante :

< T >=
1

πR2 < u >

∫ R

0
[u(r)T (r)] 2πrdr
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Rappelons que < u >= Uo = 0,5Umax (voir résultat 7.3 du chapitre 7, Partie I). Tous
calculs faits, on arrive à :

< T >= Tc +
7

96
.
UmaxR

2

α
Co (18.43)

Sur la base de ce potentiel thermique, le coe�cient de transfert de chaleur pour un
écoulement thermohydrauliquement développé dans un tube à �ux pariétal constant de-
vient :

h =
kf (∂T/∂r)|r=0

Tp− < T >
=

48

11

kf
D

(18.44)

Ce qui montre que le nombre de Nusselt correspondant basé sur le diamètre du tube est
indépendant du nombre de Reynolds :

Nuqp = 4,36 (18.45)

Pour une conduite à paroi isotherme, l'approche est semblable mais les calculs un peu plus
longs car ils impliquent une procédure itérative. Néanmoins, le résultat est qualitativement
semblable : on retrouve une conductance qui ne varie pas avec Re et dont l'expression
conduit à un nombre de Nusselt de valeur :

NuTp = 3,66 (18.46)

On retiendra qu'en régime laminaire, la nature de la condition thermique de paroi
modi�e la valeur du coe�cient d'échange mais que ce dernier est indépendant du nombre
de Reynolds.

Les relations 18.45 et 18.46 montrent que l'analogie avec le coe�cient de frottement
Cf va conduire à une formulation di�érente de celle établie par Colburn (relation 18.35).
En e�et, le nombre de Stanton s'écrit :

St =
Nu

RePr
=

Cte

RePr

et le coe�cient de frottement déterminé au chapitre 7 de la Partie I s'exprime par :

Cf =
16

Re

Ce qui nous conduit à :
StPr

Cf
= Cte (18.47)

Ecoulement turbulent

Une approche analytique comme celle menée pour le régime laminaire, n'est pas si
simple en écoulement turbulent : il est nécessaire dans une première étape de déterminer
le pro�l de vitesse (un exemple a été présenté au chapitre 10 de la Partie I) sur la base d'un
modèle de turbulence puis d'introduire un second modèle de di�usion turbulente pour la
recherche de la distribution de température. Il existe, cependant, une autre façon d'atta-
quer le problème : elle consiste à conjecturer, ce qui s'est avéré correcte dans l'ensemble
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des cas, que les transports de quantité de mouvement et de chaleur dans un écoulement
turbulent développé en conduite, s'e�ectuent au même taux. La densité de �ux de cha-
leur turbulent est exprimée par la relation 18.29. De la même manière, la contrainte de
cisaillement turbulente se traduit en terme de la viscosité turbulente. En ne prenant pas
en compte les contributions laminaires et en adoptant q positif quand la chaleur rentre
dans le �uide, la première écriture du postulat est :

τxr
ρ

= −νt
du

dr
=

q

ρCp
= αt

dT

dr
(18.48)

Il s'applique en tous points de la section et en particulier à la paroi. En introduisant le
fait que le nombre de Prandtl turbulent est unitaire la seconde écriture se résume à :

q

Cpτxr
=

qp
Cpτp

= −dT
du

= constante (18.49)

On intègre l'équation 18.49 entre la valeur moyenne et la valeur pariétale pour obtenir :

qpUo

Cpτp
= Tp− < T > (18.50)

En comparant le résultat 18.50 à la loi de Newton réécrite pour l'écoulement turbulent
dans un tube :

qp = h
(
Tp− < T >

)
on tire l'expression du coe�cient d'échange par convection présenté sous forme du nombre
de Stanton :

St =
h

ρCpUo
=

τp
ρUo2

(18.51)

Or, nous avons vu au chapitre 10 de la Partie I que le coe�cient de frottement,
contrainte de cisaillement à la paroi normée par la pression dynamique, est proportionnelle
au coe�cient de perte de charge λ et que ce dernier est relié au nombre de Reynolds d'un
tube lisse par la loi de Blasius ( formule 10.6 du chapitre 10 de la Partie I). En substituant
dans le dernier membre de la relation 18.51, l'expression de λ, il vient :

St =
NuD

ReDPr
=
λ

8
= 0,0395Re−0,25

D (18.52)

Cette relation, souvent référée à l'analogie de Reynolds, conduit au résultat �nal :

NuD = 0,0395Re
3/4
D (18.53)

Comme dans cette analyse, les coe�cients phénoménologiques de transport molécu-
laire n'ont pas été pris en considération, il est logique que la dépendance en Pr2/3 mis
en évidence par l'analogie de Colburn n'apparaisse pas dans la relation 18.53. En fait,
l'expérience montre qu'il y a un e�et du nombre de Prandtl et qu'une bonne corrélation
pour les écoulements turbulents développés et hydrauliquement lisses en conduite est :

Nu = 0,023Re0,8Pr0,4 (18.54)
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Pour le régime hydrauliquement rugueux, il est recommandé d'utiliser :

Nu =
0,5CfPe

1 +
√

0,5Cf (4,5Re0,2
Λ Pr0,5 − 8,48)

(18.55)

La corrélation 18.55 s'accompagne des conditions d'application suivantes :

Re ≥ 104

0, 5 ≤ Pr ≤ 10

0, 001 ≤ Λ̃ ≤ 0, 05

Avec
ReΛ =

Λu∗

ν

où Λ̃ est la rugosité relative de la paroi et u∗ la vitesse de frottement = √τp/ρ.

18.4.2 Régime thermique non développé

18.4.3 Ecoulement laminaire

Il existe des situations caractérisées par un écoulement hydrodynamiquement déve-
loppé alors que le pro�l de température continue d'évoluer. C'est le cas par exemple d'un
tube composé d'une portion isotherme ou adiabatique suivie d'une zone de chau�e ou
de refroidissement comme le schématise la �gure 18.10. Dans ces conditions, la couche
visqueuse commence par se développer pour envahir toute la section après une longueur
L. Dès que débute la portion avec transfert de chaleur, une couche thermique di�use dans
l'écoulement jusqu'à ce que la distribution de température soit établie pour une longueur
Lth. Le nombre sans dimension qui contrôle l'échange convectif dans un tel comportement
thermohydraulique est le nombre de Graetz :

Gz = RePr
D

L
= Pe

D

L

Fig. 18.10 � E�et d'entrée thermique

En particulier, la longueur d'établissement thermique dépend de sa valeur. Le tab-
leau 18.2 compare les valeurs normées de L et Lth pour le cas de l'écoulement laminaire,
di�érentes formes de conduite et les deux types de conditions aux limites pariétales.



182 CHAPITRE 18. CONVECTION FORCÉE

Tab. 18.2 � Longueurs d'établissement

Forme de L/DhRe Lth/DhPe
section qp et Tp

Cercle 0,056 0,043 et 0,033

Carré 0,09 0,066 et 0,041

Parois // 0,011 0,012 et 0,008

On conclut que les longueurs d'établissements hydrodynamique et thermique sont du
même ordre de grandeur. Le transfert de chaleur est calculé via la corrélation suivante :

Nu = Nu∞ + 1,86Gz
1
3

(
< µ >

µp

)0,14

(18.56)

Avec le domaine d'application suivant :

0, 48 ≤ Pr ≤ 16700

0, 0044 ≤ < µ >

µp
≤ 9, 75

Nu∞ est le nombre de Nusselt pour l'écoulement thermiquement développé.

18.4.4 Ecoulement turbulent

En écoulement turbulent, les mécanismes de di�usion sont plus prononcés et les ef-
fets d'entrée thermique disparaissent plus rapidement qu'en écoulement laminaire. La
�gure 18.11 trace les variations de la longueur d'établissement dans un tube lisse en fonc-
tion du nombre de Reynolds pour di�érents nombres de Prandtl.

Pour les métaux liquides, la corrélation s'exprime en fonction du nombre de Peclet :

Lth/Dh =
0, 04PeD

1 + 0, 002 ∗PeD

Les prédictions sont en bon accord avec les courbes de la �gure 18.11 dans la plage
190 < Pe < 1800.

Pour les �uides non métalliques, l'échange convectif peut être calculé par la corrélation
de al-Arabi :

Nu = Nu∞

[
1 +

1

(x/Dh)0,9Pr1/6

(
0,68 +

3000

Re0,81

)]

qui est valable pour x/Dh > 3, 500 < Re < 105 et 0, 7 < Pr < 75.
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Fig. 18.11 � Longueur thermique d'établissement pour un écoulement turbulent en tube
lisse

Pour les métaux liquides, la corrélation de Chen et Chiou est utilisée :

Nu =
[
4,5 + 0,0156Pe0,85

] [
1 +

7

x/Dh

+
2,8

x/Dh

ln

(
x/Dh

10

)]
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Chapitre 19

Convection Naturelle

La convection libre ou naturelle est la forme d'échange convectif la plus souvent ressen-
tie dans la vie courante. L'écoulement du �uide est provoquée par l'action d'une poussée
d'Archimède résultant d'une di�érence de masse volumique dans le �uide. Dans le cas du
transfert thermique, une di�érence de température est à l'origine de la variation de masse
volumique. Dans le cas du transfert de matière (traité à la Partie III), c'est le fruit d'un
champ de concentration non uniforme. Dans ce contexte, la force de volume considérée
est la force de pesanteur.

La masse volumique des gaz et des liquides dépend de la température. Généralement,
elle diminue avec l'élévation du niveau thermique : c'est le phénomène de dilatation du
�uide : ∂ρ/∂T < 0. De ce fait, il y aura toujours un gradient de masse volumique associé à
un gradient de température dans un �uide. Au contact d'un corps chaud, la température
du �uide croît localement près de la paroi du solide et sa masse volumique diminue. Le
�uide environnant à plus basse température va exercer une poussée vers le haut qui met
en mouvement la masse de �uide chaud. Celle-ci est systématiquement remplacée par une
arrivée d'air froid qui se réchau�e à son tour entretenant le mouvement. Une situation
en tous points similaires serait obtenue en présence d'un corps froid si ce n'est que les
courants convectifs se produiraient en sens inverses comme le précise la �gure 19.1.

Après une certaine distance, l'écoulement perd son caractère laminaire et devient tur-
bulent.

On distingue deux types de convection naturelle ; la convection externe qui se produit
sur des surfaces placées dans un environnement �uide libre et la convection con�née qui
s'établit dans des enceintes fermées, formées par des parois à températures di�érentes.
Les propriétés de ces deux familles de convection libre sont traitées successivement.

19.1 Convection naturelle externe

19.1.1 Plaque Plane Verticale

On se penche sur l'analyse théorique de l'écoulement laminaire en considérant la si-
tuation classique de la plaque plane positionnée verticalement dans un �uide dont la
température est plus basse que celle de la paroi solide. Les schémas a et c de la �gure 19.1
présentent le problème physique. L'objectif est de décrire le comportement thermohy-
draulique (ou thermoaéraulique) du �uide en contact avec la plaque plane. Les champs de
vitesse et de température sont intimement couplés et une seule couche limite se développe

185
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Fig. 19.1 � Convection libre ou naturelle

le long de la plaque. La température Tp est supérieure à la température du �uide Tf au
loin de la plaque ; un mouvement ascendant du �uide en résulte. Les écarts de tempéra-
ture restent modérés et toutes les propriétés physiques peuvent être supposées constantes.
Considérons dans un premier temps la portion où l'écoulement possède un comportement
laminaire permanent. Les équations fondamentales qui décrivent le transport de quantité
de mouvement et de chaleur dans le �uide sont l'équation de conservation de la masse,
l'équation du mouvement de Navier-Stokes et l'équation de l'énergie. Les di�érences de
température vont induire des variations locales de la masse volumique qui restent d'ampli-
tudes su�samment faibles pour ne pas être prises en compte dans l'équation de continuité :

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (19.1)

Par contre, elles sont à l'origine de la force de volume extérieure, source motrice du
phénomène, et doivent être retenues dans l'équation de quantité de mouvement. Nous
sommes de nouveau en présence d'un problème de couche limite sur une surface plane ;
seule la composante suivant le mouvement principal Ox présente un caractère non trivial :

ρf

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= −∂P

∂x
+ µ

∂2u

∂y2
− ρfg (19.2)

En e�et, l'écriture mathématique de la quantité de mouvement suivant Oy se résume à
∂P/∂y = 0. La variation d'enthalpie du �uide et le transport par conduction transversale
sont les deux termes qui constituent l'équation de l'énergie ; la chaleur dissipée par e�et
visqueux étant quasi inexistante eu égard aux faibles niveaux de vitesse d'un écoulement
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en convection libre :
ρfCpf

(
u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

)
= k

∂2T

∂y2
(19.3)

Pour déterminer le gradient de pression suivant l'axe Ox, on se place sur le bord de la
couche limite. En ce lieu y = δ, la composante u de la vitesse est nulle, la masse volumique
est égale à celle du �uide au loin de la paroi ρf = ρext et l'équation 19.2 précise que :

∂P

∂x
= −ρextg (19.4)

Cette égalité nous permet d'apporter une écriture modi�ée des forces extérieures :

−ρfg −
∂P

∂x
= (ρext − ρf ) g (19.5)

Le changement de masse volumique est reliée à la variation de température par le coef-
�cient de dilatabilité ou d'expansion thermiquedu �uide β :

β = − 1

ρf

(
∂ρf
∂T

)
P

En exprimant cette dérivée par un rapport de di�érences �nies, ∆ρ et ∆T on montre
que le terme moteur du mouvement qui porte le nom de force d'Archimède, s'exprime
comme suit :

−ρfg −
∂P

∂x
= −βρf (Text − T ) g (19.6)

L'équation de quantité de mouvement 19.2 prend la forme �nale :

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= gβ (T − Text) + ν

∂2u

∂y2
(19.7)

Si le �uide est un gaz parfait, on complète le système d'équations par la loi constitutive :

P = ρ<T

Dans ce cas, le coe�cient β devient une simple fonction de la température Text :

β =
(ρext/ρf )− 1

T − Text
=

(T/Text)− 1

T − Text
=

1

Text
≡ [K]

En ce qui concerne les liquides, la valeur de β est généralement données dans les tables
des propriétés physiques.

La normalisation des équations thermohydrauliques fait apparaître les nombres sans
dimension qui gouvernent le phénomène. Pour ce faire, il est important de bien sélec-
tionner les normes des grandeurs géométriques et physiques. La coordonnée axiale x est
rapportée à la longueur de la plaque. La coordonnée transversale est réduite par l'épaisseur
de la couche limite δ. La température adimensionnelle s'obtient en utilisant le potentiel
thermique Θ = (T −Text)/(Tp−Text). Il n'y a pas à proprement parler de norme de vitesse
bien dé�nie étant donné que le champ extérieur est à vitesse nulle et que l'écoulement
évolue tout au long de la plaque ; on pose arbitrairement Uo vitesse de référence suivant
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Ox qu'il s'agira de déterminer par la suite et Vref son équivalente dans la direction Oy.
L'équation normée de la conservation de la masse est :

Uo

L

[
∂ũ

∂x̃

]
+

Vref

δ

[
∂ṽ

∂ỹ

]
= 0 (19.8)

Les dérivées sont de l'ordre de un et la norme de vitesse suivant la direction transversale
véri�e l'approximation Vref ≈ Uoδ/L. Faisant usage de cette relation, la forme adimen-
sionnelle de l'équation de quantité de mouvement est :[

ũ
∂ũ

∂x̃

]
+

[
ṽ
∂ũ

∂ỹ

]
=

Gr

Re2
[Θ] +

1

Re

[
∂2ũ

∂ỹ2

]
(19.9)

Avec Re = UoL/ν et Pe = RePr
Un nouveau nombre sans dimension apparaît dans l' équation normée du mouvement.

Il s'agit du nombre de Grashof Gr :

Gr =
gβL3 (Tp −Text)

ν2
(19.10)

Il compare l'e�et de �ottaison produit par la force motrice d'Archimède à l'e�et résistif
induit par le cisaillement visqueux. Il est proportionnel à l'écart de température et varie
comme le cube de la longueur suivant laquelle se fait le mouvement. En convection libre, le
nombre de Grashof joue un rôle identique à celui qu'a le nombre de Reynolds en convection
forcée ; de ce fait, il contrôlera le passage du laminaire au turbulent et l'intensité des
échanges de chaleur. Pour s'en convaincre il su�t de prendre pour vitesse de référence
Uo = gβ(Tp −Text)L

2/ν et de constater que Gr ≡ Re.
Dans le cas général, d'une convection mixte produite par la combinaison d'un écoule-

ment forcé, caractérisé par une vitesse Uo connue, et d'un mouvement induit par des
e�ets thermiques, l'équation 19.9 indique que si :

1. Gr/Re2 ∼= 1, les e�ets des convections libre et forcée sont du même ordre de
grandeur. Le nombre de Nusselt dépendra des trois nombres adimensionnels Re,
Gr et Pr. Ce point est abordé en �n de chapitre.

2. Gr/Re2 � 1, l'échange thermique est essentiellement dû à la convection forcée et
Nu = Nu(Re,Pr) (voir chapitre 18).

3. Gr/Re2 � 1, l'écoulement est le résultat de la convection naturelle et Nu =
Nu(Gr,Pr)

Dans le cas d'une convection libre laminaire sur une paroi verticale, la recherche de
la corrélation de Nusselt peut être entreprise au moyen de la méthode intégrale. La dé-
marche est identique à celle décrite en détails au paragraphe 18.2.2 du chapitre 18 sur
la convection forcée ; aussi seules les grandes lignes sont reprises ci-après. La méthode se
porte successivement sur la quantité de mouvement et l'énergie.

� Equation de la quantité de mouvement
Rappelons que l'intégrale de 0 à δ de la dérivée particulaire de la vitesse se combine avec
l'équation de continuité pour faire disparaître la composante transversale de vitesse :

d

dx

(∫ δ

0
u2dy

)
=
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−ν ∂u
∂y

∣∣∣∣∣
y=0

+ gβ
∫ δ

0
(T − Text) dy (19.11)

� Equation de l'énergie
Elle est la même que l'équation 18.9 de convection forcée (chapitre 18).

d

dx

[∫ δ

0
u (T − Text) dy

]
= − α∂T

∂y

∣∣∣∣∣
y=0

(19.12)

Le choix approprié des pro�ls de vitesse et de température nécessaires à la méthode
intégrale se base sur des considérations physiques. La distribution transversale de T doit
être représentée par une fonction monotone de Tp à Text et assurer un gradient nul à y = δ
(pas de �ux conductif). Un polynôme du second degré su�t pour remplir ces conditions.
Le pro�l de température adimensionnel se présente sous la forme :

Θ =
T − Text
Tp − Text

=
(

1− y

δ

)2

(19.13)

Quant à la vitesse, sa description mathématique doit simuler la présence d'un maximum
dans la couche limite comme le précise la �gure 19.1.c. Pour représenter une telle situation
on choisit une cubique dont les quatre coe�cients imposent quatre conditions. Trois sont
évidentes ; ce sont successivement, la condition d'adhérence à la paroi, l'état du �uide au
repos et pas de cisaillement à y = δ. La quatrième découle de l'application de l'équation
de quantité de mouvement 19.7 à la paroi où u = v = 0 et T = Tp :

∂2u

∂y2
= −gβ

ν
(Tp − Text) (19.14)

Moyennant ces quatre conditions, le pro�l de vitesse adimensionnel devient :

u

Ux

=
y

δ

(
1− y

δ

)2

(19.15)

La norme Ux varie localement avec x par le biais de l'épaisseur de la couche limite :

Ux ∝
gβ (Tp −Text) δ

2(x)

4ν
(19.16)

La substitution des pro�ls 19.13 et 19.15 dans les formes intégrales 19.11 et 19.12 fournit
deux équations di�érentielles ordinaires gouvernant l'évolution axiale des deux variables
Ux et δ :

� Equation de la quantité de mouvement
d

dx

(
U2

xδ
)

= 35gβ (Tp − Text) δ − 105ν
Ux

δ
(19.17)

� Equation de l'énergie
d

dx
[Uxδ] = 60

α

δ
(19.18)

Pour résoudre ces deux équations, on postule que la variation de Ux et δ est en puissance
de x :

Ux(x) = C1xa et δ(x) = C2xb (19.19)
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Selon la relation 19.16, on sait que a = 2b. L'introduction des fonctions 19.19 dans 19.17
et 19.18 donne a = 1/2 et b = 1/4 et conduit aux résultats suivants qu'on demande de
démontrer à titre d'exercice :

Ux =
5,17ν

√
Gru√

0,952 + Pr
.x0.5 (19.20)

Et

δ =
3, 93 (0, 952 + Pr)0,25

√
PrGr0,25

u

x0,25 (19.21)

Ce faisant, on introduit le nombre de Grashof unitaire basé sur l'unité de longueur :

Gru =
gβ (Tp −Text)

ν2
.13

En convection naturelle, l'épaisseur de la couche limite croît comme la racine qua-
trième de la distance comptée à partir du bord d'attaque alors qu'en convection forcée la
dépendance est en racine carrée. La vitesse typique est d'autant plus faible que le nombre
de Prandtl est grand ; elle augmente avec la racine carrée du potentiel thermique ( de
Gru).

Moyennant la connaissance du pro�l de température, on est à même de déterminer le
coe�cient de transfert de chaleur et le nombre de Nusselt locaux ; ce qui donne :

h(x) =
2kf
δ

et Nux =
h.x

kf

= 2
x

δ

Soit après remplacement de δ par sa valeur :

Nux =
0,508

√
Pr

(0,952 + Pr)0,25 .Gr0,25
x (19.22)

où Grx est le nombre de Grashof local :

Grx =
gβ (Tp −Text)

ν2
x3

En convection naturelle laminaire sur une plaque plane verticale à température constante,
le nombre de Nusselt local varie comme la puissance 1/4 du nombre de Grashof local ce
qui signi�e que la conductance thermique décroît avec la même puissance de x.

Dans les applications d'ingénierie, on est plus généralement concerné par le nombre de
Nusselt moyen sur l'ensemble de la plaque tel que dé�ni au chapitre 18 (relation 18.25) :

Nu =
1

L

∫ L

0
Nuxdx =

4

3
Nux=L

D'où

Nu =
0, 677

√
Pr

(0, 952 + Pr)0,25 .Gr0,25
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Tab. 19.1 � Cas de la plaque verticale isotherme

Régime Ra C n

Laminaire 104-109 0,59 1/4

Turbulent 109-1013 0,10 1/3

Corrélations expérimentales en laminaire et turbulent

Des études expérimentales sur la convection naturelle en régime laminaire et turbulent
ont été menées pour les cas d'une plaque plane isotherme et à �ux de chaleur constant.
L'ensemble des résultats peuvent se corréler sous la forme générique du nombre de Nusselt
moyen en fonction d'un seul groupe adimensionnel, le nombre de Rayleigh qui est en
convection libre le pendant du nombre de Peclet dé�ni en convection forcée :

Ra = GrPr =
gβ (Tp −Text) L3

να

Et
Nu = CRan (19.23)

Le tableau 19.1 précise les valeurs de la constante C et de l'exposant n pour le cas de la
paroi isotherme. Les couches limites laminaire et turbulente sont considérées. Le nombre
de Grashof critique de transition est de 10 9. Il est intéressant de remarquer qu'en régime
turbulent, l'exposant de 1/3 souligne que la valeur de h est indépendante de la longueur
L.

Le tableau 19.2 se rapporte à la plaque verticale à �ux de chaleur pariétal qp constant.
Le nombre de Rayleigh prend une autre dé�nition :

Ra = GrPr =
gβ~qpL4

kfν2
Pr

La transition se passe pour Gr = 2.1013 mais on note que la corrélation ne change pas
de façon signi�cative du laminaire au turbulent.

Estimons l'ordre de grandeur de la conductance thermique en convection naturelle.
� Exercice 1. Dans un premier exemple on considère le problème du pare-feu vitré
de 1 m de haut et 1 m de large placé devant une cheminée d'appartement. A l'état
stationnaire, le verre spécial atteint une température de 230 oC et la pièce est à 24
oC . Les propriétés physiques de l'air sont calculées à la température du �lm Tf =
(230 + 24)/2 + 273 = 400K. La dilatabilité est de 0,0025 1/K. Les tables fournissent
ρf = 0, 8826 kg/m3, kf = 0, 03365 W/moC , µf = 22, 86 mPa.s et Pr = 0,689.
Le nombre de Rayleigh global vaut 5,2.10 9. Le régime est turbulent et d'après le
tableau 19.1, la corrélation appropriée est Nu = 0, 1Ra1/3. La valeur de Nu est
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Tab. 19.2 � Cas de la plaque verticale à qp constant

Régime Ra C n

Laminaire 105-1011 0,75 1/5

Turbulent 2.1013-1016 0,645 0,22

environ 173 et le coe�cient d'échange convectif vaut h = 5, 83W/m2.oC . Le �ux de
chaleur évacué vers l'ambiance est donné par Q̇ = 5, 83 ∗ (230 − 24) ∗ 1 ∗ 1 = 1200
W.

� Exercice 2. Pour illustrer la situation d'une paroi à �ux constant on recherche les
performances d'échange thermique entre un mince panneau de 3m de haut et 1,5 m
de large et l'air environnant. Le panneau est bien isolé sur sa face arrière et peint
en noir sur sa face avant qui est exposée à une densité de �ux solaire de 600 W/m 2.
Toute l'énergie rayonnée est absorbée par ce capteur solaire qui, nous le supposons
bien qu'une partie soit émise, la dissipe sous forme de convection naturelle dans l'air
ambiant à 27oC . Dans ce problème, la température de la paroi et la conductance
thermique ne sont pas connues. La méthode est donc itérative. On commence par
se donner une estimation de h, disons 6 W/m2 sur la base de l'expérience acquise
lors de l'exercice précédent. On calcule une première valeur de la température du
panneau au moyen de la loi de Newton : Tp = 27+600/6 = 127 oC . La température
du �lm serait donc : Tf = 0, 5∗(127+27) = 77 oC . Les propriétés de l'air évaluées à
cette température sont β = 0, 00285 1/K, kf = 0, 030 W/moC , νf = 20, 76 mm2/s
et Pr = 0,697. La valeur du nombre Ra adapté aux conditions de �ux constant
est 7,3*1013. La convection est turbulent. Au tableau 19.2 on trouve C = 0, 645 et
n = 0, 22 ce qui conduit à un nombre de Nusselt global de 724 et une conductance
thermique h = 7, 24 W/m2.oC . Avec cette valeur du coe�cient d'échange on calcule
les nouvelles températures du panneau et du �lm �uide. On obtient Tp ' 110oC et
T̃f = 68, 4oC . Puisque les propriétés physiques du �uide ne vont pas beaucoup
changer entre les deux valeurs de Tf , une seconde itération n'est pas nécessaire.

Ces deux exercices montrent que le coe�cient de transfert de chaleur en convection natu-
relle reste faible : Il faut au mieux s'attendre à des valeurs de l'ordre de 5 à 10 W/m 2.oC .
Il sera opportun de comparer ces taux d'échange avec ceux obtenus par rayonnement
thermique (voir chapitre 20).

19.1.2 Plaque plane horizontale

La forme corrélative est encore du type 19.23. Les valeurs numériques des coe�cients
dépendent de l'orientation de la plaque, des conditions de paroi et du régime de l'écoule-
ment.
Le tableau 19.3 résume l'ensemble des résultats. Pour une plaque chaude orientée vers
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Tab. 19.3 � Cas de la plaque horizontale isotherme

Orientation Régime Ra C n

Face chaude ⇑ Laminaire 105 - 2.107 0,54 1/4
Face froide ⇓

Turbulent 2.107 - 1010 0,14 1/3

Face chaude ⇓ Laminaire 105 - 1010 0,27 1/4
Face froide ⇑

Tab. 19.4 � Cas de la plaque horizontale à qp constant

Orientation Régime Ra C n

Face chaude ⇑ Laminaire < 2.108 0,13 1/3
Turbulent 5.108 - 1011 0,16 1/3

Face chaude ⇓ 106 - 1011 0,58 1/5

le bas, le régime reste laminaire ce qui est attendu car cette con�guration est de nature
stable puisque le gradient de température est contraire à la pesanteur et devrait favoriser
la strati�cation ; ce sont les mouvements d'échappatoire du �uide aux extrémités de la
plaque qui provoquent la convection dans ce cas. Les caractéristiques du transfert de cha-
leur pour une paroi horizontale à �ux constant sont listées au tableau 19.4. L'exposant 1/3
pour le cas de la face chaude orientée vers le haut indique que le coe�cient convectif ne
varie pas localement et est indépendant de la longueur de la plaque. Par contre l'exposant
1/5 pour la face chaude orientée vers le bas suggère que le régime est toujours laminaire.

19.1.3 Cylindre horizontal et sphère

Pour ces con�gurations, les nombres sans dimension sont basés sur le diamètre du
corps :

NuD = CRan
D

Le tableau 19.5 reprend les valeurs du coe�cient et de l'exposant de la corrélation. On
observe une nette variation de ces paramètres avec le nombre de Rayleigh. Pour la sphère,
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Tab. 19.5 � Cas du cylindre horizontal

Ra C n

10−10-10−2 0,675 0,058
10−2-102 1 0,148
102-104 0,85 0,188
104-107 0,48 0,250
107-1012 0,125 0,333

on utilise la corrélation suivante qui inclut le facteur 2 dû à la conduction pure :

NuD = 2 + 0, 5Ra0,25
D

Pour
3.105 < RaD < 8.108

19.2 Convection naturelle con�née

La convection naturelle dans des espaces con�nés ou fermés intervient dans un grand
nombre de problèmes industriels et d'ingénierie ainsi que dans la vie courante. Comme
exemples sont cités le refroidissement des composants électroniques, l'évacuation naturelle
de chaleur dans les procédés de stockage en génie nucléaire, l'optimisation des doubles
vitrages, l'isolation par calorifuges poreux, les collecteurs solaires mais aussi comment
chambrer le vin !

La con�guration typique de la convection libre en milieux con�nés est la lame de
�uide emprisonnée entre deux parois parallèles de longueur L séparées par un espacement
e. Deux situations au comportement di�érent peuvent se présenter.

Dans la première, les plaques sont verticales et de températures di�érentes. La seconde
concerne le volume de �uide limité par deux plaques planes horizontales, celle du bas étant
à température plus élevée.

19.2.1 Parois planes verticales

La lame de �uide est contenue entre deux longues plaques verticales respectivement à
température T1 et T2. Imaginons que les deux extrémités soient fermées par des cloisons
adiabatiques comme le montre la �gure 19.2. Le nombre de Grashof caractéristique du
comportement thermohydraulique de ce système est communément basé sur la distance e
entre plaques :

Gre =
gβ (T1 −T2) e3

ν2

La �gure 19.2 passe en revue les di�érents types d'écoulements rencontrés quand Gre aug-
mente progressivement. Aux petites valeurs du nombre de Grashof, les courants convectifs
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sont très faibles voire inexistants, l'échange de chaleur s'e�ectue par conduction pure et le
pro�l de température est linéaire. En maintenant une formulation sous forme de nombre
de Nusselt, on obtient :

q = kf
(T1 − T2)

e
= h (T1 − T2)

Soit, en régime conductif :

Nue =
he

kf

= 1

Avec l'augmentation de Gre, la force motrice d'Archimède prend le meilleur sur la
force résistive de viscosité. Au delà d'un seuil critique Gr∗e, une circulation convective
s'établit dans la cavité. Pour mieux cerner les aspects physiques du problème, on com-
mence par considérer le cas des grandes valeurs du nombre de Grashof. Supposons l'écart
de température ∆T12 = T1−T2 constant. L'espacement entre plaque est large, une couche
limite ascendante sur la plaque chaude (T1) et pareillement une couche limite descendante
(T2) sur la face froide se développent sans interférer. L'écoulement de retour aux extrémi-
tés est complexe et n'entre pas en ligne de compte dans la présente discussion. Entre ces
deux écoulements, le �uide est au repos et la température est uniforme (�gure 19.2). Le
nombre de Grashof est important et une seule cellule convective laminaire ou turbulente
existe. Pour cette con�guration, le facteur de forme ou d'allongement L̃ = L/e in�uence
l'échange convectif.

Fig. 19.2 � Convection naturelle en cavité verticale

Si au même ∆T12, les plaques sont proches, les valeurs de Gre redeviennent modérées
car e est petit et l'interaction des couches limites empêche leur développement naturel sur
toute la hauteur. L'écoulement est alors composé de cellules convectives bien distinctes
comme si l'espace entre plaques était virtuellement cloisonné par des entretoises hori-
zontales. La �gure 19.2 schématise cet écoulement cellulaire. Dans ce cas, il n'y a moins
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Tab. 19.6 � Lame de �uide verticale

Fluide Ra C n m

Gaz < 2000 1 0 0
2000-2.105 0,197 1/4 -1/9
2.105-107 0,073 1/3 -1/9

Liquide 104-107 0,45 1/4 -0,3
106-109 0,046 1/3 0

d'in�uence de L̃ sur le nombre de Nusselt. Pour exprimer le transfert de chaleur qui s'éta-
blit entre les deux plaques, on introduit un coe�cient de conductibilité équivalente ou
e�ective ke tel que :

q12 =
ke
e

∆T12 =⇒ Nue =
ke

kf

Les études montrent que ce coe�cient se corrèle bien avec le nombre de Rayleigh et le
facteur d'allongement :

Nue =
ke

kf

= CRan
e L̃m (19.24)

Le tableau 19.6 rassemble les valeurs des exposants et du coe�cient C selon la nature du
�uide et le régime d'écoulement. On retiendra que le seuil critique de convection arrive
pour Ra∗e = 2000.

� Exercice 3 Evaluons l'ordre de grandeur de cette conductibilité apparente. On
considère une lame d'air de 15 mm d'épaisseur emprisonnée entre deux parois ver-
ticales maintenues respectivement à 23 oC et 24oC . Ces valeurs de température
conduisent aux mêmes propriétés physiques que pour l'exercice ci-dessus concernant
la plaque verticale seule : elles permettent de faire une comparaison des coe�cients
d'échange entre les deux situations. Le nombre de Rayleigh vaut à peu près 17500
et, compte tenu des informations fournies au tableau 19.6, le calcul du nombre de
Nusselt donne 2,26 ; soit une conductibilité équivalente d'environ deux fois celle de
l'air.

19.2.2 Parois planes horizontales

La cavité est maintenant placée horizontalement. Si la température de la paroi infé-
rieure est plus basse que la température de la plaque supérieure, le �uide le plus dense
se situe au-dessous et la strati�cation est stable. Il n'y a pas de mouvement induit et
l'échange de chaleur est purement conductif ; Nue = 1. C'est une situation bien connue
dans l'atmosphère lorsqu'il y a le phénomène d'inversion. Des nappes d'air chaud bloquent
d'autres plus froides au sol. Le brouillard qui se forme dans les couches en altitude arrête le
rayonnement solaire et renforce le phénomène en empêchant le réchau�ement des couches
basses. Par contre, une situation instable existe si le �uide est chau�é par le bas. Au seuil
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Tab. 19.7 � Lame de �uide horizontale

Fluide Ra C n

Gaz < 1700 1 0
1700 - 7000 0,059 0,4
7000 - 3,2.105 0,212 1/4
>3,2.105 0,061 1/3

Liquide 1700 - 6000 0,012 0,6
6000 - 3,7.104 0,375 0,2
3,7.104-108 0,13 0,3
>108 0,057 1/3

d'un nombre de Rayleigh critique de 1700, se déclenche une instabilité convective qui se
caractérise par la formation de rouleaux parallèles, contigus, contrarotatifs et de section
quasi circulaire dont le diamètre est très voisin de l'espacement entre plaques ; ce sont les
cellules de Rayleigh-Bénard schématisées à la �gure 19.3.

Fig. 19.3 � Convection naturelle en cavité horizontale

Le transfert thermique se traduit par une corrélation de la forme 19.24 dont les para-
mètres sont précisés au tableau 19.7.

19.3 Convection mixte

Comme nous l'avons soulevé au début du chapitre, un certain nombre de situations
pratiques implique un transfert convectif qui résulte de la combinaison des deux modes
de convection en particulier quand un �uide est sou�é à basse vitesse sur une surface très
chaude ou très froide. Dans ce cas, les corrélations d'échange thermique font intervenir le
nombre de Grashof et le nombre de Reynolds. En particulier pour les écoulements dans
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les tubes ReD est remplacé par le nombre de Graetz pour prendre en compte les e�ets
d'entrée comme l'indique la relation de Brown et Gauvin :

NuD = 1,57
(
GzD + 0,012

[
GzDGr

1/3
D

]4/3)1/3
(
< µf >

µp

)0,14



Chapitre 20

Le Rayonnement Thermique

Ce chapitre aborde un mode de transfert d'énergie thermique qui contrairement à la
conduction et la convection ne nécessite aucun support matériel, solide ou �uide, entre
les milieux qui participent à l'échange de chaleur.

20.1 Généralités

Le rayonnement thermique fait partie de l'ensemble des échanges d'énergie qui s'éta-
blissent à distance entre corps par ondes électromagnétiques. Dès que la température
d'un corps excède le zéro absolu, l'agitation moléculaire qui règne en son sein se traduit
par un rayonnement électromagnétique porteur d'énergie calori�que. Cette transforma-
tion d'énergie se fait aux dépens d'une partie de l'énergie interne et se caractérise par une
émission dont le spectre s'étend sur l'intervalle des longueurs d'onde 0, 3 ≤ λ ≤ 1000µm.
Il se situe pour sa plus grande partie dans le domaine de l'infrarouge comme l'indique
la �gure 20.1. Conventionnellement, le spectre de l'infrarouge se subdivise lui-même en
infrarouge proche ≈ 0,75µm à 25 µm et infrarouge lointain , de 25 µm à 1000µm.

On prendra soin de distinguer le rayonnement thermique des autres formes d'émission
d'énergie par rayonnement comme la �uorescence, la phosphorescence, l'électrolumines-
cence, la chimioluminescence et la triboluminescence par exemple.

Tout milieu-solide, liquide ou gaz est à la fois une source et un récepteur. Il émet vers
et reçoit des autres corps qu'il voit un rayonnement thermique et ce sans interruption.

Le rayonnement peut être décomposé en radiations monochromatiques dé�nies par
leur fréquence f = Cλ. C est la vitesse de propagation des ondes dans l'espace traversé.
Elle est reliée à la célérité de la lumière dans le vide, Co = 2,998.108 m/s, par l'indice
de réfraction n du milieu traversé ; C = Co/n. La rigueur veut de rapporter les grandeurs
monochromatiques à leur fréquence, car seule cette propriété demeure constante lors de
la propagation dans des milieux d'indices de réfraction di�érents comme par exemple les
systèmes semi-transparents non homogènes. Cependant, en ingénierie thermique où la
plupart des transferts radiatifs se font entre surfaces séparées par de l'air dont l'indice n
est proche de l'unité, l'habitude a été prise de se référer à la longueur d'onde.

Di�érentes descriptions théoriques du rayonnement thermique ont été proposées. Cer-
taines reposent sur la théorie ondulatoire de Maxwell et de Lorentz, d'autres sur la théorie
corpusculaire de Planck et de Einstein ou sur leur synthèse réalisée par la mécanique on-
dulatoire de de Broglie. Le plus simplement on considère que l'onde est portée par une
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Fig. 20.1 � Le spectre électromagnétique

particule neutre de masse nulle, le photon, qui transporte une énergie :

Eph =
h̄Co
nλ

(20.1)

h̄ est la constante de Planck = 6,626.10−34 J.s. On constate que le rayonnement thermique
sera d'autant plus porteur d'énergie calori�que que sa longueur d'onde sera petite (donc
sa fréquence élevée). Ainsi, toute chose gardée, une radiation d'ultra-violet sera plus éner-
gétique qu'une émission d'infrarouge. Comme ordre de grandeur on retiendra qu'un corps
chau�é à plus de 1000 oC produit un rayonnement thermique dans la plage du proche
infrarouge alors que le rayonnement solaire avec sa température équivalente de 5800 oC et
avant la traversée de l'atmosphère, est compris pour la majorité entre 0,1 et 4 µm avec
son maximum situé sur la longueur d'onde du vert, λvert = 0,5 µm.

Par ailleurs, la relation 20.1 indique que la transmission de chaleur par rayonnement
est (quasi) instantanée (≈ vitesse de la lumière) par opposition aux autres modes qui
s'accompagnent d'une certaine inertie.

20.2 Réception du rayonnement par un corps

D'une façon générale, quand une énergie rayonnante, l'éclairement E, atteint un
milieu matériel, elle se divise en trois parties qui sont illustrées à la �gure 20.2 ; une
fraction est ré�échie, une autre est transmise en traversant le milieu sans altération et la
troisième est absorbée. Cette répartition énergétique se traduit en termes de coe�cients de
ré�ectivité %λ, de transmittivité τλ et d'absorptivité aλ. Leur valeur dépend de la nature,
de l'état de surface et de la température du corps récepteur mais aussi de la longueur
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d'onde de la radiation incidente. Pour s'en souvenir on s'en tiendra à la comparaison avec
la feuille d'une plante qui absorbe le rouge et ré�échit le vert ; éclairée en lumière rouge,
elle apparaîtra noire. La feuille a un coe�cient d'absorption maximum pour le rouge et
nul pour le vert.

Fig. 20.2 � Répartition de l'énergie rayonnante

La ré�ectivité monochromatique est la propriété que possède le milieu à ré�échir l'éclai-
rement Eλ dans la bande λ et λ+ dλ

%λ =
qr,λ

Eλ

Le coe�cient de transmittivité monochromatique est le quotient du �ux transmis au �ux
total pour la longueur d'onde considérée :

τλ =
qt,λ

Eλ

L'absorptivité monochromatique est la proportion d'énergie incidente sous λ qui est ab-
sorbée par le milieu.

aλ =
qa,λ

Eλ

Tous ces coe�cients sont bornés par 0 et 1 et le bilan énergétique s'exprime simplement
par :

aλ + τλ + %λ = 1 (20.2)

Un milieu totalement transparent au rayonnement thermique est appelé corps diather-
mane ; sa transmittivité est unitaire. C'est le cas du vide mais aussi dans certaines propor-
tions de l'air sec et l'air humide sur de faibles distances. Un milieu qui s'oppose totalement
au passage de l'énergie rayonnante est un corps opaque ou athermane ; sa transmittivité
est nulle.

Un corps idéal qui, à toutes les températures et quelle que soit λ, absorbe toute le
rayonnement incident est appelé corps noir :

Corps Noir aλ = 1
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Bien que quelques corps se rapprochent assez bien de cette substance, aucun ne répond
rigoureusement à cette propriété. Certains noirs de fumée dont l'absorptivité varie peu
autour de 0,98 pour λ allant de 1 µm à 25 µm, des peintures mais aussi la peau humaine ont
un comportement proche de celui du corps noir. Par contre on peut réaliser arti�ciellement
un tel corps avec une cavité percée d'une faible ouverture. La �gure 20.3 en schématise le
principe ; l'énergie radiante qui va pénétrer à l'intérieur de la cavité va subir une multitude
de ré�exions et d'absorptions de sorte que la fraction qui en ressort est extrêmement faible.
L'ouverture de la cavité se comporte pratiquement comme un corps noir.

Fig. 20.3 � Cavité corps noir

Les corps pour lesquels à une température donnée, l'absorptivité monochromatique
est indépendante de la longueur d'onde sont nommés corps gris. Ces corps absorberont
de la même manière toutes les radiations thermiques monochromatiques :

Corps Gris aλ = a

20.3 Grandeurs énergétiques d'une source

20.3.1 Dé�nitions

Les grandeurs physiques relatives à l'ensemble du spectre thermique sont dites totales
par opposition à monochromatiques . De même, les radiations qui concernent l'ensemble
des directions de l'espace, seront appelées hémisphériques par opposition à directionnelles .

� Le �ux total Q̇ exprimé en [W] désigne la puissance émise par une source dans
tout l'espace où elle rayonne.

� L'intensité totale directionnelle Iox de la source est la portion du �ux dQ̇ox

rayonné dans un angle solide δΩ entourant une direction donnée Ox comme le
supporte la �gure 20.4. Cette quantité s'exprime en Watt par stéradian :

Iox =
dQ̇ox

dΩ
≡

[
W
sr

]
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L'axe Ox est repéré par l'angle θ qu'il fait avec la normale ON à la surface élémen-
taire dS du corps.

� L'émittance totale est le �ux par unité de surface de la source ; c'est la densité de
�ux émise par le corps dans l'ensemble des directions ( emissive power en anglais) :

M =
dQ̇

dS
≡

[
W
m2

]

� La luminance totale suivant Ox d'une source d'aire dS est l'intensité Iox rapportée
à l'aire apparente dS ′ = dS cos θ de la surface émettrice dans cette direction (voir
�gure 20.4-b)

Lox =
Iox

dS cos θ
≡

[
W
m2sr

]

Fig. 20.4 � Propriétés géométriques d'une surface radiante

20.3.2 Loi de Lambert

Il existe des corps qui émettent uniformément dans l'espace. La source est di�use et
l'émission isotrope. Ces corps sont appelées surfaces lambertiennes. Dans ce cas, la
luminance totale est indépendante de la direction ; ce qui permet d'écrire à l'appui de la
�gure 20.4 :

L = Lox =
Iox

dS cos θ
=
Ion

dS

soit la loi de Lambert (ou loi du cosinus)

Iox = Ion cos θ (20.3)

Ion étant l'intensité totale suivant la normale. En partant de ces expressions, on peut
calculer l'émittance d'une émission lambertienne en intégrant la densité de �ux rayonnée
sur l'angle solide hémisphérique (2πsr) :

M = L
∫
hémisp

cos θdΩ = πL (20.4)
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20.4 Lois du rayonnement thermique

Le rayonnement thermique est principalement décrit par cinq lois de base. La loi de
Planck donne l'émittance monochromatique du corps noir Mo

λ. Les deux lois de Wien
fournissent respectivement l'abscisse et la valeur du maximum de Mo

λ dans le spectre. La
loi de Stefan-Boltzmann fournit l'émittance totale du corps noir. La loi de Kirchho� fait
apparaître l'équivalence entre l'absorption et l'émission d'un milieu.

20.4.1 La loi de Planck

A partir de considérations thermodynamiques, on montre que le corps noir est l'émet-
teur parfait qui rayonne le maximum d'énergie calori�que à chaque température et lon-
gueur d'onde. L'émittance spectrale de cet étalon de rayonnement est régie par la loi de
Planck :

Mo
λ =

2πh̄C2λ−5

exp
(

h̄C
κbλT

)
− 1

(20.5)

T est la température absolue du corps (degré Kelvin) et κb la constante de Boltzmann
= 1,3805.10−23 J/K. Dans la pratique courante, quand le milieu où se propage le rayon-
nement peut être assimilé à un environnement diathermane, on utilise la forme concise
suivante :

Mo
λ =

C1λ
−5

exp
(

C2

λT

)
− 1

(20.6)

Les deux constantes physiques ayant pour valeurs respectives C1 = 3, 7415.10−16 W.m2

et C2 = 0, 014388 mK. Une représentation graphique de cette loi est proposée à la �-
gure 20.5.

Chaque courbe est une isotherme ; elle représente la quantité d'énergie rayonnée par le
corps noir à cette température pour la longueur d'onde considérée. Toutes passent par un
maximum situé à λmax qui dépend de la température. L'énergie émise croît rapidement
aux courtes longueurs d'onde et décroît lentement pour les grands λ. Lorsqu'un matériau
s'échau�e, il commence par émettre de l'infrarouge aux basses températures. Aux environs
de 500oC et dans une ambiance obscure, les premières radiations visibles apparaissent ;
elles sont rouges. Si la température du corps continue à augmenter des rayonnements à
des longueurs d'onde plus courtes viennent s'ajouter pour �nalement produire une lumière
blanche, superposition de toutes les radiations monochromatiques du spectre visible.

La �gure 20.5 fait aussi remarquer que la partie utile du spectre solaire ( T ≈ 5800 K et
λ = 4µm ) ne recouvre pratiquement pas le spectre rayonné par les corps de température
peu supérieure à l'ambiante (T ≈ 300 K). Cette propriété permet de réaliser l'e�et de
serre et le captage de l'énergie solaire par les collecteurs thermiques.

20.4.2 Les lois de Wien

En dérivant la loi de Planck 20.6 par rapport à λ et en cherchant la condition qui
annule cette dérivée, on aboutit à la première loi de Wien qui montre que l'émittance
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Fig. 20.5 � Emittance monochromatique d'un corps noir

maximum se déplace vers les faibles longueurs d'onde quand la température augmente :

λmax =
2898

T
en [µm (20.7)

En substituant ce résultat dans la relation de Planck, on tire la valeur de Mo
max,λ. C'est

la deuxième loi de Wien :

Mo
max,λ = 4,0948.10−12T5 (20.8)

Ces deux lois corroborent bien le fait soulevé plus avant, que les ondes courtes corres-
pondant à des températures plus élevées (Eq 20.7) seront plus énergétiques (Eq. 20.8).

Dans les applications où les niveaux de température avoisinent l'ambiance ( ' 20 oC),
le pic d'émittance se situe aux alentours de 10 µm. Par contre si le procédé implique des
intensités thermiques plus élevées, disons un millier de degrés, alors la longueur d'onde
du �ux maximal tombe vers 2 µm. Ce comportement guide le choix des détecteurs des
caméras de thermographie infrarouge.

20.4.3 La loi de Stefan-Botlzmann

La loi de Planck intégrée sur la totalité du spectre rayonné conduit à l'expression de
l'émittance totale du corps noir :

Mo =
∫ ∞

0
Mo

λdλ = σT4 (20.9)
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Tab. 20.1 � Valeurs de l'émissivité totale normale

Matériau ε totale normale
9,3 µm 5,4µm 3,6µm
38oC 260oC 538oC

Aluminium Poli 0,04 0,05 0,08
Cuivre Poli 0,04 0,05 0.18
Oxydé 0,87 0,83 0,77

Acier Poli 0,15 0,18 0,22
Argile 0,9 0,7
Brique rouge 0,93
Papier 0,95
Verre Pyrex 0,94 0,95 0,85
Noir de Fumée 0,96
Peau humaine 0,98

Où σ est la constante de Stefan-Boltzmann, dont l'expression théorique est :

σ =
2C1π

5

15C4
2

= 5, 6696.10−8 W/m2K4

L'émittance totale que rayonne le corps noir dans une bande spectrale λ1 -λ2 se calcule
en intégrant la relation 20.6 entre ces deux bornes. De cette façon, en considérant le soleil
comme un corps noir, on peut évaluer le pourcentage de l'énergie solaire émise dans le
visible (de 0,4 à 0,8 µm). Les intégrales tabulées dans les ouvrages sur le rayonnement
thermique (voir liste des références) indiquent que 46% de l'émittance totale du soleil se
situe dans le spectre visible.

20.4.4 Emission des corps réels

Les propriétés émissives des corps réels sont caractérisées par rapport à celles du corps
noir pour les mêmes température et longueur d'onde. L' émittance, totale ou monochro-
matique, d'une substance quelconque est obtenue à l'aide d'un coe�cient ε nommé émis-
sivité qui sera totale, monochromatique, hémisphérique ou directionnel selon le problème
traité :

ελ =
Mλ

Mo
λ

et ε =
M
Mo

(20.10)

Le coe�cient d'émissivité des substances naturelles est toujours inférieur à l'unité. Seul
le corps noir, par dé�nition, possède une valeur de ελ =1. Les di�érentes études (qui
se poursuivent à l'heure actuelle) sur l'émissivité des matériaux ont mis en évidence la
dépendance de ε avec la nature physico-chimique du corps, son état de surface (lisse ou
rugueux), sa température ainsi que la direction et la longueur d'onde de la radiation inci-
dente. Des valeurs typiques d'émissivité totale dans la direction normale sont présentées
au tableau 20.1. Pour les métaux non oxydés, l'émissivité croît légèrement avec la tem-

pérature et lorsque λ diminue. Très sensible à la direction de l'émission, elle devient plus
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importante pour les directions rasantes à la surface comme l'indique la �gure 20.6. Les
matériaux bons conducteurs d'électricité (le cuivre par exemple) rayonnent beaucoup plus
d'énergie aux grandes valeurs de l'angle azimutal. Ainsi, une bille de cuivre incandescente
apparaîtra plus brillante sur sa périphérie et sombre au centre alors que pour les maté-
riaux diélectriques, le comportement sera opposé. En e�et, ces derniers ont une émissivité
directionnelle plus ou moins constante excepté pour les directions près de l'horizontale où
elle chute sensiblement (voir �gure 20.6). Les diélectriques ont un comportement proche
de celui des corps lambertiens dont l'émission est purement di�use (indépendante de
la direction).

Fig. 20.6 � Emissivité directionnelle de matériaux

Les évaluations des échanges radiatifs entre corps réels conduisent très souvent à des
calculs complexes quand on veut prendre en compte l'e�et de la température, de la lon-
gueur d'onde et de la direction. Toutefois, il faut savoir que la rugosité tend à rendre toutes
les surfaces di�usantes et que l'oxydation d'un matériau électrique peut lui conférer des
propriétés radiatives de diélectriques. Aussi, dans la pratique l'ingénieur trouve souvent
l'opportunité de travailler sur des substances caractérisées par une émissivité simple ; c'est
le cas des corps gris qui, on le verra plus après, se dé�nissent par une émissivité totale ε
et pour lesquels, l' émittance est donnée par :

M = εσT4 (20.11)

20.4.5 Loi de Kirchho�

Pour démontrer la loi de Kirchho�, on s'intéresse au comportement thermique d'un
petit objet situé dans une enceinte fermée noire parfaitement isolée de l'extérieure ; le
schéma de la �gure 20.7 dessine la situation. Quand l'équilibre thermique est atteint, tout
le système est à température uniforme et il y a égalité stricte entre le �ux émis et le
�ux absorbé par la petite surface dS dans la direction Ox. Si, de plus, on admet que
ces rayonnements sont uniformément répartis dans l'espace hémisphérique autour de dS
c'est-à-dire que l'éclairement et l'émission sont tous deux di�us, alors la loi de Kirchho�
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qui traduit le bilan thermique, énonce que l'absorptivité et l'émissivité monochromatiques
de l'objet doivent être égales :

ελ = aλ (20.12)

Fig. 20.7 � Equilibre radiatif entre corps et enceinte

Bien que cette relation ait été déduite de considérations thermodynamiques, l'expé-
rience con�rme qu'elle reste encore valable en dehors de conditions d'équilibres mais uni-
quement pour le cas monochromatique (directionnel ou hémisphérique). La loi de Kir-
chho� ne s'étend pas au rayonnement total émis et absorbé par un corps. Pour s'en
convaincre, il su�t d'écrire l'expression de ces deux grandeurs totales pour un corps A :

� Absorptivité totale

a =

∫∞
0 aλEλ(T)

E

� Emissivité totale

ε =

∫∞
0 ελMo

λ(T)

σT 4

L'absorptivité totale dépend du corps A jouant le rôle de récepteur mais aussi de la nature
et la température du corps émetteur par l'intermédiaire de l'éclairement reçu (composition
spectrale) alors que l'émissivité de A va dépendre uniquement de la nature du corps A et
de sa propre température. Dès lors, une démarche satisfaisante consistera à prendre a en
correspondance avec la température et la bande spectrale du rayonnement incident et ε
sur la base de la propre température du corps.

D'une façon générale, on retiendra que a, contrairement à ε, n'est pas une propriété
intrinsèque de la substance rayonnante et qu'en général a 6= ε. Cependant, il existe deux
exceptions à cette règle. La première concerne le corps noir :

Corps noir a = ε = 1 (20.13)

La deuxième se rapporte aux corps gris : leur comportement radiatif est indépendant de
la longueur d'onde :

Corps gris a = ε (20.14)
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20.5 Echange radiatif entre corps noirs

Le problème de l'échange radiatif entre corps noirs est à la base de la formulation du
transfert de chaleur par rayonnement thermique. On considère la situation schématisée
à la �gure 20.8. Deux surfaces noires S1 et S2 maintenues à des températures uniformes
mais di�érentes T1 et T2 rayonnent mutuellement l'une vers l'autre. La surface S1 émet un
�ux total hémisphérique Q̇1 dont seule une fraction F12 arrivera sur S2. Ce fait s'exprime
comme suit :

Q̇12 = F12Q̇1 = F12Mo
1S1

Le même raisonnement peut s'appliquer à la surface S2 dont seule une fraction F21 de
son rayonnement atteindra S1 :

Q̇21 = F21Q̇2 = F21Mo
2S2

F12 et F21 sont des nombres sans dimension appelés facteurs de forme ou facteurs
d'angle respectivement de S1 vers S2 et vice et versa.

Déterminons l'expression F12 à titre d'exemple. Pour ce faire écrivons le �ux contenu
dans l'angle solide élémentaire dΩ1 issu de dS1 et sous lequel est vue la petite surface dS2 :
d'après les dé�nitions des grandeurs d'une source rayonnante (voir paragraphe 20.3.1)on
obtient :

d2Q̇12 = Lo1dS1 cos θ1dΩ1

La théorie des angles solides nous donne :

dΩ1 = (dS2 cos θ2)/r2

En faisant appel à la loi de Lambert (=⇒ Lo1 = Mo
1/π) et en intégrant sur les deux

surfaces on en tire l'expression du �ux émis par S1 vers S2 :

Q̇12 =Mo
1

∫
S1

∫
S2

cos θ1 cos θ2dS1dS2

πr2
(20.15)

La relation 20.15 fait directement ressortir le facteur de forme F12 :

F12 =
1

S1

∫
S1

∫
S2

cos θ1 cos θ2dS1dS2

πr2
(20.16)

C'est une grandeur essentiellement géométrique qui de dépend que de l'arrangement
relatif des deux objets dans l'espace. Le calcul de F21 se fait de la même manière. Il
conduit au résultat suivant :

F21 =
1

S2

∫
S1

∫
S2

cos θ1 cos θ2dS1dS2

πr2
(20.17)

De la comparaison de 20.16 et 20.17 ressort la relation fondamentale de réciprocité :

F12S1 = F21S2 (20.18)

Le �ux net Q̇net12 échangé entre les deux surfaces, est le bilan entre l'énergie émise par
S1 vers S2, ce qui correspond à une perte énergétique pour S1 mais un gain pour S2, et
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Fig. 20.8 � Echange entre deux surfaces noires

l'énergie reçue par S1 venant de S2, ce qui devient un gain pour S1 mais est une perte
pour S2 :

Q̇net12 = Q̇12 − Q̇21 = F12S1Mo
1 −F21S2Mo

2

Toutes substitutions faites, il vient

Q̇net12 = F12S1σ
(
T4

1 −T4
2

)
= F21S2σ

(
T4

1 −T4
2

)
(20.19)

Le �ux net de S1 vers S2 est positif quand la température T1 est supérieure à T2. La
surface 1 émet plus d'énergie vers la surface 2 qu'elle n'en reçoit de cette dernière. Cela
présuppose qu'il existe un autre mécanisme de transfert de chaleur et/ou une source
interne qui l'alimente en énergie nécessaire pour tenir un échange radiatif en maintenant
sa température à T1.

Si le problème porte sur une disposition à N parois noires de surface Sj (j = 1 à N)
formant une enceinte fermée, le calcul du �ux total rayonné par une surface Si et absorbé
par toutes les autres y compris elle-même si sa forme est concave, donne :

Q̇i =
j=N∑
j=1

Q̇ij =
j=N∑
j=1

FijQ̇i = Q̇i

j=N∑
j=1

Fij

d'où on conclut que la somme des facteurs de forme d'une enceinte fermée est unitaire :

j=N∑
j=1

Fij = 1 (20.20)

Chaque surface de la cavité étant isotherme à la température Tj, on peut rechercher
le �ux net échangé entre la surface Si et ses voisines. C'est le bilan entre le �ux total émis
Q̇i et la somme des �ux venant des autres surfaces :

Q̇neti = Q̇i −
j=N∑
j=1

Q̇ji

En décomposant les di�érents termes et en retenant l'identité 20.20, on aboutit à :

Q̇neti =
j=N∑
j=1

SiFij

(
Mo

i −Mo
j

)
=

j=N∑
j=1

Q̇net
ji
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soit encore

Q̇neti =
j=N∑
j=1

SiFijσ
(
T4

i −T4
j

)
(20.21)

En appliquant la relation 20.21, on retiendra que le facteur de forme Fii n'existe que si la
surface Si est concave.

20.6 Echanges radiatifs entre surfaces grises opaques

20.6.1 La radiosité d'une surface rayonnante

Dans cette approche, les surfaces sont supposées grises opaques et lambertiennes. Une
surface S reçoit un éclairement E uniformément réparti dont une partie est absorbée et
l'autre ré�échie. En vertu des relations 20.2 et 20.14, on a :

a = ε = 1− %

La densité de �ux qui est rayonnée par S est la somme de son émittance et de la partie
de l'éclairement ré�échie ; cette grandeur s'appelle la radiosité J :

J = εMo + %E = εMo + (1− ε)E (20.22)

La densité de �ux nette qp perdue par S est la di�érence entre l'émission et l'absorption :

qp = εMo − aE = ε (Mo − E) (20.23)

En éliminant soit E soit εMo de la combinaison des relations 20.22 et 20.23, on arrive
à :

qp =
ε

1− ε
(Mo − J ) = J − E (20.24)

La densité de �ux nette que perd la surface S est la di�érence entre sa radiosité et son
éclairement.

20.6.2 Enceinte à N surfaces grises

Reprenons le problème de l'enceinte fermée constituée de N surfaces que l'on considère
grises et opaques. La densité de �ux tombant sur une surface Si est l'éclairement Ei qui
provient des émissions combinées de toutes les autres surfaces (y compris elle-même si sa
forme est concave) :

Ei =
j=N∑
j=1

FijJj

La surface Si ré�échit une densité de �ux qr donnée par :

qr = (1− εi)
j=N∑
j=1

FijJj

d'où une densité totale de �ux rayonnée ou radiosité égale à :

Ji = εiMo
i + (1− εi)

j=N∑
j=1

FijJj
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que l'on réécrit préférentiellement sous la forme suivante en introduisant l'indice de Kro-
necker :

j=N∑
j=1

[δij − (1− εi)Fij]Jj = εiMo
i = εiσT4

i (20.25)

La formulation 20.25 constitue un système algébrique de N équations qui relient les di�é-
rentes radiosités inconnues de l'enceinte entre elles via les facteurs de forme, les émissivités
et les températures des parois isothermes. Si certaines parois sont caractérisées par un �ux
imposé, l'équation 20.25 ne peut s'appliquer ; le bilan thermique doit alors être formulé en
égalant la densité de �ux nette perdue par la surface Si, maintenant connue puisqu'impo-
sée, à la radiosité diminuée de la densité de �ux arrivant des autres surfaces. En utilisant
à nouveau l'indice de Kronecker, l'écriture devient :

j=N∑
j=1

[δij −Fij]Jj = qp
i (20.26)

Ce qui représente aussi un système algébrique linéaire en termes de radiosité. Lorsque
les Ji sont déterminés, il est su�t de remonter soit aux �ux nets (si inconnus) soit aux
températures (si inconnues) des di�érentes surfaces par le biais de la relation 20.24 que
l'on rappelle ci après :

qp =
ε

1− ε
(σT4 − J )

� Exercice
On illustre cette méthode en traitant le problème de l'enceinte parallélépipédique simulant
un four électrique schématisé à la �gure 20.9.

Fig. 20.9 � Chambre d'un four parallélépipédique
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Les surfaces rayonnantes sont au nombre de trois : S1 est la sole du four à la tem-
pérature T1 et S2 la voûte chaude à la température T2. Ces deux parois sont supposées
isothermes. Les quatre autres murs, composés de matériaux réfractaires, sont considérés
adiabatiques à la température uniforme T3 (inconnue) ; ils forment la surface S3. Dans
cette géométrie, on doit remarquer les égalités suivantes :

F12 = F21 et F13 = F23 = 1−F12

F32 = F31 et F33 = 1− (F31 + F32)

L'application de la relation 20.25 aux surfaces S1 et S2 dont les températures sont imposées
(donc connues), fournit :

J1 − (1− ε1)(F12J2 + F13J3) = ε1σT4
1

J2 − (1− ε2)(F21J1 + F23J3) = ε2σT4
2

Pour la surface S3 dont le �ux net imposé est nul, la relation 20.26 conduit à :

−F31J1 −F32J 2 + J3(1−F33) = 0

qui, avec l'égalité des facteurs de forme notée ci-dessus devient :

J3 =
J1 + J2

2

Par conséquent, le problème consiste à résoudre un système de trois équations algébriques
linéaires à trois inconnues. On terminera l'exercice en calculant les trois radiosités et la
température T3 pour les conditions suivantes : T1 = 1000oC , ε1 = 0, 8, T2 = 1500oC et
ε2 = 0, 9. Les dimensions du four sont de 1m par 1m par 5m.

20.6.3 Schémas Analogiques

Le �ux net d'une surface grise lambertienne exprimé par la relation 20.24 s'interprète
facilement en termes d'analogie électrique. Si l'on remet cette relation sous la forme sui-
vante,

Q̇net = (Mo − J )/
1− ε
Sε

on remarque que le �ux s'assimile très bien au courant électrique produit par une di�érence
de potentiel (Mo − J ) placée aux bornes d'un circuit comprenant une résistance (1 −
ε)/(Sε). La �gure 20.10-a schématise le circuit. De même, le �ux net rayonné entre deux
surfaces 1 et 2 peut être représenté à l'aide du schéma analogique de la �gure 20.10-
b. En e�et, le �ux total quittant S1 est S1J1 et la partie atteignant S2 est F12S1J1.
Réciproquement celle venant de S2 et arrivant sur S1 est F21S2J2. Compte-tenu de la
relation de réciprocité 20.18, le �ux net échangé entre les deux surfaces est donc :

Q̇net
12 = S1F12 (J1 − J2)

ce qui se traduit bien par le circuit de la �gure 20.10.
Le schéma complet est obtenu en combinant les deux circuits élémentaires et en conser-

vant comme di�érence de potentiel Mo
1 −Mo

2. Le résultat est fourni à la �gure 20.11.
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Fig. 20.10 � Schémas analogiques élémentaires

Fig. 20.11 � Schéma analogique complet

� Exercice : Quel est le schéma analogue pour une enceinte à trois surfaces grises ?.
Qu'advient-il si les émissivités des surfaces tendent vers 1 ?

L'approche du schéma analogique est puissante pour établir rapidement les expressions
du �ux net pour des systèmes géométriques plus ou moins complexes. A titre d'illustration,
on va exploiter l'analogie reproduite à la �gure 20.11. La technique habituelle de résolution
des problèmes ohmiques conduit au résultat suivant :

Q̇net12 =
Mo

1 −Mo
2

1−ε1
ε1S1

+ 1
S1F12

+ 1−ε2
ε2S2

Si les deux surfaces sont des plans parallèles in�nis respectivement à la température T1 et
T2, il s'en suit que S1 = S2 et F12 = 1 et la relation ci-dessus devient :

q12net =
σ (T 4

1 − T 4
2 )

1
ε1

+ 1
ε2
− 1

Si les deux surfaces sont des cylindres concentriques très longs, alors F12 = 1 et on a :

q12net =
σ (T 4

1 − T 4
2 )

1
ε1

+ S1

S2

(
1
ε2
− 1

)
Imaginons que la surface du cylindre extérieur devienne très grande. Le rapport S1/S2

tend vers 0 et la relation se simpli�e en :

q12net = ε1σ
(
T 4

1 − T 4
2

)
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La conclusion pratique est qu'une surface de très grande dimension devant une
autre sera perçue par cette dernière comme un corps noir .
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Chapitre 21

Conservation de l'énergie

21.1 Introduction

L'énergie totale d'un �uide en mouvement se compose de di�érentes contributions qu'il
faut correctement identi�er pour établir un bilan exact. L'énergie totale est la somme
des énergies interne et cinétique. Ces dernières vont évoluer selon les interventions et
les intensités des transferts thermiques et des puissances des forces internes ou externes
agissant dans et sur le volume �uide considéré. Dans la première partie du chapitre,
on établit les équations sous leur forme locale. La seconde partie présente l'approche
macroscopique qui conduit aux écritures intégrales des équations et demande la dé�nition
du système global à modéliser.

Après avoir formulé la conservation de l'énergie totale, l'accent est placé sur l'établis-
sement de l'équation de l'énergie mécanique : on discute la transformation réversible ou
irréversible de l'énergie mécanique en chaleur et on souligne la concordance avec le se-
cond principe de la thermodynamique en dégageant directement les équations de l'énergie
interne et de l'entropie.

21.2 Formulation locale

Dans un problème de �uide en mouvement, l'évaluation des transferts thermiques et
des puissances des forces agissantes demande la détermination des grandeurs caractéris-
tiques de l'écoulement, à savoir le champ de vitesse ( u, v et w), la pression P , la tem-
pérature T et , dans certaines situations, la masse volumique du �uide ρ. Pour résoudre
ce problème à six inconnues, il nous faut compléter les équations de Navier-Stokes (Cha-
pitre 6, Partie I) du mouvement par l'équation de la conservation de l'énergie. Comme
relation constitutive de fermeture entre P , ρ et T , nous retiendrons la relation thermody-
namique décrivant l'état du �uide.

21.2.1 Premier principe de la thermodynamique

L'équation de la conservation de l'énergie découle directement de l'application du
premier principe de la thermodynamique à des �uides en mouvement. On considère une
succession de petites transformations ouvertes entre deux états d'équilibre. On identi�e
un domaine �uide de volume Vol et de surface S comme schématisé à la �gure 21.1. En

217
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Fig. 21.1 � Transport d'énergie dans le volume �uide

le suivant dans son mouvement, on énonce que le taux de variation élémentaire de son
énergie totale ET , c'est-à-dire la somme de l'énergie interne EI et de l'énergie cinétique EC ,
est égale à la somme de la chaleur Q̇ reçue par unité de temps et de la puissance fournie
au système par l'action des forces extérieures Ẇe, soit :

D
Dt

[EI + EC ] = Q̇+ Ẇe (21.1)

Cette relation se tient en admettant que l'énergie interne du �uide en mouvement est celle
du �uide au repos et s'exprime en fonction de P et T . Exprimons les di�érents termes de
l'équation 21.1 en considérant que le �uide est un milieu d'une seule espèce.

21.2.2 Energie totale

Posons eI et eC les énergies interne et cinétique par unité de masse. En intégrant sur
le domaine �uide, nous avons :

D
Dt

[EI + EC ] =
D
Dt

∫
Vol

[eI + eC] ρdVol

Soit son équivalence en substituant eC par sa valeur 1/2~V 2 :

DET =

Dt
D
Dt

[EI + EC ] =
D
Dt

∫
Vol
ρ
[
eI +

1

2
~V2
]
dVol

Puisque nous suivons le domaine �uide dans son mouvement, la relation précédente est
une intégrale de masse (voir Partie I, Chapitre 6 5 en particulier Equation 6.29) qui peut
tout aussi bien s'écrire :

DET =

Dt

∫
Vol
ρ
D
Dt

[
eI +

1

2
~V2
]
dVol (21.2)
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21.2.3 Quantité de chaleur

La quantité de chaleur apportée (au sens algébrique + ou -) par unité de temps au
domaine �uide identi�able est égale à l'énergie calori�que traversant sa surface S par
le mécanisme de conduction augmentée de tout apport calori�que en chaque point à
l'intérieur du domaine dû à tout autre moyen tel qu'une réaction chimique, l'absorption
ou l'émission d'un rayonnement électromagnétique, l'e�et Joule etc... Ces contributions
peuvent se rassembler sous le label de source ou puits thermique par unité de volume Q̇v.

Q̇ = −
∫
S
~q.~ndS +

∫
Vol
Q̇vdVol

Où ~n est la normale extérieure à la surface S. On applique le théorème de la divergence
pour transformer l'intégrale de surface en une intégrale de volume :

Q̇ = −
∫
Vol

[
∇.~q − Q̇v

]
dVol (21.3)

21.2.4 Puissance des forces extérieures

Nous avons vu dans la Partie I du cours que les forces extérieures se scindaient en deux
familles ; les forces de surface et les forces de volume ( ou de masse). Il va s'en dire que
les travaux, évalués par unité de temps, de ces deux types de force vont a�ecter l'énergie
totale du domaine �uide. Ce sont des termes de puissance qui s'expriment par le produit
de la force par la vitesse de déplacement du �uide. Nous examinons dans un premier
temps la contribution des forces de surface puis celle des forces de volume.

Puissance des forces de surface

Les forces de surface, représentées par le tenseur des contraintes σ, produisent sur la
surface S un travail par unité de temps égal à :

Ẇ fs = −
∫
S
(σ.~n).~V dS

La symétrie du tenseur des contraintes nous permet d'écrire :

(σ.~n).~V = (σ.~V ).~n

de sorte qu'avec l'aide du théorème de la divergence Ẇ fs devient :

Ẇ fs = −
∫
Vol
∇.(σ.~V )dVol (21.4)

Nous retiendrons pour la suite que le tenseur se compose d'une contribution des forces
de pression et d'une contribution des forces visqueuses :

∇(σ.~V ) = ∇(PI.~V ) +∇(τ .~V )

soit encore :

∇(σ.~V ) = ~V .∇P + P∇.~V +∇(τ .~V ) (21.5)
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Puissance des forces de volume

De la même manière, le travail par unité de temps des forces de volume sur le domaine
s'écrit :

Ẇ fv =
∫
Vol
ρ ~F ~V dVol (21.6)

Par conséquent, le travail total par unité de temps prend la forme intégrale suivante :

Ẇe = −
∫
Vol

[∇(σ)− ρ ~F ]~V dVol (21.7)

21.2.5 Equation générale de l'énergie totale

Nous sommes en mesure d'établir la forme générale de la conservation de l'énergie en
substituant les expressions 21.2, 21.3 et 21.7 dans le bilan énergétique 21.1. Comme la
relation �nale doit être véri�ée quelque soit le domaine �uide, donc en tout point, nous
pouvons omettre l' opérateur "intégrale" dans l'écriture �nale où nous avons fait usage
de la décomposition 21.5 :

ρ
D
Dt

[
eI +

1

2
~V2
]

= −∇.~q − ~V .∇P − P∇.~V −∇(τ .~V ) + ρ ~F ~V + Q̇v (21.8)

21.2.6 Equation de l'énergie mécanique

La loi de l'énergie cinétique spéci�e que la variation de l'énergie cinétique par unité
de temps est produite par le travail de toutes les forces, extérieures comme intérieures,
appliquées au domaine �uide pendant le même intervalle de temps. En désignant respecti-
vement par Ẇe et Ẇi la puissance par unité de volume des forces extérieures et intérieures,
le théorème de l'énergie cinétique s'écrit :

D
Dt

[
1

2
~V 2ρdVol

]
= ẆedVol + ẆidVol

En notant que DρdVolDt = Ddm
Dt = 0 de par l'équation de la continuité, il vient :

ρ
D
Dt

[
1

2
~V 2
]

= Ẇe + Ẇi (21.9)

Nous avons déjà établi l'expression de Ẇe, relation 21.7 que nous développons sous la
forme suivante :

Ẇe = ρ ~F ~V − ~V .∇P − P∇.~V −∇(τ .~V ) (21.10)
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Puissance des forces internes

La détermination du travail des forces intérieures s'e�ectue en multipliant l'équation
générale du mouvement 6.17 par le vecteur de vitesse ~V et en utilisant la décomposition
du tenseur des contraintes :

ρ~V
D~V
Dt

= ρ
D
Dt

[
1

2
~V 2
]

= −~V .∇P − ~V .∇τ + ρ ~F ~V (21.11)

De la comparaison des équations 21.9, 21.10 et 21.11, nous en déduisons :

Ẇi = P∇~V + τ : {∇~V } (21.12)

où
τ : {∇~V } = ∇(τ .~V )− ~V .∇.τ

C'est un scalaire qui résulte du produit de deux tenseurs et que l'on pose égal à −µΦv. La
quantité Φv est la fonction de dissipation visqueuse ; c'est un terme qui est toujours
positif. On le démontre facilement en particulier pour les �uides newtoniens en intro-
duisant l'expression 6.19 de τ (Partie I) et les composantes du tenseur des vitesses de
déformation (Paragraphe 6.1.5, Partie 1).

Φv = 2(γ̇ : γ̇)− 2

3
[∇.~V]2 (21.13)

Dans le cas d'un écoulement tridimensionnel en coordonnées cartésiennes, le calcul
donne :

Φv =
2

3

[
(γ̇xx − γ̇yy)2 + (γ̇yy − γ̇zz)2 + (γ̇zz − γ̇xx)2

]
+ 4

[
γ̇2

xy + γ̇2
yz + γ̇2

zx

]
> 0

La positivité de la fonction Φv signi�e physiquement que la nature visqueuse
du �uide va toujours conduire à une dégradation irréversible de l'énergie mé-
canique en chaleur, c'est-à-dire en énergie interne, et que tout écoulement de
�uide réel s'accompagne d'une augmentation d'entropie. La fonction Φv est
le pendant de la perte de charge à vaincre pour maintenir le mouvement d'un
�uide.

Le terme P∇.~V n'existe que dans un écoulement de �uide compressible. Il modélise
l'aspect réversible d'une transformation de chaleur en énergie mécanique. Quand un gaz
se détend, ce terme est positif : il y a augmentation du volume massique, ∇~V > 0,
refroidissement du gaz et augmentation de l'énergie cinétique.

� Exercice
Comme exercice on mènera le raisonnement dans le cas de la compression d'un gaz.
Finalement, l'équation de l'énergie mécanique possède la forme suivante :

ρ
D
Dt

[
1

2
~V 2
]

=
[
ρ ~F .~V −∇.(P ~V )−∇.(τ .~V )

]
e

+
[
P∇.~V − µΦv

]
i

(21.14)

Dans l'équation 21.14, les indices e et i rappellent que les termes entre crochets se
rapportent respectivement à la puissance des forces extérieures et intérieures.
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21.2.7 Equation de l'énergie interne

L'équation qui traduit la variation de l'énergie interne d'un �uide en mouvement est
une conséquence du premier principe de la thermodynamique et du théorème de l'énergie
cinétique. Elle porte aussi le nom d'équation thermique et s'obtient en soustrayant 21.14
de 21.2. Elle exprime que l'énergie interne d'un système varie sous l'e�et de la quantité
de chaleur reçue diminuée de la puissance des forces intérieures :

ρ
DeI

Dt
= −∇.~q − P∇.~V + µΦv + Q̇v (21.15)

On constate que dans le cas d'un �uide au repos, l'équation 21.15 se ramène bien à
l'équation générale de la conduction 13.19 avec la densité de �ux de chaleur ~q due à la
conductibilité thermique donnée par la loi de Fourier.

On peut s'appuyer sur l'équation de l'énergie interne 21.15 et sur des considérations
thermodynamiques pour donner une démonstration directe de la positivité de la fonction
de dissipation. Considérons l'écoulement d'un �uide newtonien sans source de chaleur
interne (Q̇v = 0). La variation d'entropie �S est donnée par la relation thermodynamique
suivante :

T
D�S
Dt

= Q̇rév =
DEI+
Dt

Ẇirév (21.16)

Ecrivons l'équation 21.16 en termes d'entropie par unité de masse �s :

Tρ
D�s
Dt

= − (∇.~q)rév = ρ
DeI

Dt
+ P∇.~V (21.17)

La combinaison de 21.17 avec 21.15 fournit l'équation de l'entropie :

ρ
D�s
Dt

= −(∇.~q)rév
T

+
µΦv

T
(21.18)

Or, le deuxième principe de la thermodynamique précise que la variation d'entropie
est reliée à la quantité de chaleur reçue par la relation :

ρ
D�s
Dt
≥ −(∇.~q)rév

T
(21.19)

Cette inégalité, associée à l'équation de la variation d'entropie 21.18 prouve que la
fonction de dissipation visqueuse ne peut être que positive et qu'elle quanti�e le caractère
irréversible de toutes transformations réelles.

21.3 Formulation macroscopique

L'étude énergétique globale d'un système, généralement de nature complexe comme
l'exempli�e la �gure 21.2, repose sur un ensemble d'équations intégrales qui traduisent
directement les bilans macroscopiques des formes d'énergie considérées. La démarche est
en tous points similaire à celle suivie au chapitre 6 de la Partie I pour la quantité de
mouvement. La première étape consiste à dé�nir avec précision le domaine physique à
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analyser. Il est primordial d'en identi�er les surfaces entrée S1 et sortie S2 et les di�é-
rentes conditions aux limites. Dans une deuxième étape, il s'agit d'expliciter, en s'aidant
si nécessaire des formes locales, les di�érents termes de l'équation macroscopique de la
conservation de la grandeur extensive mχ (Equation 6.33, Partie I) :

d[mχ]tot
dt

= −∆2
1(< ρχVn > S)−

∫
S
ϕ.~nedS + Υtot (21.20)

Rappelons que ϕ est le �ux dû aux mécanismes de di�usion et que Υ est un terme
source pris au sens général.

Fig. 21.2 � Dé�nition d'un système complexe

21.3.1 Energie Totale

Appliquons la formulation macroscopique 21.20 à la conservation de l'énergie totale :

χ = etot = eI + eC

.

d[ET ]tot
dt

=
d[EI + EC ]tot

dt
= −∆2

1

< ρ

 ~V 2

2
+ eI

Vn > S
− ∫

S
ϕ.~nedS + Ẇe,tot (21.21)

� −
∫
S ϕ.~nedS

Le terme �ux vient des phénomènes de conduction et de di�usion turbulente et son inté-
grale représente toute la quantité de chaleur Q̇ (reçue ou perdue) qui traverse par unité
de temps l'aire totale de la surface S du domaine physique étudié.

� Ẇe,tot
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Le terme Ẇe,tot est la puissance des forces extérieures sur le volume Vol. Explicitons le :

Ẇe,tot =
∫
Vol

[
−∇.(P ~V )−∇.(τ .~V ) + ρ ~F .~V

]
dVol

En se ramenant aux intégrales de surface, il s'écrit :

Ẇe,tot =
∫
S

[
−(P ~V + τ .~V )

]
.~nedS +

∫
Vol
ρ ~F .~V dVol (21.22)

Le premier membre de droite de l'expression 21.22 reprend le travail des forces exté-
rieures sur la surface sur S. Si l'on admet que l'écoulement est quasi-unidirectionnel dans
les sections d'entrée et de sortie, alors on peut y négliger la contribution des tensions
visqueuses et ne garder que celle des forces de pression. Le travail de pression va donc se
retrouver sous l'opérateur advection ∆2

1. Sur les surfaces �xes du domaine, la condition
d'adhérence du �uide impose une vitesse nulle et donc pas de travail des forces en ques-
tion. Il peut exister des parties mobiles dans le système ( aubes de ventilateur, de pompe,
de turbine, de compresseur, de piston ... ) ; les forces exercées sur le �uide par ces surfaces
mobiles Smob correspondent à une puissance Ẇ (> 0 ou < 0) fournie au système :

Ẇ = −
∫
Smob

[
P ~V + τ .~V

]
.~nedS

Le deuxième membre de droite de la relation 21.22 traduit la puissance due aux forces
de volume. Dans la majorité des cas, F dérive d'un potentiel ep ( pesanteur = gz, champ
électrique ou magnétique ...) tel que F = −∇ep. Dès lors, le travail locale de la force de
volume prend la forme : −ρ~V∇ẽ. En supposant que le potentiel par unité de masse ẽ ne
dépende pas du temps, soit ∂ep/∂t = 0, il est facile de montrer que :∫

Vol
−ρF .~V dVol =

∫
Vol
−ρDẽδVol =

Dt
− d[Ep]tot

dt
−
∫
S
ρẽ~V .~nedS

En regroupant tous les termes et en introduisant l' enthalpie massique du �uide,

H = eI +
P

ρ

la forme intégrale de la conservation de l'énergie totale devient :

d[EC + EI + Ep]tot
dt

= −∆2
1

< ρ

 ~V 2

2
+H + ep

Vn > S
+ Q̇+ Ẇ (21.23)

Ep est l'énergie potentielle totale du système.

La variation de l'enthalpie par unité de masse d'un �uide obéissant à la
loi des gaz parfaits, P = ρ<T , s'exprime par ∆H = Cp∆T en supposant que
la chaleur massique reste constante durant la transformation. Pour un �uide
incompressible comme l'eau, on a Cp ≈ Cv et ∆H = Cp∆T + ∆P/ρ.

On dé�nit la valeur moyenne transversale << χ >> de transport d'une grandeur χ
par l'intégrale :

<< χ >>=
1

< ρ~V > S

∫
S
ρχ~V .~nedS
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Compte tenu de cette dé�nition et en introduisant le débit massique,

ṁ =< ρ~V .~ne > S

l'écriture de 21.23 devient :

d[EC + EI + Ep]tot
dt

= −∆2
1

<< ~V 2

2
+H + ep >> ṁ

+ Q̇+ Ẇ (21.24)

21.3.2 Energie Mécanique

La forme intégrale de l'équation de l'énergie mécanique obéit au modèle 21.20. En
reprenant terme par terme la forme locale 21.14 et en adoptant les mêmes hypothèses,
on note que le travail des forces extérieures se ramène aux mêmes formulations que pour
l'énergie totale, à savoir une contribution des forces de pression sur les sections S1 et S2,
un travail des parties mobiles Ẇ et une contribution des forces de volumes qui donne
lieu à l'existence de l'énergie potentielle. Les nouvelles contributions viennent des forces
internes. Par convention, on écrit la dissipation irréversible totale de l'énergie mécanique
en chaleur due aux e�ets visqueux via le symbolisme :

Ev =
∫
Vol
µΦvdVol

Le terme du travail réversible reste sous une formulation intégrale de volume mais s'annule
si l'écoulement est incompressible. La première forme de l'équation macroscopique de
l'énergie mécanique est :

d[EC + Ep]tot
dt

= −∆2
1

< ρ

 ~V 2

2
+
P

ρ
+ ep

Vn > S
+ Ẇ − Ev −

∫
Vol
P∇.~V dVol

(21.25)
La deuxième forme résulte de l'introduction de la moyenne de transport et du débit
massique :

d[EC + Ep]tot
dt

= −∆2
1

<<
 ~V 2

2
+
P

ρ
+ ep

 >> ṁ

+ Ẇ −Ev −
∫
Vol
P∇.~V dVol (21.26)

Quelques cas particuliers intéressants permettent d'exploiter l'équation de l'énergie méca-
nique. La situation du régime stationnaire ( d[..]/dt = 0) d'un écoulement incompressible
dans un tube ne comprenant aucune partie mobile, Ẇ = 0, nous conduit à l'expression
de l'équation de Bernoulli généralisée :

∆2
1

< ρ

 ~V 2

2
+
P

ρ
+ ep

Vn > S
 = −Ev (21.27)

Elle montre que dans un écoulement de �uide réel, il y aura toujours une chute de
pression totale créée par la travail des forces de viscosité et que, répétons-le, ce processus
est irréversible : c'est une perte de pression.
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Dans le cas de l'écoulement d'un gaz, l'énergie potentielle peut être négligée. Si la
vitesse est assez élevée des e�ets de compressibilité apparaissent et le terme du travail ré-
versible doit être modélisé. Deux situations classiques sont retenues ; la première concerne
une évolution isotherme, la seconde une évolution isentropique.

� Ecoulement isotherme.
Tout d'abord remarquons que pour pouvoir évoluer en restant à température constante,
le �uide doit échanger de la chaleur avec le monde extérieur. Ensuite, exprimons le tra-
vail réversible en fonction de la variation de l'énergie interne et de l'entropie massiques
en employant la relation thermodynamique 21.17. L'intégrale de volume recherchée se
décompose en deux intégrales de volume d'une dérivée particulaire :

∫
Vol
P.∇~V dVol =

∫
Vol

[
ρ
DeI

Dt

]
dVol −

∫
Vol

[
ρT
D�s
Dt

]
dVol

Le théorème du transport sous sa forme macroscopique nous dit que :

∫
Vol

[
ρ
DeI

Dt

]
=
d[EI ]tot
dt

+
∫
S
ρeI

~V.~nedS

et, en sortant la température constante de l'intégrale :

∫
Vol

[
ρ
D�s
Dt

]
=
d[�S]tot

dt
+
∫
S
ρ�s~V.~nedS

On sait que les intégrales de surface faisant intervenir le produit scalaire ~V .~ne se
réduisent à un terme sous l'opérateur �ux d'advection ∆2

1. Dans ces conditions, l'équation
de l'énergie mécanique devient :

d[EC + Ep +A]tot
dt

= −∆2
1

< ρ

 ~V 2

2
+ G

Vn > S
+ Ẇ − Ev (21.28)

où on a successivement introduit l'énergie libre ou potentiel thermodynamique
de Helmholtz,

A = EI − T �S

et l'enthalpie libre ou potentiel thermodynamique de Gibbs par unité de masse :

G = H− T�s

� Ecoulement isentropique
Si l'évolution du �uide s'e�ectue à entropie constante, l'équation macroscopique de

l'énergie mécanique 21.28 se simpli�e puisque A = EI et G = H :

d[EC + EI ]tot
dt

= −∆2
1

< ρ

 ~V 2

2
+H

Vn > S
+ Ẇ − Ev (21.29)
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21.3.3 Energie Interne

A partir des équations 21.21 et 21.25 on fait apparaître l'équation macroscopique de
l'énergie interne :

d[EI ]tot
dt

= −∆2
1 [< ρ (eI)Vn > S] + Q̇+ Ev −

∫
Vol
P∇.~V dVol (21.30)

� Exercice
Que devient l'équation de l'énergie interne pour une évolution d'un �uide compressible
isotherme ? Même question pour une évolution isentropique ?

21.3.4 Entropie

L'intégration sur le volume Vol de l'équation ponctuelle 21.18 de l'entropie conduit
directement à la forme macroscopique suivante uniquement valable pour un écoulement
à température constante :

d[�S]tot

dt
= −∆2

1 [< ρ (�s)Vn > S] +
Q̇+ Ev
T

(21.31)
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Troisième partie

Transport de Matière
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Chapitre 22

Introduction

22.1 Généralités

Dans les Parties I et II nous avons appris que les transferts de quantité de mouvement et
de chaleur étaient respectivement liés au gradient de vitesse - loi de Newton - et au gradient
de température - Loi de Fourier -. De façon analogue, un gradient de concentration d'une
(plusieurs) espèce (s) ou constituant (s) chimique (s) dans un mélange va produire un
transfert de matière. Cet échange de matière, communément mais maladroitement appelé
transfert de masse, doit être nettement distingué du transport global que constitue un
écoulement comme de l'air mis en mouvement par un ventilateur ou de l'eau circulant
dans un tuyau. Le terme " transfert de matière" concerne plus particulièrement le
mouvement relatif des constituants d'un mélange dû à des di�érences de concentration
spatiales. Ce transport s'e�ectue à l'échelle microscopique. Pour illustrer le propos, on
citera le transfert de la vapeur d'eau dans de l'air, la dispersion de la fumée de cigarette
dans l'air ambiant,..... Le transfert de matière est présent dans la plupart des phénomènes
naturels et abonde dans les procédés industriels. On le retrouve sans cesse dans le génie
chimique, la physique, la biologie et même l'ingénierie aérospatiale.

La description du transfert de matière est calquée sur celle du transfert de chaleur.
On considère deux modes ; de façon similaire au mode de conduction de la chaleur, on
trouve le mode de di�usion massique ordinaire dans un �uide au repos ou dans un solide.
De même, on a à faire au transfert de masse par convection quand un �uide qui s'écoule
sur une surface, possède une concentration d'une certaine espèce chimique di�érente de
celle qui existe à la surface.

Dans la plupart des processus impliquant le transfert de matière, le moteur est le
gradient de concentration ; c'est la di�usion ordinaire ; elle est traitée dans ce cours.
Toutefois, il existe d'autres types de di�usion massique à savoir la di�usion thermique plus
connue sous le vocable d'e�et Soret induit par des gradients de température, la di�usion
due à des gradients de pression et la di�usion forcée provoquée par des forces extérieures
agissant di�éremment sur les constituants du mélange. Ces e�ets particuliers sortent du
cadre du cours. Ils sont discutés en détails dans l'ouvrage de Bird et al repris dans la liste
des références.
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22.2 Origines physiques

Comme nous l'avons mentionné, il existe une grande analogie entre les mécanismes de
transfert de quantité de mouvement, de chaleur et de matière par di�usion. Ils trouvent
tous trois leurs origines dans l'agitation moléculaire et l'activité atomique de la matière.
Imaginons l'expérience schématisée à la �gure 22.1-a. Une chambre est partitionnée en
deux enceintes par une cloison. L'enceinte de gauche est remplie d'un gaz A, celle de droite
d'un gaz B. Les gaz A et B sont de nature di�érente mais placés à la même température
et à la même pression. On admet que la cloison soit retirée délicatement pour ne pas
engendrer de mouvements parasites.

Fig. 22.1 � Mélange par di�usion ordinaire

On observe que les deux gaz di�usent l'un dans l'autre, c'est-à-dire que les molécules
A sont transportées par di�usion dans l'enceinte de droite et vice et versa pour les molé-
cules B. Les pro�ls de concentration reproduits à la �gure 22.1-b décrivent la répartition
de matière instantanée qui existe à un certain temps après le retrait de la cloison. La
concentration d'une espèce quanti�e le nombre de molécules de l'espèce par unité de vo-
lume. Ainsi, l'enceinte de gauche est caractérisée par une forte concentration en gaz A et
l'enceinte de droite par une forte concentration en gaz B. Par ailleurs, nous savons que
l'agitation moléculaire se traduit par un mouvement aléatoire de directions équiprobables.
Il faut donc s'attendre à ce qu'il y ait statistiquement plus de molécules A qui traversent
le plan médian (cloison) de la gauche vers la droite que l'inverse ; se crée ainsi un transfert
de A vers l'enceinte de B. Comme le même raisonnement se tient pour la phase B, nous en
concluons que la di�usion massique s'e�ectue toujours des fortes vers les faibles concen-
trations et qu'elle travaillera toujours à uniformiser le champ densitométrique. Après une
période su�samment longue le mélange parfait est atteint, la distribution de concentration
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est uniforme dans toute la chambre et le transport de matière cesse.
La di�usion massique prend place dans tous les types de milieux mais à di�érents

degrés. Puisqu'elle repose sur l'interaction moléculaire, elle s'établira plus aisément dans
les gaz que dans les liquides et encore plus que dans les solides. On retiendra aussi que
le transfert de matière peut se faire entre phases de di�érentes natures ; par exemple,
la di�usion de gaz dans les liquides ou dans les solides est courante et a de nombreuses
retombées technologiques intéressantes.

22.3 Dé�nitions, notations et relations de base

Bien que présentant de grandes similitudes avec le transfert de chaleur, l'étude du
transfert de matière nécessite une plus grande variété de notations. Ce besoin vient du fait
qu'on peut s'intéresser à l'aspect molaire ou massique du transport et que le problème peut
être décrit sous l'angle de l' observateur �xe ou en mouvement avec la vitesse d'ensemble
du mélange.

22.3.1 Concentration, fraction et �ux massique

Reprenons le cas du mélange binaire de constituants A et B. Nous désignons respecti-
vement par ρA et ρβ la masse par unité de volume de l'espèce A et de l'espèce B dans le
mélange. De ce fait, ρA et ρβ sont aussi les concentrations massiques de ces espèces dans
le mélange dont la masse volumique globale ρ est donnée par :

ρ = ρA + ρβ (22.1)

La fraction ou le titre massique de chaque constituant est une quantité sans dimension
dé�nie par :

ωA =
ρA
ρ

et ωβ =
ρβ
ρ

(22.2)

Ce qui implique que la somme des fractions massiques est égale à l'unité :

ωA + ωβ = 1 (22.3)

Pour un observateur attaché à un système d'axes de référence �xes dans l'espace -
prenons par exemple une paroi du domaine comme l'illustre l'axe Ox de la �gure 22.1-
a - la di�usion de l'espèce A au travers d'une surface quelconque est vue comme un
déplacement e�ectif de l'espèce A à la vitesse absolue ~UA. Dans ces conditions, le �ux
massique en [kg/s.m2] s'exprime comme suit :

~nA = ρA ~UA (22.4)

La vitesse ~UA qui peut être associée à n'importe lequel des points du système, est interpré-
tée comme la vitesse moyenne des molécules A comprises dans un petit volume entourant
le point en question. De la même manière on associe à ce point une vitesse moyenne de
l'agrégat des molécules B, ~Uβ ce qui conduit au �ux massique

~nβ = ρβ ~Uβ (22.5)
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Une vitesse massique moyenne du mélange ou vitesse barycentrique ~U peut dès lors
être dé�nie par

ρ~U = ~n = ~nA + ~nβ = ρA ~UA + ρβ ~Uβ (22.6)

soit
~U = ωA ~UA + ωβ ~Uβ (22.7)

Si l'observateur se déplace avec la vitesse barycentrique ~U, il constate un �ux massique
de A et B di�érent de nA et nβ. Dans ce cas, la vitesse de di�usion de A et B ressentie
par l'observateur est

~Ur,A = ~UA − ~U et ~Ur,β = ~Uβ − ~U (22.8)

et les �ux massiques correspondants sont respectivement :

~jA = ρA(~UA − ~U) (22.9)

et
~jβ = ρβ(~Uβ − ~U) (22.10)

En fait, le �ux absolu nA (ou nβ) vu par un observateur �xe dans l'espace et le �ux
relatif ou di�usif ~jA (ou ~jβ) constaté par un autre observateur voyageant avec la vitesse
moyenne du mélange sont liés. En e�et, en s'aidant des relations 22.4, 22.5, 22.9 et 22.10
on démontre facilement que :

nA =~jA + ρA ∗ ~U et nβ =~jβ + ρβ ∗ ~U (22.11)

� Nous tirons la conclusion importante qu'il y a deux contributions distinctes au
�ux massique absolu. Une première contribution provient de la di�usion de l'espèce
par rapport au mouvement global du mélange ; la seconde est uniquement due à
l'advection de l'espèce à la vitesse moyenne de l'ensemble.

� Une autre remarque pertinente pour les mélanges binaires vient de la comparai-
son des �ux di�usifs ~jA et ~jβ. En explicitant la somme de ces �ux à l'aide des
relations 22.6, 22.9 et 22.10, nous montrons que les deux �ux sont égaux et de
direction opposée :

~jA +~jβ = ρA ~UA + ρβ ~Uβ − ρ~U = 0 (22.12)

Une formulation générale entre les �ux nets des deux espèces est obtenue en introduisant
l'expression 22.7 de la vitesse barycentrique dans les relations 22.11. Il en résulte les
écritures suivantes :

(1− ωA)~nA − ωA~nβ =~jA (22.13)

et

(1− ωβ)~nβ − ωβ~nA =~jβ (22.14)
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22.3.2 Concentration, fraction et �ux molaire

Une démarche semblable s'applique pour les quantités molaires. On dé�nit la concen-
tration molaire de A (B) comme le rapport de la concentration massique ρA (ρβ) par la
masse molaire MA (Mβ) en [kg/kmol] :

CA =
ρA
MA

et Cβ =
ρβ
Mβ

(22.15)

Elle représente le nombre de moles de l'espèce par unité de volume. La concentration
molaire totale ou globale du mélange est bien évidemment :

C = CA + Cβ

Il s'en suit que les fractions ou titres molaires sont :

XA =
CA
C

et Xβ =
Cβ

C
(22.16)

avec l'identité
XA + Xβ = 1

En combinant les relations 22.1, 22.15 et 22.16 on exprime la masse molaire du mélange
M :

M =
ρ

C
=
ρA + ρβ

C
=

CAMA + CβMβ

C
= XAMA + XβMβ (22.17)

La vitesse molaire moyenne du mélange prend la forme suivante :

~U∗ =
CA ~UA + Cβ

~Uβ

CA + Cβ

= XA ~UA + Xβ
~Uβ (22.18)

Pour un observateur �xe, les �ux molaires des constituants A et B s'écrivent :

~NA = CA ~UA et ~Nβ = Cβ
~Uβ (22.19)

Pour l'observateur se déplaçant à la vitesse ~U∗, les �ux molaires sont donnés par :

~JA = CA(~UA − ~U∗) et ~Jβ = Cβ(~Uβ − ~U∗) (22.20)

Une expression similaire à la relation 22.11 est déduite :

~NA = ~JA + CA ∗ ~U∗ et ~Nβ = ~Jβ + Cβ ∗ ~U∗ (22.21)

On montrera à titre d'exercice que la somme des �ux molaires di�usifs est bien nulle

~JA + ~Jβ = 0 (22.22)

Des relations entre �ux molaires nets équivalentes à celles des �ux massiques 22.13
et 22.14 s'obtiennent en combinant les relations 22.18 et 22.21 : soit

(1−XA)~NA −XA ~Nβ = ~JA (22.23)
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et
(1−Xβ)~Nβ −Xβ

~NA = ~Jβ (22.24)

Comme nous le verrons au chapitre 23, l'utilisation de pressions partielles se prête bien
à la modélisation de la di�usion massique gazeuse. La loi de Dalton précise que la pression
totale P̃ d'un mélange gazeux, supposé toujours binaire pour la simplicité d'écriture, se
ramène à la somme des pressions partielles des constituants :

P̃ = PA + Pβ (22.25)

En supposant que les phases gazeuses se comportent comme des gaz parfaits, que le
système évolue à température constante et d'après la dé�nition 22.15 de la concentration
molaire, on a :

CA =
PA
<T

et Cβ =
Pβ

<T
(22.26)

Comme

C =
ρ

M
=

P̃

<T
(22.27)

on tire la relation entre titres molaires et pressions :

XA =
PA

P̃
et Xβ =

Pβ

P̃
(22.28)

Rappellons que < est la constante universelle des gaz parfaits et que sa valeur est 8314
kg/kmol.



Chapitre 23

Di�usion Ordinaire

23.1 Milieu immobile

23.1.1 Loi de Fick en unités massiques

Cette section introduit la modélisation de la di�usion massique dans un milieu im-
mobile. Cette situation se rencontre quand le transfert de matière s'e�ectue au sein d'un
�uide au repos ou dans un solide. Pour conserver un caractère simple à la démarche
nous continuons à considérer le problème d'un mélange binaire comme celui illustré à
la �gure 23.1. Il s'agit d'une conduite de longueur L connectant deux grands réservoirs
et contenant un mélange isotherme d'un gaz A et d'un gaz B. Les substances gazeuses
sont inertes et leurs concentrations sont maintenues constantes dans chaque réservoir avec
ρA(0) > ρA(L) et ρβ(0) < ρβ(L). Ce potentiel de concentration cause un transfert de la
matière A dans la direction des y positifs alors que la matière B di�use dans la direction
opposée. Un état stationnaire existe si le transport de chaque espèce se produit à �ux égal
et de sens contraire. Le phénomène s'e�ectue donc à �ux massique total nul par rapport
à des axes �xes. Ce fait s'écrit comme suit :

nA(y) + nβ(y) = 0 (23.1)

De cette identité et au regard des relations 22.6 et 22.11 on conclut que la vitesse ba-
rycentrique est nulle donc que le mélange est au repos et que les �ux massiques absolus
sont égaux aux �ux di�usifs :

nA(y) = jA(y) et nβ(y) = jβ(y) (23.2)

Comme déjà souligné, les �ux jA et jβ résultent de l'agitation moléculaire. Pour les
exprimer, nous adoptons une approche semblable à celles suivies pour la viscosité (Cha-
pitre 2 de la Partie I) et la conductivité des gaz (Chapitre 2 de la Partie II). Analysons
le �ux massique net passant par la surface S située à l'ordonnée y. Pour que l'étude reste
simple nous admettrons que toutes les molécules A et B ont la même masse m et le même
diamètre d. La �gure 23.1 précise que la concentration massique de A décroît au fur et à
mesure que l'on s'éloigne du réservoir A, c'est-à-dire quand l'ordonnée courante augmente
suivant la convention choisie. Des molécules A provenant des couches voisines distantes
d'un libre parcours moyen ` de par et d'autre de y traversent la surface S. Le �ux net de
l'espèce A au travers de S est égal au nombre de molécules par seconde provenant de la
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Fig. 23.1 � Di�usion massique binaire stationnaire

couche à forte concentration en y− ` diminué du nombre de molécules par seconde venant
de la couche à faible concentration en y+`, le tout multiplié par la masse d'une molécule :

jA(y) = m ∗
[
ṄA(y − `)− Ṅβ(y + `)

]
(23.3)

Nous avons déjà eu l'occasion d'exprimer le taux de molécules dans une direction donnée
(chapitre 2 des Parties I et II) ; il est égal à la densité volumique de molécules NA multipliée
par la vitesse d'agitation moléculaire dans la direction considérée, soit ṄA = NAṽ/6.
Compte tenu de l'isothermicité et de l'égalité des masses des molécules, ṽ a la même
valeur pour les espèces A et B puisqu' elle ne dépend que de la température et de m. En
se servant de l'identité ρA = NA ∗m, l'équation 23.3 devient :

jA(y) =
ṽ

6
[ρA(y − `)− ρA(y + `)] (23.4)

Le libre parcours moyen est su�samment petit pour accepter une variation linéaire de
ρA sur la distance 2` et exprimer la di�érence de concentration de A par son gradient de
sorte que :

jA(y) = −`ṽ
3

dρA
dy

(23.5)

En posant

DAβ =
`ṽ

3
(23.6)

on aboutit à la loi de Fick qui énonce que le �ux massique par di�usion ordinaire de
l'espèce A est proportionnel et de signe contraire au gradient de concentration massique
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de A.

jA(y) = −DAβ
dρA
dy

(23.7)

Le coe�cient de proportionnalité DAβ est la di�usivité binaire massique. C'est le
paramètre phénoménologique qui caractérise la propriété qu'a l'espèce A à di�user dans
l'espèce B.

Pour un mélange à masse volumique constante, on a avantage à remplacer dans 23.7
la concentration massique ρA par la fraction massique ωA ; une seconde écriture de la loi
de Fick en ressort :

jA(y) = −ρDAβ
dωA
dy

(23.8)

Le �ux massique varie linéairement avec le gradient de la fraction massique de la substance
considérée. La loi de Fick s'applique de la même façon à l'espèce B :

jβ(y) = −ρDβA
dωβ
dy

(23.9)

o- DβA est le coe�cient de di�usivité du gaz B dans le gaz A. En exploitant le fait que
la somme des deux �ux di�usifs est nulle (relation 22.12) et que la somme des fractions
massiques est unitaire (relation 22.3), on démontre que les deux di�usivités massiques
binaires sont égales : En e�et,

−ρDAβ
dωA
dy

= ρDβA
dωβ
dy

= −ρDβA
dωA
dy

(23.10)

Ce qui conduit à
DAβ = DβA = D (23.11)

Dans un problème tridimensionnel, la loi de Fick se généralise par l'écriture vectorielle
suivante :

~jA = −D.∇ρA (23.12)

soit encore
~jA = −ρD.∇ωA (23.13)

23.1.2 Loi de Fick en unités molaires ou pression partielle

En présence de réactions chimiques, il est souvent plus commode d'exprimer les échanges
de matière en termes de �ux molaires. Pour obtenir la loi de Fick dans ces unités, il su�t
de diviser membre à membre l'équation 23.7 par la masse molaire de l'espèce. En notation
vectorielle il vient :

~JA = −D.∇CA (23.14)

Si le champ de concentration molaire du mélange est uniforme, on peut exprimer la loi de
Fick en fonction du titre molaire :

~JA = −CD.∇XA (23.15)
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Tab. 23.1 � Valeurs de la di�usivité massique

Famille Couple D [m2/s] T [K]

Gaz-Gaz Air-Acétone 1,09.10−5 273
Air-CO2 1,42.10−5 276
Air-H2O 2,88.10−5 313
Air-He 7,65.10−5 317

Gaz-Liquides Propane-Eau 0,97.10−9 293
Chlore-Eau 1,25.10−9 298
Air-Eau 2,5.10−9 293
H2-Eau 4,5.10−9 298

Gaz-Solides He -Pyrex 4,5.10−15 293
H2-fer 2,6.10−13 293

CH4-Polyéthylène 5,7.10−12 298
CO2-Polystyrène 5,8.10−12 298
CO2-Néoprène 2,7.10−11 298
H2-Néoprène 4,3.10−10 298
N2-Silicone 1,3.10−9 298
He-Silicone 6,7.10−9 298

Pour modéliser le transfert de matière dans les gaz on trouve plus commode de tra-
vailler en pressions partielles. Ainsi, dans un problème où la pression totale P̃ est uniforme,
la substitution de la fraction molaire XA (Xβ) par la pression partielle PA (Pβ) à l'aide
de la relation 22.28 conduit à :

~JA = −DC

P̃
.∇PA = − D

<T
.∇PA (23.16)

23.1.3 Coe�cient de di�usion massique

A l'instar des deux autres coe�cients de di�usion, à savoir celui de la quantité de
mouvement- la viscosité cinématique ν - et de la chaleur - la di�usivité thermique α -, le
coe�cient de di�usion massique D s'exprime aussi en m2s−1.

Les valeurs de la di�usivité massique se trouvent dans des ouvrages spécialisés ( tables
de données, handbooks). Le tableau 23.1 liste quelques valeurs typiques de D. On observe
que les gaz o�rent la plus grande di�usivité massique, de l'ordre de 10−5 [m2/s] (comme
d'ailleurs la viscosité cinématique et la di�usivité thermique). Elle se situe aux alentours
de 10−9 [m2/s] dans les liquides alors que celle des solides est très faible, de l'ordre de
10−12 à 10−34 [m2/s].
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23.2 Fluide en mouvement laminaire

Nous traitons maintenant de la di�usion massique dans un écoulement en régime lami-
naire. Le �uide considéré est le mélange des deux espèces A et B. L'ensemble des concepts
développés au paragraphe 22.3 nous permet d'établir facilement les lois de transfert de
matière dans un repère �xe.

23.2.1 Flux absolu en unités massiques

Le �ux absolu de masse de A est décrit par la relation 22.13. Nous remplaçons ~jA par
son expression 23.7 pour obtenir :

(1− ωA)~nA − ωA~nβ = −ρD∇ωA (23.17)

De même on aboutit à l'expression du �ux absolu de l'espèce B

(1− ωβ)~nβ − ωβ~nA = −ρD∇ωβ (23.18)

23.2.2 Flux absolu en unités molaires

Les relations des �ux absolus en unités molaires sont directement tirées des expressions
23.15 et 22.23 :

(1−XA)~NA −XA ~Nβ = −CD.∇XA (23.19)

et
(1−Xβ)~Nβ −Xβ

~NA = −CD.∇Xβ (23.20)

23.3 Exploitation des équations

23.3.1 Evaporation d'un liquide

Aspects théoriques

On désire quanti�er le taux d'évaporation d'un liquide. Le système est représenté à
la �gure 23.2. Un liquide volatile A contenu dans une éprouvette est surmonté par un
gaz B inerte et insoluble dans lequel il s'évapore à température T et pression totale P̃
constantes. Au sommet du contenant en z = L on force l'écoulement du mélange gazeux
A+B pour maintenir les concentrations massiques ρA(L) et ρβ(L) à une valeur �xée.

On admet que l'équilibre existe entre la nappe liquide et sa vapeur à l'interface en
z = 0. La concentration massique ρA(0) est donc celle de la vapeur saturée ; elle se
détermine selon les corrélations ou tables thermodynamiques (diagramme de Molier). Le
transfert de matière est supposé stationnaire, unidirectionnel suivant z et sans réaction
chimique puisque le gaz B est inerte. Dans ces conditions il est obligatoire que le �ux
massique absolu de l'espèce A soit constant à travers toute la colonne de z = 0 à z = L :
soit

dnA
dz

= 0 (23.21)
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Fig. 23.2 � Evaporation d'un liquide

De par la constance de T et P̃, ρ et D sont aussi des invariables du problème. La di�usion
de A vers le haut implique que ρA(0) > ρA(L) et entraîne que l'espèce B di�use vers le bas,
soit ρβ(L) > ρA(0). Ainsi, en quittant l'interface, la vapeur A provoque un mouvement du
gaz B vers la surface liquide. Comme le gaz inerte est insoluble, ce mouvement va engendrer
une accumulation de B au voisinage de l'interface et donc une augmentation de pression
totale. Cette situation viole les conditions admises d'isobaricité et de stationnarité. Il faut
par conséquent convenir que le mouvement descendant de B est compensé par un second
mouvement global ascendant de ce gaz avec de la vapeur A de sorte que le �ux absolu
de B dans la colonne soit identiquement nul à toutes les stations. Avec nβ(z) = 0 ∀z,
l'équation 23.17 du �ux massique de la vapeur devient :

nA(z) = −ρ D
1− ωA

dωA
dz

= Cte (23.22)

Après intégration et en utilisant les conditions aux limites ωA(0) = ωA,o et ωA(L) = ωA,L,
on obtient l'expression du pro�l de la fraction massique de la vapeur A dans l'éprouvette :

1− ωA(z)

1− ωA,o
=

[
1− ωA,L
1− ωA,o

] z
L

(23.23)

Le pro�l du titre massique du gaz B se déduit directement du résultat 23.23 en se rappelant
que ωβ = 1− ωA :

ωβ(z)

ωβ,o
=

[
ωβ,L
ωβ,o

] z
L

(23.24)

La connaissance de ωA(z) donne accès au taux d'évaporation du liquide A. La démarche
consiste à rechercher l'expression du gradient de la fraction massique puis à l'injecter dans
la relation 23.22. Tous calculs faits, il vient :

nA =
ρD
L

ln

[
1− ωA,L
1− ωA,o

]
(23.25)
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Une expression analogue est déduite pour exprimer le �ux molaire :

nA =
CD
L

ln

[
1−XA,L
1−XA,o

]
(23.26)

En faisant appel aux relations 22.28, en symbolisant la pression de saturation de la vapeur
A à la température T par Psat(T ) puis en multipliant le �ux molaire par la section S de
l'éprouvette et la masse molaire MA on aboutit à l'équation de Stefan qui prédit le
débit massique d'évaporation :

ṁA =
P̃MA

<T
.
DS

L
ln

[
P̃− PA,L

P̃−Psat(T )

]
(23.27)

Lorsque les pressions partielles de vapeur sont négligeables devant la pression totale
P̃, l'équation 23.27 prend une forme plus simple. On approxime la fonction logarithmique
par son développement au premier ordre :

ln

[
P̃− PA,L

P̃−Psat(T )

]
' P̃− PA,L

P̃−Psat(T )
− 1 =

Psat(T )− PA,L
P̃

(23.28)

D'où l'expression approchée du débit massique :

ṁA =
DMA

<T
.
S

L
[Psat(T )− PA,L] (23.29)

Il est important de remarquer que cette équation de transfert massique possède une
écriture analogue à celle décrivant le transfert de chaleur par conduction dans un corps
au repos. On retrouve que le �ot de la quantité transférée est le quotient d'une di�érence
de potentiel ∆P , par une résistance Rm = (<TL)/(DMAS).

Application

Le liquide est de l'eau placée dans un récipient circulaire de 0,15 m de diamètre
maintenu à la température de 40 oC. La profondeur du contenant jusqu'à la surface de
l'eau est de 0,05 m. La pression atmosphérique est égale à 1034 hPa et l'air ambiant est
caractérisé par une humidité relative de 20%.

Déterminons tout d'abord le coe�cient de di�usion massique D en utilisant la corré-
lation proposée par Schirmer pour l'air et la vapeur d'eau (P̃ en Pa et T en K) :

D =
2, 26

P̃
.
(
T

273

)1,81

' 2, 8.10−5m2/s (23.30)

l'humidité relative ϕ est le rapport de la pression partielle de la vapeur d'eau à la
pression de saturation calculée à la température T du système :

ϕ =
Pv

Psat(T )
(23.31)

Psat(T ) peut être calculée par la relation suivante, formule empirique de lissage des don-
nées thermodynamiques (ici T en oC) :
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:
log10 Psat(T ) =

7, 627T

241 + T
+ 2, 787 ' 7459 Pa (23.32)

La pression partielle de la vapeur d'eau Pv dans l'air humide environnant est donc
égale à 0,2*7459 = 1492 Pa. En introduisant les di�érentes données numériques dans la
relation de Stefan avec MA =18 on détermine la valeur du débit d'eau évaporée :

ṁv =
103400x18

8310(273 + 40)
.
2, 8.105

0, 05
.
π0, 152

4
. ln

[
103400− 1492

103400− 7459

]
= 4, 272.10−7kg/s = 1, 54g/hr

(23.33)
Le même calcul e�ectué sur la base de l'équation simpli�ée 23.29 aboutit à 1,47 g/hr

soit environ un écart de 4% avec la formule complète.
L'analyse des relations 23.27 et 23.29 permet de tirer deux conclusions d'intérêt pra-

tique :
� L'évaporation croît vite avec la température car l'augmentation de T élève la valeur
de la pression de saturation (confère formule 23.32).

� L'évaporation est plus e�cace sous vide car la diminution de la pression totale
entraîne une chute de la pression partielle de vapeur Pv dans le mélange mais aussi
une augmentation de D (confère relation 23.30).



Chapitre 24

Equations générales de la di�usion

24.1 Equations de conservation

Les équations générales de la di�usion massique dans un écoulement d'un �uide consti-
tué de plusieurs espèces traduisent essentiellement la conservation de la masse totale. Nous
avons déjà établi cette équation de continuité pour un �uide mono-composant ou homo-
gène (équation 5.10 chapitre 5 de la Partie I). Appliquons la à l'espèce A d'un écoulement
incompressible en considérant l'existence de réactions chimiques caractérisées par un taux
volumique de production ou de disparition ṙA. En terme de concentration massique ρA
elle s'écrit :

∂ρA
∂t

+∇.
(
ρA ~UA

)
= ṙA (24.1)

On remplace le terme ρA ~UA par ~jA + ρ~U à l'aide de la relation 22.9, ce qui donne :

∂ρA
∂t

+∇.
(
ρA ~U

)
+∇.~jA = ṙA (24.2)

Nous savons que pour un mélange à masse volumique constante la divergence de la vi-
tesse d'ensemble du mélange est nulle. La prise en considération de cette remarque et la
substitution du �ux di�usif par la loi de Fick 23.7 nous conduisent à l'équation générale
de la di�usion pour l'espèce A :

∂ρA
∂t

+ ~U∇ρA = ∇. (D∇ρA) + ṙA (24.3)

Dans le cas d'un coe�cient de di�usivité massique constant, l'équation se ramène à :

∂ρA
∂t

+ ~U∇ρA = D∇2ρA + ṙA (24.4)

On retrouve la forme classique de l'équation de transport d'un scalaire, analogue à l'équa-
tion de la chaleur (par exemple eq.7.6 du chapitre 7 de la Partie II), à savoir un terme
d'advection, un terme de di�usion et un terme source (puits).

Quand la composition du mélange ne change pas de façon signi�cative d'un point à
un autre du domaine ou si les masses molaires des espèces constituantes ne sont pas trop
di�érentes les unes des autres pour que la masse molaire globale M varie peu ou tout
simplement si P̃ et T restent constants alors ρA est strictement proportionnel à XA. Dans

245
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ces conditions une formulation identique à l'équation 24.4 régit la variation de la fraction
molaire :

∂XA
∂t

+ ~U∇XA = D∇2XA +
ṙA

MACA
(24.5)

De même, il devient aisé de reformuler la di�usion de l'espèce A en termes de pression
partielle en exploitant la relation 22.28 :

∂PA
∂t

+ ~U∇PA = D∇2PA +
ṙAP̃

MACA
(24.6)

24.2 Types de conditions aux limites

La dé�nition complète du problème de di�usion demande d'énoncer les conditions
d'univalence, c'est-à-dire de préciser l'état initial du système mais surtout les conditions
aux limites. Ceci se fait par le biais de relations dites de "fermeture" qui traduisent
simplement un mécanisme souvent complexe qui existe aux frontières du domaine étudié.
Ainsi plusieurs cas de �gure très di�érents les uns des autres peuvent se présenter. Une
des frontières du champ est une surface liquide (cas a et b).

� cas a
L'espèce A est sous forme d'un liquide et se trouve sous phase vapeur dans le mélange ga-
zeux. C'est typiquement le problème traité au paragraphe 23.3.1 et schématisé à nouveau
à la �gure 24.1 a. Nous savons qu'à l'interface du côté gazeux, la condition aux limites
appropriée est l'égalité de la pression partielle à la pression de saturation correspondant
à la température de l'interface.

Fig. 24.1 � Conditions aux limites en transfert massique

� cas b
Le domaine inclut encore une interface gaz-liquide mais l'espèce A, une composante du
mélange gazeux, di�use à travers le liquide B comme l'illustre la �gure 24.1 b. Si la solution



24.2. TYPES DE CONDITIONS AUX LIMITES 247

Tab. 24.1 � Constante de Henri pour des couples gaz-eau [MPa]

T [oC ] Air O2 H2 CO2

15 6000 3700 6600 123
25 7150 4350 7100 162
45 9010 5600 7560 260
65 1027 6400 7600 360

Tab. 24.2 � Solubilités de gaz dans des solides [kmol/m 3.Pa]

Solide Gaz T [oC ] S [kmol/m3.Pa
Caoutchouc Hydrogène 20 2,1X10−8

Nickel Hydrogène 90 8X10−8

Pyrex hélium 20 -500 3,4X10−9

est dite diluée , c'est-à-dire quand le solvant A n'est que légèrement soluble dans le liquide
B, la fraction molaire de A dans le liquide B est reliée à la pression partielle PA dans la
phase gazeuse à l'interface gaz- liquide par la loi de Henri :

XAint =
PA
H

(24.7)

H est nommée la constante de Henri ; son unité est le pascal. La loi de Henri s'applique
essentiellement aux pressions modérées quand la pression partielle PA n'excède pas 100
kPa ; aux plus hautes valeurs de la pression, H devient une fonction de PA. Quelques
valeurs typiques de la constante de Henri sont présentées au tableau 24.1

� cas c
L'espèce A est une substance pure en contact avec un mélange liquide binaire où A est le
soluté. La �gure 24.1 c schématise la situation dont l'exemple typique est le bloc de sel
pur plongé dans une eau saumâtre. La concentration de sel du côté liquide à l'interface
est déduite en considérant l'équilibre thermodynamique et en connaissant la solubilité du
sel. Cette dernière dépend de la température du système. Par exemple, la solubilité du
NaCl dans l'eau à T=0 oC est telle que 35,7 grammes de sel coexistent en solution dans
100 grammes d'eau ce qui correspond à une fraction massique du côté interface liquide
égale à 35,7/(37,5+100) = 0,263.

� cas d
Un mélange gazeux contenant l'espèce A lèche un solide. La substance A di�use dans le
corps solide et sa concentration à l'interface du côté solide est reliée à sa pression de vapeur
du côté gazeux. La relation est empirique ; elle repose sur la dé�nition du coe�cient de
solubilité S :

CA = SPA (24.8)

Le tableau 24.2 reprend quelques solubilités de gaz dans certains solides.
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24.3 Exploitation des équations

24.3.1 Film liquide tombant

Nous reprenons l'exemple classique du �lm de liquide s'écoulant par gravité le long
d'une plaque plane inclinée comme cela est schématisé à la �gure 24.2. Le liquide est
constitué de l'espèce B. Dès x = 0, le �lm est mis en contact avec un gaz d'espèce A soluble
dans B mais pas trop pour ne pas a�ecter la dynamique de l'écoulement. Nous pouvons
donc nous baser sur les résultats de l'analyse hydrodynamique e�ectuée au chapitre 4 de la
Partie I. L'objectif du présent exercice est la détermination du champ de la concentration
massique ρA(x,y).

Fig. 24.2 � Transfert de matière dans un �lm liquide tombant

Nous dé�nissons un petit volume de contrôle IJKL �xe. Le côté Il est de longueur dx
et le c"té IJ de longueur dy. Le transport de matière est le résultat d'une action combinée
venant du mouvement du �uide et de la di�usion ordinaire. Dans ce problème la masse
volumique du mélange est quasiment égale à celle du liquide donc constante comme l'est
aussi le coe�cient de di�usivité. Le bilan massique de l'espèce A sur le volume de référence
doit respecter l'équation 24.4. Toutefois, on note que l'écoulement est permanent et qu'il
n'y a pas de production de l'espèce A dans le liquide. D'après les hypothèses faites,
nous pouvons concevoir un faible gradient de concentration suivant Ox : le transport de
matière dans cette direction est essentiellement advectif. Par contre, le peu de solubilité de
A dans B autorise à négliger le mouvement des composants suivant Oy ; seule la di�usion
ordinaire est à prendre en compte. Dans ces conditions, l'équation de la concentration
est une forme simpli�ée de l'équation de conservation 24.4. Elle devient du type "couche
limite massique" (voir plus loin Eq. 25.3) :

u
∂ρA
∂x

= D∂
2ρA
∂y2

(24.9)
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Nous allons admettre que la di�usion du gaz A dans le liquide B est su�samment lente
pour que la profondeur de "pénétration" de A soit petite devant l'épaisseur δ du �lm.
Cette condition qui se formule en posant ρA = 0 à y = 0, permet aussi de supposer que
dans la petite zone où A existe, la vitesse u est constante et pratiquement égale à Umax (se
rapporter au pro�l de vitesse trouvé au chapitre 4 de la Partie I). A l'interface en y = δ
on a la concentration massique ρA,δ ; elle est déduite de la loi de Henri (voir Eq. 24.7)
si on connait la pression partielle de A et la constante H propre au couple gaz-liquide
étudié. La solution de l'équation aux dérivées partielles 24.9 qui satisfait aux conditions
aux limites ci-dessus est la fonction erreur. La distribution de la concentration massique
de A dans le �lm liquide est donnée par :

ρA(x,y)

ρA,δ
= 1− erf

 δ − y√
4Dx
Umax

 (24.10)

Le �ux massique du produit A à l'interface gaz- liquide est tiré de la loi de Fick en y
introduisant la dérivée de ρA(x,y) par rapport à y prise en y = δ :

nA,y(y = δ) = −D ∂ρA
∂y

∣∣∣∣∣
y=δ

= ρA,δ

√
UmaxD
πx

(24.11)

L'expression 24.11 peut être judicieusement manipulée pour faire ressortir des nombres
sans dimension de similitude. Il vient

nA,y(y = δ)

ρA,δUmax

=

√
1

π
.
ρD
µ
.

µ

ρUmaxx
(24.12)

� Nous reconnaissons le nombre de Reynolds :

Re =
ρUmaxx

µ

� Le rapport des di�usivités est appelé le nombre de Schmidt. Il est discuté au chapitre
suivant :

Sc =
µ

ρD

� Le membre de gauche de la relation 24.12 est l'équivalent du nombre de Stanton
pour le transfert de matière

StA =
nA,y(y = δ)

ρAUmax

Finalement la combinaison adimensionnelle est :

St2
AReSc =

1

π
(24.13)
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24.3.2 Di�usion avec réaction chimique

De nombreux procédés de génie chimique font intervenir la di�usion massique en pré-
sence d'une réaction chimique. Pour illustrer cette situation nous revenons au problème
de la di�usion d'un gaz A dans une couche de liquide B. La situation est esquissée à la
�gure 24.3. Dans le cas présent, le milieu liquide est maintenu immobile dans un récipient.
En di�usant à travers le liquide, le produit A réagit chimiquement avec B pour former un
constituant AB :

A+B=⇒AB (24.14)

Nous nous plaçons dans le cas simple d'une réaction homogène irréversible et d'ordre un.
Le taux volumique de disparition de l'espèce A dépend linéairement de la concentration
molaire :

ṙA = −k′MACA (24.15)

Où k′ est la constante cinétique de la réaction chimique.

Fig. 24.3 � Di�usion avec réaction chimique

La di�usion est indépendante du temps et s'établit uniquement dans la direction z. Les
concentrations des constituants A et AB sont supposées assez faibles. Il s'en suit que la
concentration globale C ne varie pas et que les traces de AB n'a�ectent pas le coe�cient
de di�usivité D. On peut aussi considérer que le liquide B reste au repos et qu'il n'y a
pas de transport de l'espèce A dû au mouvement. Le transfert massique dans une petite
couche dz schématisée à la �gure 24.3 est donc régi par le mécanisme de pure di�usion et
l'équation de la concentration molaire du problème se déduit de la forme 24.5 :

Dd2XA
dz2

− k′XA = 0 (24.16)

Les conditions aux limites appropriées sont :
� La fraction molaire de A est �xée par la loi de Henri à l'interface gaz-liquide :

z = 0 =⇒ XA = XA,o (24.17)



24.3. EXPLOITATION DES ÉQUATIONS 251

� L'espèce A ne peut pas di�user à travers la paroi du fond que nous situons à une
distance L de la surface libre :

z = L =⇒ JA,z =
dXA
dz

= 0 (24.18)

Moyennant ces conditions aux limites et en posant Z = z/L, la solution de l'équation
di�érentielle ordinaire 24.16 est :

XA(Z)

XA,o
=

cosh (NDH(1− Z))

cosh (NDH)
(24.19)

Le paramètre NDH est un groupement sans dimension nommé dans la littérature nombre
de Damköhler ( quelquefois de Hatta ). Il caractérise l'in�uence de la réaction chimique
sur la di�usion massique :

NDH =

√
k′L2

D
(24.20)

Le �ux molaire du constituant A traversant l'interface gaz-liquide se calcule directement
à partir du pro�l 24.19 :

JA,z(z = 0) = −D dXA
dz

∣∣∣∣∣
z=0

=
DXA,o

L
NDH tanh (NDH) (24.21)

Comme nous le verrons plus en détails au chapitre 25, nous pouvons nous inspirer du
concept du coe�cient d'échange convectif largement utilisé pour le transfert de chaleur
(chapitres 7 et 8 de la Partie II) pour relier le �ux à un écart représentatif de concentration ;
par exemple :

JA,z(z = 0) = hm (XA,o −XA(z = L)) (24.22)

hm est le coe�cient convectif de transfert massique . En remplaçant le �ux et la
concentration en L par leur expression respective, nous obtenons :

hm =
CD
L

NHD tanh(NHD)

[
1− 1

cosh(NHD

]−1

(24.23)

Une mise adimensionnelle de la relation 24.23 conduit à :

Sh =
hmL

CD
= NHD tanh(NHD)

[
1− 1

cosh(NHD

]−1

(24.24)

Le groupement Sh est le nombre de Sherwood. Il est le pendant du nombre de Nusselt
en transfert de matière. Il intervient dans les corrélations des échanges massiques par
convection. Ce point fait l'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 25

Transfert de matière convectif

25.1 Convection forcée laminaire

L'étude de l'écoulement laminaire sur une plaque plane e�ectuée au chapitre 8 de la
Partie I, nous a montré qu'une couche limite dynamique se développe le long de la paroi
sous l'e�et des contraintes visqueuses. Si la surface solide est à température di�érente
de celle du �uide alors s'ajoute la formation d'une couche limite thermique induite par
les e�ets de conduction de la chaleur (chapitre 7 de la Partie II). De la même manière et
compte tenu des analogies fortes qui existent entre tous les mécanismes de transport, nous
observons la création d'une couche limite de concentration quand la paroi devient le siège
d'un échange massique avec le �uide en mouvement. La �gure 25.1 décrit le problème
en question. Un mélange �uide constitué des espèces A et B arrive parallèlement à une
plaque horizontale avec un champ de vitesse, Uext et de concentration,ρA,ext uniformes
en amont. La surface solide est revêtue en permanence de la substance A de sorte que la
concentration pariétale reste constante ; soit ρA = ρA,p > ρA,ext en y = 0.

Fig. 25.1 � Couche limite de transfert de matière

La di�érence de concentration ρA,p − ρA,ext provoque une migration de l'espèce A
dans le mélange au travers d'une couche limite massique caractérisée par un pro�l de
concentration tel que représenté à la �gure 25.1. A une certaine distance δm de la paroi, la
concentration a atteint la valeur ρA,ext ; δm est l'épaisseur de la couche limite qui contrôle
le transfert de matière. Le gradient du pro�l de concentration est maximum à la paroi

253
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où la condition d'adhérence impose une vitesse nulle et où, par conséquent, le transfert
massique ne peut être que purement di�usionnel. La densité de �ux de matière pariétale
est donc donnée par la loi de Fick :

jA = −D
[
dρA
dy

]
y=0

(25.1)

Comme en transfert de chaleur, on relie ce �ux massique au potentiel qui induit le trans-
port, ici la di�érence de concentration ρA,p − ρA,ext, par l'intermédiaire d'un coe�cient
local de transfert de matière hm :

hm(x) =
jA

ρA,p − ρA,ext

=
−D

[
dρA
dy

]
y=0

ρA,p − ρA,ext

(25.2)

� Notons que le coe�cient d'échange massique de convection a la dimension d'une
vitesse. Il s'exprime donc en [m/s].

Une approche pour déterminer hm consiste à rechercher la distribution de concen-
tration ρA(y) dans le voisinage de la paroi et d'en évaluer le gradient. Cette démarche
demande de résoudre l'équation générale de la di�usion 24.4 que l'on peut simpli�er dans
le cas de la couche limite. Pour un écoulement bidimensionnel stationnaire sans réaction
chimique, elle s'écrit :

u
∂ρA
∂x

+ v
∂ρA
∂y

= D∂
2ρA
∂y2

(25.3)

Elle doit être complétée des conditions aux limites sur les concentrations en y = 0 et
y = δm pour garantir l'univalence de la solution.

A ce stade du raisonnement, il est fondamental de souligner la ressemblance entre
l'équation de couche limite massique 25.3 et les équations des couches limites dynamique
et thermique que l'on rappelle ci-dessous pour argumenter la comparaison :

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= ν

∂2ũ

∂y2
(25.4)

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
= α

∂2T

∂y2
(25.5)

A la vue des ces trois équations, nous pouvons proposer le tableau d'équivalence 25.1 ; il
précise que les trois mécanismes de transport dans la couche limite se formulent mathé-
matiquement de la même façon. Seule une di�érence de notation suivie de sa signi�cation
physique est à prendre en compte.

Le rapport entre ν et D s'appelle le nombre de Schmidt :

Sc =
ν

D
(25.6)

Il caractérise l'importance de la couche limite de quantité de mouvement par rapport à
celle de transfert de matière. De même, le rapport de D à α compare l'épaisseur de la
couche limite de concentration à la couche limite thermique. C'est le nombre de Lewis :

Le =
D
α

=
ρCpD

k
=

Pr

Sc
(25.7)
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Tab. 25.1 � Analogie entre les couches limites

Quantité de Mouvement Chaleur Di�usion massique

u T ρA
up = 0 Tp ρA,p
Uext Text ρA,p
τp qp jA
ν α D

Tab. 25.2 � Nombres de Schmidt et Lewis : T = 25 oC

Fluide porteur Substance Sc Le

Air CO2 0,94 1,34
(Pr= 0,7) H2 0,22 0,314

O2 0,75 1,07
Vapeur H2O 0,60 0,86
Benzène 1,76 2,51

Eau Cl2 617 88
(Pr= 7) CO2 453 65

H2 152 22
O2 356 51
CaCl 750 117
NaCl 582 83

Pr est le nombre de Prandtl (voir chapitre 2 de la Partie II ). Les éléments de la
théorie cinétique des gaz repris par les relations 2.4 de la Partie I, 2.11 de la Partie II
et plus avant la relation 23.6 montrent que les trois coe�cients de di�usion ν, α et D
sont égaux pour les gaz monoatomiques à des pressions modérées. Par conséquent Sc = 1
et Le = 1. La signi�cation directe est que les pro�ls de vitesse, de température et de
concentration, judicieusement adimensionnalisés, présentent la même forme. Ce résultat
appuie l'analogie entre les trois types de transport. Le tableau 25.2 liste quelques valeurs
typiques des nombres Sc et Le pour certaines substances à faible concentration et à
pression atmosphérique :

25.2 Corrélations de transfert massique

La conclusion pratique de l'analogie soulignée au paragraphe précédent est qu'il de-
vient légitime de faire appel aux corrélations adimensionnelles de transfert de chaleur
préalablement établies pour la convection forcée et d'en déduire celles du transfert de
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matière par un simple changement de notation compatible avec le tableau 25.1. Ainsi la
relation 7.22 du chapitre 7 de la Partie II propre au transfert thermique des gaz et des
liquides en régime laminaire sur une plaque plane se transforme directement comme suit :

Shx =
hmx

D
= 0.332Sc

1
3 Re

1
2
x (25.8)

Le nouveau nombre sans dimension Sh qui caractérise l'échange massique convectif est
le nombre de Sherwood. C'est l'équivalent du nombre de Nusselt pour le transfert de
matière. Pour des métaux liquides il nous su�t d'adapter la corrélation 7.23 du chapitre
7 de la Partie II pour aboutir à :

Shx0.53
√

Pem,x (25.9)

Pem,x est le nombre de Peclet local de transfert massique dé�ni comme le produit
ScRex. Dans un calcul global d'échange, il est plus commode de considérer la valeur
moyenne de hm sur la longueur L de la plaque :

hm =
1

L

∫ L

0
hm(x)dx (25.10)

Par application de la dé�nition 25.10 aux relations 25.8 et 25.9 on en déduit facilement :
� Pour Sc ≥ 1

Sh = 0, 664Sc
1
3 Re

1
2
L (25.11)

� Pour Sc << 1

Sh = 1, 128
√

PeL (25.12)

En écoulement turbulent sur une plaque, les corrélations de transfert de matière peuvent
être directement déduites de l'expression locale 7.30 et globale 7.32 en substituant Nu
par Sh et Pr par Sc :

Shx = 0,029Sc0,43Re0,8
x (25.13)

et
Sh = 0, 369Sc0,43

(
Re0,8

L −Re0,8
c

)
+ 0,664Sc

1
3 Re

1
2
L (25.14)

Rec étant le nombre de Reynolds local critique auquel s'e�ectue le passage du régime
laminaire au régime turbulent. On retiendra que l'ensemble des remarques portées sur
la �gure 7.7 de la Partie II concernant les corrélations de transfert de chaleur pour une
plaque plane reste valable pour les corrélations de transfert massique concernant la même
con�guration géométrique.

Les résultats d'expériences menées sur l'évaporation d'un �lm d'eau étalé sur la paroi
interne d'une conduite parcourue par un écoulement turbulent d'air ont été bien corrélés
par la relation suivante :

Sh = 0, 023Re0,83Sc0,44 (25.15)

qui est voisine de l'expression 7.54 de la Partie II décrivant le transfert de chaleur déve-
loppé dans les canalisations en régime hydrauliquement lisse.
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Tab. 25.3 � Analogie entre nombres adimensionnels

Transfert de chaleur Transfert de matière

Pr Sc

Nu Sh

25.3 Relations d'analogie

Dans une situation courante comme l'évaporation d'un liquide dans un courant gazeux,
qui implique à la fois le transfert de chaleur et de matière, il est judicieux de s'intéresser
à la relation qui lie le coe�cient d'échange thermique au coe�cient d'échange massique.
Si l'on divise membre à membre les corrélations de transfert de chaleur et de matière on
montre que les deux coe�cients d'échange sont proportionnels et que le nombre de Lewis
quanti�e l'écart entre leurs valeurs :

h

hm

= ρCp

(
Sc

Pr

) 2
3

= ρCpLe
2
3 (25.16)

qui se met sous la forme compacte suivante :

Sh

Nu
=
(

1

Le

) 1
3

(25.17)

On retiendra que les valeurs des nombres de Sherwood et Nusselt sont très proches pour
la plupart des gaz puisque dans ce cas le nombre de Lewis avoisine souvent l'unité (voir
tableau 25.2). Dans une même idée, on peut étendre l'analogie de Reynolds-Colburn (re-
lation 18.35 du chapitre 18 de la Partie II) au transfert de matière et aboutir à l'égalité
suivante :

hm

Uext

Sc
2
3 =

Cf

2
(25.18)

L'ensemble de ces résultats nous amène à donner une seconde synthèse sur l'analogie
entre les mécanismes de transfert de chaleur et de matière. Elle est se présente sous la
forme du tableau 25.3 qui souligne l'équivalence des nombres adimensionnels :

25.4 Modèle de la paroi imperméable

L'analogie entre les transferts de chaleur et de matière que nous venons de souligner
repose sur une hypothèse importante. En e�et, nous avons implicitement admis que la
vitesse transversale v de l'écoulement était nulle en y = 0. Dans un phénomène d'échange
massique, cette hypothèse constitue une approximation dont il faut estimer l'impact. Des
corrélations 25.11 et 25.12 on s'aperçoit que l'ordre de grandeur du �ux massique pariétal
peut être calculé par l'expression,

jA,p ∼ (ρA,p − ρA,ext)
D
x

Scn
√

Rex (25.19)
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l'exposant n valant 1/2 pour les métaux liquides et 1/3 pour les autres �uides. Ce �ux
massique constitue un écoulement transversal qu'il faut comparer à celui qui résulte natu-
rellement de la déviation des lignes de courant provoquée par l'e�et visqueux au voisinage
de la paroi. Ce dernier a été étudié au chapitre 16.2 (Partie I). Nous en déduisons que la
vitesse transversale v due à la formation de la couche visqueuse est de l'ordre de

v ∼ Uext√
Rex

(25.20)

Dès lors, l'e�et du transfert massique pariétal sur l'écoulement sera négligeable quand

jA,p < ρv (25.21)

La condition à véri�er s'obtient en introduisant les proportionnalités 25.19 et 25.20 dans
l'inégalité 25.21 :

ρA,p − ρA,ext

ρ
< Sc1−n (25.22)

En dé�nitive, la notion de paroi imperméable reste acceptable tant que la variation relative
de concentration au travers de la couche limite massique est faible devant la valeur du
nombre de Schmidt sachant que 1− n est toujours positif.

25.5 Exploitation des résultats

25.5.1 Evaporation d'un �lm liquide étalé

Le problème envisagé concerne un mince �lm liquide d'épaisseur initiale uniforme eo,
étalé sur une surface solide plane. Il est balayé par un courant d'air à la vitesse U∞ sur
une longueur L. L'air en mouvement possède une humidité relative ϕ et est à la pression
atmosphérique P̃a. L'ensemble est à la température constante T . On désire estimer le
temps d'évaporation totale du �lm. Pour déterminer ce laps de temps tevap, nous exprimons
que la variation instantanée de l'épaisseur e(t) du �lm diminue au prorata du débit de
vapeur d'eau constant durant le phénomène.

de(t)

dt
= − ṁv

ρ`L
(25.23)

ρ` est la masse volumique du liquide. L'intégration de l'équation di�érentielle ordi-
naire 25.23 de t = 0, e = eo et t = tevap, e = 0 fournit l'expression suivante :

t̃evap =
eoLρ`
ṁv

(25.24)

Le débit d'eau évaporée par unité de largeur est donné en exploitant la dé�nition du
coe�cient de transfert de matière (voir eq. 25.2) :

ṁv = hmL (ρv,p − ρv,ext) (25.25)

ρv,p et ρv,ext sont respectivement les concentrations massiques de la vapeur d'eau à la
paroi et dans le �ux air au loin du �lm liquide. En considérant que la vapeur d'eau se
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comporte comme un gaz parfait, en notant qu'elle est aux conditions de saturation juste
à l'interface liquide-air humide et en se servant de la dé�nition de l'humidité relative on
peut facilement reformuler l'évaporation du �lm comme suit :

ṁv = hmLρv,p (1− ϕ) (25.26)

avec
ρv,p =

Psat(T )
<
Mv

.T
(25.27)

Où Mv est la masse molaire de la vapeur d'eau égale à 18 kg/kmole. Il nous reste
à évaluer le coe�cient d'échange hm. Pour ce faire, nous disposons des corrélations du
nombre de Sherwood pour une plaque plane, relations 25.11 et 25.14 suivant que la couche
limite est en régime laminaire ou turbulente :

hm =
ShD
L

(25.28)

Le coe��cient de di�usivité de la vapeur d'eau dans l'air peut être calculé au moyen de
la relation de Schirmer (voir eq. 23.30).

Une application numérique typique est résuméee au tableau 25.4. Le calcul du nombre
de Reynolds moyen est basé sur les caractéristiques de l'air sec. On constate en e�et que
les conditions considérées entraînent peu de di�érences entre les propriétés de l'air humide
et celles de l'air sec. On doit maintenent s'assurer que de la validité de l'hypothèse de
surface imperméable. Elle est véri�ée puisque :

ρp(1− ϕ)

ρa
= 0, 0117 < Sc1−1/3 = 0, 71 (25.29)

25.5.2 Thermomètre humide

La tête d'un thermomètre est emmaillotée dans un �n tissu imbibé d'eau. Le tout est
placé dans un écoulement d'air sec de vitesse Uo comme le schématise la �gure 25.2. La
lecture du thermomètre indique une température Tth di�érente de la température réelle
de l'air Ta. On cherche à modéliser cette di�érence.

Pour résoudre le problème il faut noter que le �ux de chaleur échangé par convection
entre l'air sec et le thermomètre humide va équilibrer l'enthalpie d'évaporation de l'eau
imbibant le tissu. Ce bilan énergétique s'écrit comme suit :

hS (Ta − Tth) = ṁvLv` (25.30)

h est le coe�cient convectif de transfert thermique, S la surface d'échange et Lv` la chaleur
latente de vaporisation. Le débit d'évaporation ṁv est relié au potentiel de concentration
massique par le coe�cient convectif de transfert de matière. La relation est la même que
l'équation 25.25 si ce n'est que dans le cas présent ρv,ext = 0 car l'air est sec.

ṁv = hmSρv,p (25.31)

Comme dans le problème précédent ρv,p représente la concentration massique de vapeur
d'eau dans l'air en contact avec le thermomètre. La condition de vapeur saturée est de



260 CHAPITRE 25. TRANSFERT DE MATIÈRE CONVECTIF

Tab. 25.4 � Evaporation d'un �lm d'eau : Application numérique

Données Valeur

eo 100 [µm]
L 0,1 [m]
U∞ 3 [m/s]
ϕ 40%
Pa 1013,3 [hPa]
ρ` 1000 [kg/m3]

Résultats Valeur
ρa 1,185 [kg/m3]
µa 18,4 [µPa.s]
Re 19355 Laminaire
D 28,8 [mm2/s]
Sc 0,6
Sh 78
hm 22,4 [mm/s]
P̃sat 3189 [Pa]
ρp 0,0232 [kg/m3]
ṁv 31 [µg/s]
tevap 323 [s]
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Fig. 25.2 � Schéma du thermomètre humide

nouveau réalisée et la relation 25.27 est d'application avec T = Tth. Les équations 25.30
et 25.31 combinées conduisent à :

∆T = Ta − Tth =
hm

h
ρpLv` (25.32)

A ce stade du développement on tire parti de l'analogie transfert de matière - trans-
fert de chaleur formulée par la relation 25.16 pour supprimer le rapport des coe�cients
d'échange dans l'expression 25.32 :

∆T =
ρpLv`
ρCpLe

2
3

(25.33)

Si le courant d'air principal est chargé en vapeur d'eau, la mesure de Ta et Tth est une
information qui permet de remonter à la valeur de l'humidité relative ϕ. En e�et, en
suivant la démarche présentée ci-dessus et en conservant ρv,ext dans la relation 25.31 du
débit de vapeur, on montre que la concentration massique en vapeur d'eau dans le �ux
d'air humide est donnée par,

ρv,ext = ρv,p −
ρCpLe

2
3

Lv`
∆T (25.34)

Une fois ρv,ext connue, on calcule facilement ϕ comme suit :

ϕ =
P̃a(Ta)

Psat(Ta)
=

ρv,extTa
Psat(Ta)

.
<
Mv

(25.35)
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