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Répondre sur le questionnaire et ne dégrafer que les brouillons

9Rr-SE
dt
EM_A=m\va_A+n‘1eYA avec M,=Mg+ABxR ; Ma=mAGxV,+1,0
2 —_— =
LE =>FV, avec T = MWa +mv,. @x A iz R
dt 2
L=T-V et Ea—T—a—T 2/1 —J avec Q = ZFh O
dt oq;  oq; 0 - 0q;

Question 1 : Questions rapides (3 points)

Une masse m glisse sans frottement sur une tige mince s
homogéne OA de masse M et de longueur L qui tourne
librement dans un plan vertical autour de son extrémité O.
La masse est reliée a A par un ressort de masse négligeable,
de coefficient de rappel k et de longueur libre L-rq,

o

Peut-on écrire la vitesse du point P de la maniére suivante :

Vp =Vp +@xOP ?

=~

Justifiez et, dans le cas contraire, donnez une expression de
Vp . (0.5 points)

A
P n’appartient pas au méme solide que O donc on ne peut pas appliquer la formule de distribution des vitesses.
doP

Vp = ” —=r1 +réy,

Déterminer le terme |,y du triangle dans le systéme d’axe centré au sommet (0.5) *

l,=[2dm=[0dm=0=P,
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Déterminer lo (O est le centre de la sphére) d’une sphére pleine de masse m et de rayon R sans calculer d’intégrale et

2
sachant que I, = ZN;R . (D)
“y Iozj X2 +y? + 122 dmzszdm+jy2dm+jzzdm
=3_|' z?dm =31, par symétrie
Kh l,=1,+1, =2l parsymétrie
] ly=[ [ [ reoso’prisinadp do dr= R > 2 9sin 0d 6
X o = J:J; rcosd °~ presin@de r—p? ﬂfCOS sin
R® cos’0] R4 1
=p—21|————| =p—=7==Mg.R?
p 5 |: 3 :|0 :0 5 3 5 Sphére
2 _ 47R’
M = r’sindde dé dr =
[ [ [ ertsinodo :
Déterminer 1’équation de mouvement du systéme composé d’une barre
rigide de longueur / et de masse M tournant dans le plan vertical sans Y - o~ 2
frottement autour de son centre et de deux masses ponctuelles m; et m, 1 9
attachées aux extrémités de la barre (1 point) e /?"e \
- - ‘ X
C
mi
M 1_= 1'00 (M2 m+m, |2
T=|—Vg2+=wlg.0 =Z&|0 . 0|@d=2|—+——2—|6?
2 2 solide 2 2| 12 4
0 0 I,
V= glsina—m glsin6—>Q ——a—v——m gl—cose+m gl—cose
97 222 7 0 Y2 222

M2 m+m, 2] I |
= —+—|0=- —Cc0s@+m,g—cosé
{12 4 ™97 297
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Question 2 : Tige inclinée (5 points)

Une tige homogéne AB de masse m et de longueur L se
déplace dans le plan vertical fixe en s’appuyant en B contre un
mur dépoli (coefficient de frottement f). Son extrémité A est
reliée a un ressort de coefficient de rappel k, dont la longueur
libre correspond & ¢ = 0.

Etablir I’équation différentielle du mouvement

2 2 2 2

T= [1 mvg N '.I:Gi .a_)j = lmvéAB +1a_).lzGAB o)

Un degré de liberté ¢ . On travaille avec une coordonnée genéralisée donc la coordonnee u doit étre remplacée dans le
Lagrangien avec la relation Lsing = .

avec {CE = [%coswjl_x +%sin Pl =>Vg = (—%sin (p(/)ji( +[%cos<p¢;jj_y

2
1 12, 1 12, 1 5.0 L. k
T=—M—¢@“"+—mM—¢° =T =—mL et V=mg—sinp+—|C-Lcosp— C-L
AT 6 -7 gosmnets i

L-Lcosg

OB = 1, = Lsin g1, => 6OB = Lcos pdpl, et Fy = Ng1, —TBﬁTy avec Tg = fNBﬁTy

/

4
) .
= %¢+ mg%cos¢+ KLsing € - Lcosw)—LcoswaBﬁ

=>Q,*=-Lcos¢Ty

d L. .
—m| ——sin =k L-Lcosgp +N
at ( 5 W’j ® B

Ng :(mL(—%COSWﬁZ—%Sin(o(BJ —k L—Lcosg }

=> Ny a remplacer dans I'tquation de mouvement.

mL? .. L . é 1 o L. .
Tgp+mgzcosw+kLsm¢ L-Lcosg :—LCOSgomf mL —Ecoswp —Esmgogo —k(—LCOS(p
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Question 3 : Gyroscope (3 points)

Un gyroscope cylindrique (de rayon r et de masse M) est représenté sur la
figure ci-contre. Les deux arceaux circulaires C; et C, de rayon R, peuvent
tourner respectivement autour de I’axe z, et u. Le cylindre tourne autour de
son axe de révolution avec une vitesse angulaire ¢ .

1. Initialement le gyroscope est placé en O, que se passe-t-il ?

2. Le gyroscope est ensuite décentré (situé a une distance a du centre
0), déterminer la vitesse de précession du systéme ?

3. Sion veut supprimer ce mouvement, déterminer la valeur de la
masse mu a fixer en A.

dt
1. Pas de moment extérieur donc le gyroscope ne bouge pas.

2. Le couple extérieur a contrer : M, g = acosgMg1,.
Le gyroscope va précessionner autour de l'axe z,, car l'axe du
gyroscope va essayer de s'aligner sur le moment extérieur.

Pour contrer ce couple, le couple gyroscopique doit étre
2

= _ ~ = Mrr - -
Cg =-Mo =IQx0l, :T(p]z XW]zo =

2
—acoséMg1, :—MTrW'cos,eIJ = W'zzlg

.Zu (pl’
3. Il faut supprimer le couple extérieur, donc on ajoute une

constant

masse m, telle que M, ¢ = acosOMgl, +Rcosdm,g =0
=My, = % => équilibre statique

Le gyroscope ne précessionne plus.
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Question 4 : Vilebrequin (5 points)

On étudie le mouvement plan d’un systéme
bielle/manivelle, constitué d’un vilebrequin (1 = solide
de masse m; composé d’un cylindre de rayon r et de
hauteur h soudé en O a un disque de rayon R), d’une
bielle (2, tige de longueur L et de masse m,), d’un
piston (3, tige de longueur L3 et de masse mj3) et d’un
béti fixe (0). Le mouvement de rotation du vilebrequin
est transformé en mouvement rectiligne alternatif du
piston par rapport au bati.

Le vilebrequin est animé a 1’aide d’un couple C.

OA=d ; 0G=0A/2 ; AB=L ; Vg =11,

Déterminer la vitesse angulaire de chacun des solides
Sy, Sy et Ss.

Déterminer 1’équation de mouvement de ce systéme a
I’aide des multiplicateurs de Lagrange.

OA=al; OB=zl,; AB=-acosfl + z-asind I, =-Lsinal +Lcosad, avec « langle
entre AB et z,

Lsina =acosé Lcosada +asin@s0 =0 4
= {z—asinez Lcosa =>{ 07-acosdof +Lsinada =0 4,

Vs, = Vg +@s, xBG, :(Z+%dsinaji +%o’zcosa1y

2 2 2
T Maal” g2 1] MR +Mlb(9) 02
2( 2 2| 2 2 \
| S
cylindre disque S N
1
L2
M,| 2%+ —d?* + Lazsina , ,
4 1M, , M,z
+ += a +| —
2 2 12 2
SS
L S,

V= Mlbg%sin9+ Mzg(z—%cosa}t M;0z

2 2 2 2
. +M
=>L=£KM1ar }{Mle +M1b(%j J]HZ{MZZ 322+M2L d2+%Ldz’sina

2 2 2

—Mlbg%Sinﬁ—Mzg(Z—%COSaj— M,0z
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Lcosada +asinbo8 =0 4
0z—acosdof +Lsinada =0 4,

Mir? ) [ MyR? A, [ My+Mm 2 :
L= L M My +M1b(9j 02| 2t Ms 2 Mal” o Mo sing
2 2 2 2 2 6 2

—Mlbg%sin G—Mzg(z—%cowfj—Mggz

2 2 2
9;[{M1§r }{Ml;R +M1b(%J Hé+M1bg%cos€=C+21asin¢9—/12acosé?

2
a:MZL

a+M,Lisina+ Msz'cosadJerg%sina =ALcosa + A Lsina

=>1z7: @, +M; P+M,Lasina+M,Lcosad® + @, +M; D=4,
Lsina =acos@
z—asind=Lcosa
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Question 5 : Question de théorie (4 point)

Démontrer la formule de 1’énergie cinétique d’un solide indéformable.

T=%J.dm\7p2 =%Idm Uy +@xAP . U, +@x AP
T=%Idm U, U, +2V,. AP + @xAP . &x AP

1_, (- —\ 1 R —
T=20, Idm+vA. wxjdmAP +§Idm @xAP . &x AP

-2
T _ MV,

+7,. GxMAG +%jdm GxAP . ax AP

3. bxC =b. axC => @xAP . @xAP =@. APx @ x AP
— 2 . - _
:>T:m\;A +V,. @xMAG +%a‘;.jdm APx @x AP

Ip0

On montre que :

[ﬁ @~ ﬁ). = 5y APy @ ﬁ): S AP} Qap®a APy Y SiiiSiap AP, @ APs )
= €Sip 0,40 IP; QuAP; ) 5, AP0, AP, — AP, 0, AR = @PAP;5,, - AP, AR ),

j =1," par définition du tenseur

J el

ou, par définition :

[TA.a‘)l = 1o, =U GP, AR, 5, AR, AP} Jm ja)j - j @GP, AR, &, 0~ AP, AP} o; Jm
- [ @) -Ea)n )m:“dm(gpx@ﬁji

=T = mv,’ +\7A.é>< mﬁ)la—;.TA.a‘)
2 2

mig® 1_= _
2 2
Dans les axes principaux :
| 0 0 |p
— 2 G,x _ 2
omvgt 1 omygT 1 > 2 2
T= > +Ea) 0 gy 0 |q|= > +E(3'Xp +lg,y0" +1g 1 )
0 0 g, \T
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BROUILLON
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