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Mécanique Rationnelle 2 2e annee de ba,cheller
Corrigé de la séance 6

1. O = point appartenant a 1’axe de rotation fixe.
5R=m\76 Mo ZTO.Q_) T:la_)joa)
2
1 *J_%:—maa)Tx MO :_Rcza)Tx_P)/szy+Iza)Tz T:llza)z
— 4 _ 2
=-mabwl +—ma*wl 2
73 =§nwza)2
2l %i=0 Mo :_sza)Tx_Pyza)Ty-’_Iza)Tz T:l]za)z
_ma® ol f
3 : —gmaza)2
3 iﬁ :—mba)Ty MO =+Ixa)Tx—nya)Ty—sza)Tz TZ%IXCDZ
+ 1 -
mawl , :im(az+b2)a)1x o)
3 =§m(a2 +b?)w?

= — — — —
R=0 MO:%+1ywy1y_1)yzwylz T:%IZ,af
_/Pﬁmz/T/x_P,vzszy+lzszz

1 ah®
b =§ma2+b2
a — f—
Mo =+—mb*w 1 —mabo——=1
a+b* 7 Ja2+b? 7
b = a -
+—ma’O———=1,-mabo—=1
3 a+b Ja2+b> -
ou Mo =—/PM—PyZa)Ty + Lol
L g 2 mah
37 d b T 3a 4T
On aurait pu faire : Mo =Mg¢
“)
I, = Iy'zdm =J.(cosay—sinaz)2dm =cos’al, +sin’al, —2sinacosal,
2 2 2h2
= b .imaz—i- a im 2-2 ab .mabzgma b
a*+b* 3 a*+b* 3 a*+b? 3a*+b?

y

ab (4 4 b? a? 1 ma’b 1 mab’
= —ma*——mb? |+ - mab=—-——-————
a’+b* a*+b? 3a°+b” 3a +b

P.. =Iy'z'dm = I(cosay—sinaz)(sinay+cosaz)dm = cosasina([z —Iy)+(cos2a —sinza)PyZ

Ghatte

A — _ o _
2. y ‘RzvaG =mv, 1 +3mv; +My,
i - ige
i

X=acoswt,

avec %z(acosa)t+%sin9ji —%cos&i ;

O_G'z(acoscot+(a+R)sin9)Tx —(a+R)cosf1,
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R= [—ma sinwt .1, ] + {3111 ([—a sinwt.o + %cos 6’«9]1 + %sin HH'T}, H

+

[M((—asin wot.o+(a+ R)cosHé)Tx +(a+R)sin001, )}

3m%+M(a+R)

=R= (4m +M)[(—a)as1n wt + a@cos&) 1+ Aé?smé'ly] avec A= Am+ M

_= _ 1 ) 1. = _ 1 ) 1 = _
ol @ |+ [5(3111 Jve + 3 Byl By, |+ EMVGM + 5 Bypatie L, Dpate

=0(masse ponct)

T=| Lo |4 Lamz + 13m0 (Lo 12000
27 e T 2 G T s

=T = (2m +%} a*w’ sin’ ot +%[ma2 +M(a+ R)2 +%MR2}9‘2
—{%maz +Ma(a+ R)}a)ésina)tcose
Mo = ZMOJ = [@ X mv, :| + [%Tige X mVG,,-gE + Mo :| + |:O_G’balle XMy, Lot Mc',m,,g ]

=0(pas de rot.)
2 2

— _ . L i - — =_ 3 —
OGrige xmvg, =3m(%6’+%(coswtsmﬁ@—cos&smwt.a))j L = Mg, =1, 0= T; 01
—_— . . ) _ — = _ 2MR? .—
OG 'bate x mvg, :M(a+R)((a+R)¢9+a(coswtsm&ﬁ—cos&sma)t.a))) L = Mg, =1,.0= 5 o1

— 2MR® . : . . -
=>Mo = {(M(a +R) + +ma’ j9+[3m%+Ma(a + R)}(cos ot sin 09 — cos Osin a)ta))J L
3. ‘r dans les axes principaux Gy"z" lié a la tige :
y @=— Bl +¢L =—f1.+¢cos fL.—gsin 1,

. 0] R
4 >
o x
z
1. Dans les axes Oxyz
m2 .L22 O
_ 0 0 12 e 0 0 iy
VR _7 —~ _ 2o :
M, sy 10(51+52) @w=]0 0 + 0 0 cosBsin B |+| 0 0 0
0| mL? 0 ) 0 | mur)|l o
3 m-Ly” o5 B
L 12 i

— L? .~ L% sin2B — L? L}’ -
= MO:—m2122 ﬂlx+m2122 S‘n2ﬁ¢1y+[["“71+m2.qz +’”2122 cos’ B gL
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dM, dM,

+ @, yyz XMpo =

i dt g

dM,  myL? o~ my.L>sin2f .~ [(m.L> o) myLy 5 )=
=- L+ 1+ +m,. L |+ ———

dt n Pty 3 T T

_my L2 sin2f . 21
12 2

a]xyz/XYZXM()

+m2.L22 cos2fp1 + mz.Lzz 2cos Asin B |pf 1L mz.Lzz it
12 Oy 12 s 12 ¢7

2. Dans les axes Oxyz tournant avec les 2 tiges. (S=S1+S2)

my.L,
o0 , 0 7 ° 0 0 0 0
EvR — my.Ly 5
MO (S1452) 10(51+s2) =10 3 0 + 0 0 0 +| 0 mz,L] 0
L} L2
m L 0o o ML 0 0 ml
0 0 3 12

— ,.L,? L2 L L2 . _
Mgy =-—2"2p1. ( +m,.L Jq)smﬂl +[m131 +mzl—22+m2.L12J(pcosﬁlzu

M, dM_O
dtdt oy

2 2 2
. - L L
B ﬂlx“—[mla’ +m,.L Jq)smﬂln—[m

2
—+m2.lqu¢cosﬂTZ" [mljl T+m211}bsinﬁﬂ'1u

+ Oy xyz xM, =

+m,.L Jgocosﬂﬁl "

m, .L22
12

2
ﬁ’(é)cos/ﬁy" + (j)sinﬁTzn)—[mlg’L +m,.L stmﬁ( —f1L. —q')cos/ﬁx,.)

2
{ 13[‘1 T+m2 L Jq)cosﬂ(ﬂly"—q)smﬂlxu)

3. en considérant séparément les deux solides.
Mo =Mp gy +Mo s

0 |0 L
PR = _ m. LT
Mo gy =1o®= 0 0= 13 oL
ml.le 4
3
Mo 53 = Mg +OGxR =IG.@, +my (L 1, )x L],
2
my.Ly 0 0 .
B 12 wa . L2 2 B
1.0, = 0 0 0 —@sin f | = 122 ,B 2 @cos L.
S
o o mald [(#eoss
12

2
2 @cos fcos S L

= _ L o~ myL’ =
:>IG.a)2:—m2122 ﬂlx+m2122 @cos Bsin B1, +

— myL* .— my.L? . .~ (myL? o
Mo (sy) =~ 2122 Bl + 2242 ¢Sln2ﬁly+{ S ¢cos2ﬂ+m2L12¢)le

!

— L} o~ L? - L’ L
:>M0:—m2122 ,le+m2242 (bsm2ﬂ1y+(m2 2 gz';coszﬂ+m2L12¢;+m1

2
1¢]

—@sin S
@cos f
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4.1 R

2
HJ (#)' _ RH

M= kacmj zdzj rdr = k(z A=k

R
e (ot
I_kaczej zdzjhrd kfi % :];—ZHZR“:%

N

I, = kJ?;dHJf ZdZIOf[Z(ZZ )m’r =krx (}; = =

54
H Hé_MRz_I
4 6 6

i R, (
I, =k jzz a6 zdz[ " (rcos0)’ rdr = K

MR®  2MH’
+ =1;
6 3 g
P, =P, =0 grace a l'intégration de y sur un domaine symétrique

=1 =1,+1, =

( 7 f
V4 R - 6
5 H = H) H SM
P, =kaﬂdﬁj zdzIH z(rcos@)rdr =k2 —=—RH
= 0 0 3 6 o
4.2 Trouvons les points P appartenant a I’axe z ou les moments d’inertie (/,p , /,p , I.p) sont égaux dans le repere
Pxpypzp

2 2 2 2
MR® 2MH® . (ﬁ} M g MR

6 3 4

I, d (axe x,axe xg)

——
d(axe x; ,axe xp )*

2
=> 2 racines réelles d =+ R[> H? acondition que H < \/g
6 48 R V5

I1 faut en plus que en ces points le produit d’inertie P,, . soit nul aussi pour qu’on soit bien dans des axes

principaux (ce qui ne semble pas étre le cas)
=>]1 n’existe pas de point de I’axe z qui annule le produit d’inertie dans un systéme d’axe paralléle a xyz, car

le décalage de 1’axe en x est nul =>

4.3  L’angle alpha est I’angle entre I’axe z et 1’axe z. Par la formule de changement d’axe (TZ, = (0; sin &; cos a) )

H? R?
]Z,=Izcosza+1ysin2a ou coszazﬁ et sinzazﬁ
H”+R H”+R
MR* H? MR?* 2MH?)\ R? R’ MR?
=1, = ——+ + ——=———| MH’
3 H°+R 6 3 H"+R° H° +R
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44

Mi():?ow avec @ =1, =>M70=—PX,Z.a)T?,—Py,Z.a)Ty,JrIZ,a)TZ,
P,. :J cosay-sinaz)(sinay+cosaz)dm = cosasina(lz —Iy)+(cos 2a—sin’aq) P,
HR MR* [ MR* 2MH’ H*-R* HR MR* 2MH’
TS - + Hoa | B T -
H"+R 3 6 3 H°+R" ) - H +R 6 3
iz
P.. :Ix(sin ay+cosaz)dm =sin a%+cosaPX, S SMRH
i i T JHP 4R 97
_ _ 2 2\ 2 2\
M, = Ho 8MRH L+ ffR : MR"  2MH ol + 2R : MH2+MR ol
H>+R? 97 H*+R 6 Y H’+R
ou
Mio =—P._wcosal +1,wsin aTy +1Lwcosal.
o SMRH Ho -+ MR’ +2MH2 Ro MR® Ho
¢ or JH*+r* T 6 3 )Jur+rR? T 6 JHP+R?
5.
yi [ Yo -
X1 /s’
0, "
)
) X, i

Y1
=> les vecteurs de Darboux :

y g g, =OL 3 Op g =Op g +Op g =01
2

Wg, /R, = Op,/r, T @r,/5, =OL —P1,
=> les vecteurs vitesses angulaires des solides :

Dcercle :a)RI/RO :6121 et or :a)R3/Ro :6121 _¢IYZ

Ry : Axe OX,Y,Z, fixe. ; R, : Axe Ox;y;z; tourne autour de ’axe Z, = z; ()
R, : Axe Ox,y,z, incliné d’un angle o par rapport aux axes Ox;y;z;, avec z; lié a la tige, R, tourne autour de
I’axe z; (¢)

R; : Axe Gx;y;sz; liés au cube et tourne autour de z; (¢) et z, ()
T =17 L 7B LTUD) o {7 = 77,0 1 5, PO 4 14D
1. Dans les axes principaux du cercle (Repére R,):

MR?

o 1_= _ 1 A=B=——;C=MR?
7 =—a.l;.0=—(Ap*+ Bg*+Cr?) avec 2
op =01, =sinafl, +cosaldl,
1 2 2
MR*
=70 :Tﬁz(Hcosza)

My =Tods = ApT, +Bqh, +CrL " => i, =
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2. Dans les axes principaux du T (des tiges soudées) (Repére R;)
1 1_= _ 1 1

T8 =—mv+—alg = —Mvi+—(A'p?+B'q">+C'r"
2G2GG=A2A2(p q )

— _ ,, _ — . — _ — . = _
OA=R1, =>v, =RTt2=RwR2/R° x1, =-ROcosal, avec wp p =01 =0(sinal, +cosalzz)

avec 4 @y :<sina9—¢5)Ty2 +cosa0.Tz2 = (sinaé—éﬁy3 +cosa€.<sin¢sz +cos¢_L3 ) = p'sz +q'Ty3 +r‘TZ3
_ MR?
4 12

:>p’=sin¢cosa9; q':sina@'—& ; r'=cos¢cosa9 et A'=0;B'=C'=1,

2

M§ (sina9—¢)2 + MR

12
M, =M, +04A%R avec M, :A'p'TX} +B'q'Tyz +C'r'ng car A=Centre de masse G

7O = %MRZH.2 cos’ a +%( cos’ ¢ cos’ aézj

_ MR, . - - MR? — . _
M B = —?(smaﬁ—qﬁ) L, +Tcos¢cosa0123 +—MRzecosa(cosé’1X3)

3. Dans les axes principaux du T (des tiges soudées) (Repere R;)

1 1_= _ 1 1 .-
7P :Emvé+5 .IE.a):EMvé +E(A"p'2+B"q’2+C"r'2) avec E = milieu de 4D

Tz3 =cos (//TZ2 —sin ‘//sz ;TXZ =cos (//TX3 —sin (//TZ3 ;Tyz = Ty3 ;TZZ = CoS (//T23 +sin (//Tx3 ;

- = — ST =~ 7 R - .=
Vg =V +@,px AE =—Rcosabl, +[(l//+sma9) 1, +cosa9122}<5(cosy/122 —s1nt//1x2)

L,

— — L= ST . - s . = 7 R-
Vg =—Rcosacosyfl, +Rcosasinydl +[(l/l+sma6’) 1, +cosabcosy 1, +cosa6’smt//1x3}<—l

avec 25
Tp=+| 2y +sinabd)- R 6|1, ~ZcosasingdT, +Reosasinydl.
VE=+ E((//+s1na )— COS @ COS x}—gcosasmy/ ,, + Reosasinyd1
2
A":B":MR ;C":O
12
upy _ MR* - 2, - . e N2 g2 o)
T =——07cos” a+ MR 000sacosy1(o9s1na—t//)+ (Hsma—y/) +6° cos” asin”

AZO(AD) :AZE +OExR avec Z\7[E :A"p'TX3 +B"q'Ty3 -i-C"r'TZ3

RZ

_ 1 . . A -
MO(AD) = [EMRZH cosasiny + (Hsina - (//)sm ‘//:I L,

2

1 - .\ MR” =
+{§MR2 (Hsma —1//) - 6 cosacos z//:l 1,

2

1 . ] . . ) _
+{§MR2¢9cosasm2 w+MR2¢9cosa— MR (0s1na —(//)cosy/} L

Pour les problémes relatifs au Tps et aux laboratoires, contactez Emmanuelle.Vin@ulb.ac.be

Pour les problémes relatifs aux projets Matlab, contactez CFAQ.Matlab@ulb.ac.be

Les énoncés et les corrigés sont accessibles et mis a jour sont sur le site de méca :
http://beams.ulb.ac.be/beams/teaching/meca200/tps.html
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