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I, = pIOa xzdxjob(lz) dy.[oc( a b]dz + pjoa a’xj.(j{lj:j y2dy.[(:[ a bjdz = %(dz + bz)

=>Ix=%(b2+c2) ; ]y=%(a2+cz) avec m=paTI;c

a b1 o1 mab mac mbc
P :pJ'O xdxjo[ ajydyjo( a b]arZ:W:>pxz:W ;Pyz:E

ﬂ(b2 +c2) _ mab —
10 20 20
T - _ mab ﬂ(az +Cz) _mbe
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_ mac _mbc ﬂ( 2+b2)
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M coreie R
5 cercle : I, = M, R =1+, =21, =1, :dee
2D sym
| . MyR*> M_R*
y'=diametre du cercle : Par symétrie : [, (cercle O) = 1, (W) +1,.(M) => 1,(V) = Z B ;
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S1=Disque 1 ; S2=Tige ; S3=Disque 2
2
Disques : Par symétrie : Ix(S,) :[x(S_]) :%

2

2
i _ _ _ _ ) myr 2 Smyr
Par symétrie : 1,5 =15, =1.(s,) = 1.s,) =1y, +mr —T+mlr =

car gy =1y +1us) =2 s

Tige : par symétrie, I.(1)=[(2) car on a bien la méme
répartition de masse par rapport a 1’axe x. Nous pouvons
tenir le méme raisonnement pour 1’axe y. La symétrie
orthogonale ne modifie pas les moments d’inertie. =>
L(1)=L,2)

En utilisant la formule démontrée a la question
précédente :

3m,r* r? 3m,r* r
(85) :TZ‘4m2;Z> Iys,) :TZ“‘"’Z;

Dans le cas du demi-cercle, si on fait deux symétries
orthogonales, on passe de la configuration (3) a (5).
Or ces symétries ne modifient en rien la disposition
des masses par rapport aux axes. On voit donc que
dans les trois cas, on a pour le moments d’inertie :
m,r’ myr’
G @ O L=ty = L@=1,Q) === L, =75

Pour le systéme complet :

I, =2. mrt ) mrt [ S +3m2r2—4m2i
: 2 2 2

2 2 2 2 2
12=2.(5m1r ]+ e AL N s O +2m2r2(l—£j
4 2
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Grace a la symétrie des deux disques par rapport aux plans yz, xy et xz, nous pouvons dire que tous les
produits d’inertie sont nuls pour le systéme constitué des deux disques.

Pour la tige constituée des deux quarts de cercle, nous pouvons dire que P..=P,.=0 car tous les points de la
tige possédent une coordonnée z nulle. Quant a P,, il n’y a aucune symétrie, donc rien ne nous permet
d’annuler ce terme. Il sera différent de zéro.

3
m pr. o m
— - _ 2 2 _ 2
l)xy(barre) =P 1 1 = 1 =1y, +— —a,(r—a)— gﬂ =L ___2,q
w(Gbarred)  xy(;barreB) Xy(Sbarred) 2| —— 46 Cian) 2 2
: 2 2 GG, (r-a,—a,0) 1 o
n P’”3 m m,r?
=P =P +—= a.(—r—i—a)— a* :___2m:>Px(bam): 2 —myra
xy(=barreB) Vi - 2 2 y T
2 v BG,(a,a,0)
GG, (~r+a,a,0)
P _myrt myr2r  myr’
xy(b - =
xy(barre) T T ju
+a  +b ,
. a?+b? a’+b?
3-1 IZ=pJ‘dujdv(u2+v2_2uvcos(ﬂ-_a))51na:m(—s) => rZ= ( 3 )
-a -b

3.2

33

. X=u+vcosa I
avec dm = pdu.sinadv et . = X" +y =u"+v +2uvcosa
y=vsina

+a +b

. . b .
I = pI duj dv(vsina)’sina = m= sin’a ;
-a -b
+a +b ) m Y,
Iy=pjdujdv(u+vcosa) sinazg(a2+bzcosza) “Y/V
A D c
+a +b 2
P, :pIduJ.dv(u+vcosa)(vsina)sina:m?sin acosa 2b usx
e o
L’ellipse centrale d’inertie est un cercle ssi A ) Bz > X’
a B

1
1.X° +IyY2 =1 =>cercle de rayon R =— ssi

NE

I =1 et P.=0=>a=" et a=b
x y xy 2

Recherche des axes principaux d’inertie en A :
Calcul des éléments du tenseur d’inertie dans les axes AX’Y’Z’ (// Gxyz)

I. =m%sin2a+m(b sina)2 ;1 =%(a2+bzcosza)+m(a+bcosa) 2

v
+2a  +2b 4
Poy=p I du j dv(u+vecosa)(vsina)sina = mabsina+m§bzsin acosa
o0

Les axes principaux en 4 sont les axes orthogonaux AX*’Y*’Z”’ tel que 1, . X "2+ ]y,,v,,Y"2 +1..72"=1
Pour se faire, on fait une rotation d’angle € des axes Ax’ et Ay’ pour avoir —pP, =0

La formule suivante permet de déterminer cet angle.

2(4b2sinacosa +absinaj
2Px'y' 3
1g20 = =2 3

Iy =1y gbz(cosza—sinza)+§a2+2abcosa
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3.5

La quadrique d’inertie en A dans les axes AX’Y’Z": ', X2 =2P",  X'Y'+1', . Y' =1

4 . 4 . . 4 4
gmb2 sin?aX'?-2m (Ebz sin & cos a + ab sin an’Y‘+ m(;bz cos’a +§a2 + Zabcosaij'2 =1
L’ellipse d’inertie en A dans les axes AX*’Y’Z’’ (axes principaux) : /", . X ">+ I"y,.y“ Y"=1

' 2 - 2 :
I".w=cos” 6.1'.,+sin H.I'y,+2s1n9cos¢9(—Px,y.)
avec 5 5
1", =sin" 0.I' .+ cos” 0.1 y,—2sm6’cos¢9(—Px,y,)
Par la formule du changement de base, on écrit le tenseur dans le nouveau systéme d’axe ayant I’axe AC
comme premier vecteur unitaire. Le moment d’inertie suivant I’axe AC ne dépend que du vecteur unitaire
suivant AC.

[AC = allajll/ = lel'l)lcz + Iyll'llvz - 2nylu)lclu;;

L a+bcosa | bsina
ou U, = )

1
= M, = et M=
\/a2+b2+2abcosa d \/a2+b2+2abcosa

4.1

4.2

I (Cube):r;(rj(j*j(xz +y2)dxjdyde:M(2R)2 _ PR

6 6
8prR’
15

4prR’

2. »
I_(sphere)=—MR" =
(sp )5 T

= [, (%sphe‘re )] =§MUR2 =

pl6R’ 4z s
-p—R
P 15

=>1_=1_(Cube)—1_(Demi— Sphere) =

Axes O"x"y"z" : au centre de la face supérieure du cube

Va

5 R 2z 2 5. 1
Sphére:]xuy"(u):.[ z" dm:I Iz I (rcos@) pr-sin@de |d6 ’”ZEMURZ
o|Jdo {Jo

1 2

()] 1
T+1x,,yn(u) = gMuRz +§MUR2 = gMule2

Ix"(u) =

2 2 2 5
] o (]

83 R
I (D)= MUR
Solide complet :

16pR> 13pzR> _ pR’
3 30 30
Tous les systémes d’axes ayant vertical et les axes x, y, parallele a x y sont des axes principaux. En effet, le
plans xz est un plan de symétrie orthogonale donc I’intégration de y sur un domaine symétrique sera nul. De
méme pour I’intégration suivant x grice au plan de symétrie orthogonale yz. => Grace a ces deux plans de

symétrie, tous les produits d’inertie sont nuls car ils contiennent tous au moins du x ou du y.
Pour que I’ellipsoide d’inertie soit une sphére, il faut trouver un point P tel que :

Ix*+1, y*+1, z2=1ou [l =1, =1

I, =1, (Cube)—1 (L) =

5
(160-137) et I, =%(160—8z)

Il est possible de trouver cette ellipsoide puisque /, =1, <1,
On recherche un point P de I’axe z, donc I’axe z=zp

=1 —(mgy, —m,) ze + (meype —m, )d > =1 oud est la distance du point P recherché a G,

Ly Grotal
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43 p, .= vay.(Cube)—vay.(l/Z Sphére)

xy
e 5
O chbe (R’R’R) et O’GI/Z Sphere ={R’R’(l+§jRJ

Py (Cube) = P, (Cube) + My -RR

(1/2 Sphere) = 1/2 Sphere)+m 5o RR
1/2 Sphere

ph Y Gsph (
Pour le produit d'inertie suivant les axes x' et y', le décallage en z ne nous intéresse pas.

P, (Cube) =0 car les axes xyz sont des axes principaux

e Ve (1 /2 Sphére) =0 car les axes x et y sont intégrés sur un domaine symétrique
Sph< GSph

2
=> Px'y' = n/lCarréR2 _muR2 = p[8—§7sz5

2 2
5.1 4= — H2+[%] ,0,0 | et OD= H2+(%j ,0,0

En considérant

H
M =Rectangle complet (Up2H 2 ) - petit rectangle (D’D )

M=p2H?* - sz p3H2

{lx—cosﬁlx+sm91 {Tx:cosaTX—sinHTy
1

ly =—sin@1, +cosd1l, =sin @1, +cosfly

ou cosH—— et s1n9——

V5 J5
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2 2
() (S

m(2L) m(2L)
12 12

25 2
Iy = Iy g1y + 1y sy + ys3) = Iycsny +| Iy, (so) T mH™ — |+ | Iy, (53 +mH"—
N 4 N 4
0 0
avec

I; = Iys1) + Lz0s2) + Lz053) = Lz0sm) +| Lx(s2) + Iyesay |+ Lxiss) + Dvisy)
Nl A G I NG A G/

m(2L)?  SmH’ m(aL)?  Smi’
12 4 12 4

5 5
Pyy = Pyy(siy + Pxysa) + Pxrsz) = Pxvsny + PXAYA(S2)+m(‘H1fZ]-O + PXDYD(S3)+mH\’Z'O
T T}

=0
Rem: la symétrie des deux barres par rapport aux axes XYZ permettait de conclure directement que

Pxyiso153=0
1 =sin’ 01 291 2sin6cos OP _1 4 4p
x(§) =S Ol 5y +COST Oly(g) = 2SINGCOS UL, () =3 vyt S s T M)

1 4

4
2 .2 . B
IY(SI)—cos Qly(SI)Jrsm QIX(S1)+2s1n9cos6ny(Sl)—gly(sl)+5 x(Sl)+5ny(S|)

4 4 4 1 4
Tzesp) = Ixesy Hyvisy == sy o lus) ~ = Pocs) Ty ol T2 Pocsy = sy )
5 5 5 5 5 5

2 3
. 2 .2 _
PXY(SI):schosQ(—Iy(Sl)+IX(SI))+(cos 6 —sin ‘9)ny(sl)— g(_ly(Sl)+IX(51))+ngy(Sl)

H 2
T~ 2
Lo = ,02H2H—2 _| pH” [ZJ L pH? (H _ szz_sz H? _MH®
(S 12 ait? 2 12 2 L4 2 127 12
pH* H* ,
2 12 P~
2 2
b 28) | pH? H pH® (H [ g pH\ H_ MH
y(8D 12 2 12 2 \2 2 |3 3
0p2H?
pH? H?
2 T [sz
L 2
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2 2
pH H)\H MH —, H H
P, =10 - 0+ == = avec OG(——,—,0
X ()Ep2H2 ( 2 [ 2}(4 ott? 24 ( 2 4 )
2

| MH* 4 MH* 4 MH*> MH?
Iyis) =7 < - =
5 3 512 5 24 10
4 MH?> 1 MH?> 4 MH? 19MH?
Iys) =+ e s =
- 5 3 512 5 24 60
TN, L S
Z(5) 3 12 12
2 2 2 2
Pocs) = 2 car g H2 ), 3y 12 3Mi?
Vs 3 12) 5 24 40
MH?* | mI? ml? | MH?* m2[?
Iy = + + = +
6 3 3 6 3
MH? SmH? SmH?> | MH? 5mH?
Iy = +/ 0+ + 0+ = 1 + 2
g SMH? Iml’ SmH? | |\l SmH? | SMH? | m2L | SmH®
27 12 3 4 3 4 12 3 2
_ 2 _ 2
Py = SMH +| 0+m —HL\/E O+ O+mHL\/§.O _3MH
40 4 4 40

Pour les problémes relatifs au Tps et aux laboratoires, contactez Emmanuelle.Vin@ulb.ac.be
Pour les problémes relatifs aux projets Matlab, contactez CFAQO.Matlab@ulb.ac.be

Les énoncés et les corrigés sont accessibles et mis a jour sont sur le site de méca :
http://beams.ulb.ac.be/beams/teaching/meca200/tps.html
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