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Mécanique Rationnelle 2 2e annee de ba,cheller
Corrigé de la séance 9

Simulation : http://www.ulb.ac.be/polytech/smana/2008 2009/seance9.htm

B 3 degrés de liberté (les coordonnées de Lagrange : x, y, 6)

G(xy) A Dans un plan horizontal (V=0) : formule de I’énergie cinétique appliquée a un solide.
N T

l.a Y L 5 AY (ae) 1 .0 0
L=T=|—v;*+—wl;o —=m E_x +(_yj +—a.|0 . 0 o
2 2 olide 2 dt dt 2
0 0 I,(H+I1,(B)
=m(x*+y
Or le moment d’1nert1e d'un point (masse ponctuelle) est nul, donc il ne reste que le terme de Steiner md?
d 0L oL .. .. .
X: —————=0=> Xx=0 => x=x,=>x=xyf+X,
dt ox Ox
~ia_L_6_L_0 I R
y'dtﬁjz o y Y=Yo=>Y=Xlt o
6: i@_L._a_LZO = 0=0=>0=0,=>0=0,t+6,
dt 06 00
L’énergie cinétique peut aussi se trouver par la formule ci-dessous pour un systéme de points, en exprimant
les coordonnées des deux points et en les dérivant.
omx omx omx dmx dmx dt X
Rem: —=m; —=0; —=0;, —=———=m—
Ox ox Ox dx dt dx x
1.b 4 degrés de liberté (les coordonnées de Lagrange : x, y, 6, 1)
Dans un plan horizontal : Energie cinétique appliquée a un systéme de points.
2 2 2 2
_ :_Z dxA N dy_A + de N dy_B
dt dt dt dt
avec A(xg —%cos 0;vs —%sin 0) et B(xg +%cos O;yq+ %sin 0)
VA(J'C—QCOS9+£sin6’9;y—lsin9—icos€9) et VB(J'HQCOSH—lsinﬁé;y+2sin9+lcos6¢9)
2 2 2 2 2 2 2
L=m(¥+ %) +— (77 + nzez)—g(n -1y’
x: X=0 => x=x,t+x,
y:y=0=> y=yi+y,
=>40: ﬂi(nzé) =0 = 7725 + 2777749 =0 et ﬂnzé =C
2 dt
2
n: ﬂ77——7792+k(77 =0 => L 2€ T Hk(n=-1)=0
2 2 mm®
La 4™ équation peut aussi s’obtenir avec le théoréme de la conservation de I’énergie : T +V = E,
d(T+V . .
% = m(25% + 257 +%(2m‘7 +2770%+ 211206 ) + k (n—1)17 = 0
m C 2
=>_—f—mn2 +k(n-1)=0
2™ (mn) (7=1)
1.c . 1 ml?
Si on a une tige de longueur1: L=T = ?(xG 24y + 5 6? => Mouvement inchangg.
1.d Dans le plan vertical, on doit rajouter le terme du potentiel dans le Lagrangien
2 2
L=m(x? +y2)+ —-2mgy avec y: y=—g => y=—-gt+y,=>y=—g— 5 + Vol + ¥y
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Condition de roulement sans glissement :

=rf=:z (1)
5 paramétres de positions :
4 équations liant ces paramétres dépendants

X=R¢@,; z=Rg, ; X

7 X
60° 30
Toutes les forces dérivent d'un potentiel : i@_L__
dt ox

M
2

X2+

T= ﬁxu
2 4 R?

"l

avec
V = mgxsin60+m,g(Lsin60—zsin30)

= :%(ml +m, +%jx2—gx(

my

1 .
E(3m1+3m2 +m)x+g 2

\/gml
2

1 1_= _ m . m
T:Z(Em[vc;i2+5w,~lqw,~j=(71x2+

Jo(

3my +3m, + m)

=>1 ddl =1 coordonnée généralisée
2

2 2
R, Nm_%goNomTej

2
2 .2
+| 0+ =z :i(ml+m2+ﬂjfc2
7 4 3

mr
3 1 .
= Mg xt Const (réf=Sol)

4

z=C—(L-x)

m; gx

C = longueur du cable

\/gml

2

rs—5m)

OU par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. 5 coordonnées généralisées et 1 ddl.

Toutes les forces dérivent d'un potentiel : 4| Z
dt 6(]] aqj - aqj
T= Z —myg 2 +— a)I = ﬁfc%ml—Rz'z + &z'%msz |+ 0+m—r292
G, X > 4 P > ) 4
avec |V =mgxsin60+m,g(Lsin60—zsin30)+Const = mlng—ng%)H Const  (Réf=Sol)
(
2 2 2

=>=%XZ+MR gbl W;z +M¢22+mr 92—m1gx73+m2g%z+Const

4 Contraintes : X = Ry => 4, (6x—RSp, =0); 2= Ry => 4, (62— RSp, =0); x = r0=> 1, (6x-ré0=0);

t=r=>1,(52-r60=0)

=> 5 coordonnées généralisées => 5 Equations de Lagrange

ia% _z a¢ m1 "1=—R/11 1)
dt 8(01 awl i
mR
. 2 1 =__1
ia__L_a_L Zli%: m,R @, =—R2, (2) D=4 Z
dt 0p, Opy < 0p, 2 2R
2): A, =— 7,
daoL oL o f ~ @4 ”
=Y ATl mieg = Ay (3)=>
dt o ox 4 . x/§m1 mR ..
Sl oL ! 5 G :mx+g y TWI"’A’}
—————Zz,.ﬁ mz;'e—gﬂ=22+/14 ) .
dt oz oz S oz 2 (4)+(2):m256—g72=—#¢52+14
d oL oL o,
LZ 2 Ny M a5
dt 06 aez 20 A )
\/gm mR .. . m, m,R
(DQLBUA>(6) = TG =-mi-g =TG-yt g =

=> mr@ + 2m,¥ + mR@, + 2m,% + myRp, = gm, — g\/gml

Si on fait les remplacements en fonction de x, grace aux 4 equations de contraintes, on obtient :

mx +2m X + my X + 2m, X + m,X = gm, —g\/gml =

(3m1 +3m, +m))'c'=

(mz _\/gml )g

Meca H200

2/4 Corrigé séance 9



olafe) a
di\éq; | aq,

@=(0+¢)L ; 0G=xI, +R1, = v, =(%-RO)T, +x01,

1 2 = — . -\2 242 1 mR? - \2
T:Eva+5a).IG.a):—m((x—R9) +x°0 )+E 5 (9+¢)
V=—mg(xcosé?—Rsin6’)

Condition de roulement sans glissement : Vp_corge = Vpedisque = |[X = —R@

avee VPecorde = ng))l
ou§ d(xI, +RTL, +RT ) . _ L L
Voedisque = ! — =(¥-RO)1, +x01, —R(0+)1, e (x+Rp)1, +x61,
0=P
. . 2 . Y 2
=[L=T-7] = %m((x—R9)2+x292)+%%(9—%j +mg(xcos@—Rsin6)
i=R¢

+th Mg

J

2 .
9: m(x26’+2x5c¢9—R(5c'—R¢9))+ ’"f (e-%) = —mgxsin@—mgR cos @ => x6+ 270 — RO* = —gsind

o)

Condition initiale pour que la corde reste verticale :

0(0)=0 et 6(0)=0 => x':%g

x:m()'é—Ré)—m—R G- |- mxé? =mgcosé’=>§)'c'—§Ré—x92 =gcoséf (:thﬁ
2 R 2 2

4. Les axes centraux principaux : // a AEng en G. Les produits d’inertie sont tous nuls.
2
2 2 2 .
mR mR +mh N 1(R+h] &

N [
; et w=0—1l+ 1), ve2=224+—
4 2 (Lo +ka): v 2

IgG:—2 ; IéG:I”Gz
2 . 2 . 2 2 .
r=" z'2+l R+ﬁ 6? +l ﬂl&% ﬂ+ﬂ l492 et V=mgz+C
2 2 2 20 2 2 4 12 )2

mil? . . ) .
a) Afixe: T = 76’2 avec / constante => on a une rotation uniforme 6 = 6, + Gyt

2,
b) A mobile - %z'z + m%m —mgz (2 degrés de liberté)

. o . 5
z: z+g=0=>z:—g?+zot+zo et : =0

=0 =06yt +6, (% =0=> 2—{; = constante => intégrale premiére)

T+V=E, est une deuxiéme intégrale premicre.

Coordonnées généralisées :
u : détermine la position du centre de masse de la planche (S;) (suivant

x)

-

5. A
" x x

}
1
5 /e @ : détermine la rotation des deux rouleaux (S; et S,)
u R 0 il n’y a pas de glissement entre les rouleaux et la planche donc on peut
| , 'J “750 | écrire @ en fonction de u.
$c, B e, Viee, =1@L =Vjep=ul, =>p=ulr

0 : détermine la rotation du demi-disque autour de 4. (S,)
x : détermine la position de A (suivant x)
=> il n’y a pas de glissement entre le demi-disque et la planche donc on peut écrire x en fonction de u.

Vjesg = ”Tx :‘7Jes4 =V, +5S4 XA—J: xTx _RéTx :>
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Degré de liberté = 2 .Les paramétres u et 6 détermine entiérement la position du demi-disque.
Calculons les équations du mouvement par Lagrange.
Considérons le systéeme complet = {2 rouleaux (m) + planche (m) + demi-disque (M)}

T =Ty +Tg +Ts +Tg, |

1mr? 5, 1 mi? _
=— =——— (avec v, =0);
) @ ) ( (el )
1_ = mii? _
Ts, =T, :Ea)s2 I, .a)Sz——T;(avec ve, =0);

1 I . _
T :Em"129+50’s3'13'a’53 =Emu (avec wg = 0)

554 = _éTz
MR?
I, = - Ma?

T, :%mvé +%E)S4.TG.(T)S4 avec E:(—asin0)1+(R—acosH)Ty

4

Vg =V, + @, xJG = (ii+ RO—acos 00) 1, +(asin 06) 1,

ou Vg =vy, +5S4 xAG =x1, +6’asin91y —acos@1,

. N . . . 2 .
=Ty, = %(u2 +R*0” +a*6* + 2R~ 2acos 961~ 2acos 0R92)+%(MR —Ma2j(92

|V=VS1 +Vs, +Vs, +VS4|

1

Vs, =(R—acos0) Mg

Vs, =Vs, =03 Vs =rmg
’ =V =C—-aMgcost

1 . 13M : - - .
= =E(2m+M)u2 +57R2¢92 + MRO — Ma cos 001 — Ma cos ORE? + aMyg cos 0

Toutes les forces dérivent d'un potentiel

d ( 3]2\/1 R?0 + MR1i — Ma cos 01 —2Ma cos HRHJ

= — Massin 064 — Ma sin ORG* + aMg sin 6 = 0

(37MR2 —2Macos€Rjé+2Masin9R92 + M (R—acos0)ii + Masin00u

—JM‘QJsi‘rﬁ@—Masint9Rt9'2 +aMgsinf =0

MR(%—ZLICOSHJ&-%—M(R—acos@)ii+MRasin692 +aMgsinf =0

d oL oL d((2m+M)d+MR9—Macost99)
4ok ok . 0

dr oi ou dr
(2m+M)ii+M(R—acos6’)9'+Masin6’¢9'2 =0

Intégrales premieéres :
1 o 13M 5. . . 2
:E(2m+M)u +57R 0° + MROu — Ma cos 801 — Macos ORO” + C —aMgcosd = E,

i
ou

ia—]f:O :>a—]f= Const : (2m+M)a+M(R—acosH)9: Const
dt ou ou

Pour les problémes relatifs au Tps et aux laboratoires, contactez Emmanuelle.Vin@ulb.ac.be
Pour les problémes relatifs aux projets Matlab, contactez CFAO.Matlab@ulb.ac.be
Les énoncés et les corrigés sont accessibles et mis a jour sont sur le site de méca :

http://beams.ulb.ac.be/beams/teaching/meca200/tps.html
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