m Faculté des Sciences Appliquées Année académique 2008-2009

Mécanique Rationnelle 2 2e annee de ba’cheller
Corrigé de la séance 8

Simulation : http://www.ulb.ac.be/polytech/smana/2008 2009/seance8.htm

Force en présence
Force du ressort : F' = —k(x - L) L

Poids de laroue : P = mg(sin al —cos aTZ)

Réaction du sol : R, = —TI( + NTZ

Théoréme de la résultante cinétique {masse (m)}_:

R =mxl,

4% =Y F| = mi=—k(x—L)+mgsina—T (1)

dt 1 T

Théoréme de la résultante cinétique en G :

J B 0 0

Mg = Mg + D g = D g ou Mg=lga=| |1, || e|=10l,
0 0

d — = = MR?* ..

Mg = 1,01, = g 2 0RO

L==

La condition de roulement sans glissement au point de contact / nous donne :
v, =0=vg +@xGl => i1, +01,x(-R1 ) =>x=RO=>%=RE (4)
mR? ¥

W->0) : ==

RT :>T:%56 ()

(5)->(1) : mi=mgsina——=5—k(x-L) , L ‘
2 Solution de I'¢quation différentielle non homogéne

mgsina

3Tm)'c'zmgsinoc—k(x—L) => SP: x(t)=L+

SGENH : x(t) = AcosQf+ Bsin Q¢

5c'+%x = 2—gsinoz +%L (6)
3m 3 3m
2k

A et B seront fixé par les conditions initiales et la pulsation est 2 = m
m

L'énergie cinétique est donnée par : [T = mvé +

_= | 1 . ; 2, m. .
olg.o|=—mi* +——0* = —mx* + —x* = Zmx
2 4

N |-

!
2

. . 1 . .
L'énergie potentielle : V' = Ek(x - L)2 —mgxsina avec le point A comme référence.

force de frottement ne dérive pas d’un potentiel, mais sa puissance est nulle car il y a roulement sans
glissement, la vitesse du point matériel sur lequel s’applique cette force est nulle.

. . 3 . 1 .
L'énergie s'écrit donc : E=T +V = me2 +5k(x—L)2 —mgxsina

E:%m)'cjc'+k(x—L))'c—mg)'csina :[%mjﬂk(x—L)—mgsinajfc:O (=6)

L’énergie mécanique totale est donc conservée. => E=T +V est une intégrale premiére
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2.

Considérons les axes Ox’y’z’ attaché au centre du  Les forces extérieures : dans le repére Oxyz
disque tournant autour de ’axe z. (/> = R>+ h? )

Réaction en  du sol sur le disque : R, (Rp, Ry, Ry)
Réaction en O du sol sur la tige : R, (R, , Ry, Ro.)
Poids : mg = (0, 0, —mg)

Théoréme de la résultante cinétique :

R =mvg; =—mhcos aa)lTy,

» d = =
O] y_0-7 Ji I X > [ERJ =(Re)z => 0=Ry, +R, —mg

Le théoréme du moment cinétique en O :

Rem : le vecteur de Darboux du repére R a utiliser pour dériver les axes du repére : @p,p =—a@ 1

fixe
— - o R _ -
Wpyg, =~ L avec iga :Z :Z => Opyp =— Igal
avec I. 0 0| o I .ocosa
Mo=10 1, 0 0 |= 0 =Il.wcosal, I wsinal, =M, . 1.+M,. 1,
0 0 I\~ -l osina
%]\TO = @y, x M, = (e sinaM . — o cos aMp,)1,
avec | sina = R_. cosa = h 'a)l—Rw
VR +1? VR +1? h

d - 2 . . vy 2 R RZ bl
—My=-w'sina( I, cosa+1,sinaiga)l, =-0° ———| Loh+L.—|1,
dt R +h h
mR? R?
Ix' = B 5 Iy' = Iz' = Adyige + Idisque = mT+mh2
=0(m=0)

—2
:1diamélre +MH0CH

+mh2j(—a)sina)LJ

2

_ 2 —
avec [MO = mf wcosal, +(mf

2

(ﬁe,O )y = mghT_ lR[z

M, _ , R 3 R? h?
( dz‘ J (me’O)y mao 5 4 mgl Iz
Yy

h(R*+ 1)

h? R3*(3 R? h? R¥(3 R?
R, =mg—+mo*—| =h*+— | et R,, =mg—| mg—+mao*—| —h*+—
== ME hl3(2 4j o =8 [ & hl3(2 4D

2 R3 3 R2
R, =mg—+mw*——| —h*+— |>0  pas de décollement en I

12 ne\2 4 o Ih

= O%in =8
h? R*(3 R? 3 R?

R, =mg|l—— |-mw*—| =h?>+— | >0 pour garder le contact en O R(h2+)
0z g( 12) hl3(2 4 j pour g b 4
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3. dans les axes liés a la pente inclinée a 60 °
(x vers la poulie et z perpendiculaire a la pente)

60° 30

Le corps my, Variable (¢,x)

d=) _(m\ -
Les forces extérieures : (ERJX a (Re)x = mx=- 3+/ -1 (1)
Tension de la corde : F, (F;,0,0) _ _
ion et eorte - mith = {[ZR| =(R,). = 0-- ’"‘"”+N1 @)
Poids : P(—m, g sin 60,0,—m, g cos 60) dat ), z 2
Contact : R (~T;,0,N; ) d — _ m, R
M = > =RT, (3
di e , (meG)y ) ? NE)

Le corps m,, Variable (¢,z)

d =\ (5 _ . Img
Les forces extérieures : (ZRJZ_ Re)z T Tz =s 2 th+h (3
Tension de la corde : F, (0,0,F,) _ _
o P - {[Lr| -(R.) = ’"zgﬁwz (5)
Poids : P(—m, g cos30,0,-m, g sin 30) dar ). x
Contact :E,z (NZ,O,TZ) d — _ mR* .
EMG :(me,G)y == 22 ¢, = RT, (6)

Le corps m, Variable (0)

d = = . mg
Les forces extérieures : (ERJX - (Re )x => 0= T\B"’X 5O

Tension de les cordes : F(=F,,0,—F,) _ _
o ) [iRJ =(R.), = 0=-542-1, ()
Poids : P(—mg c0s30,0,—mg sin 30) dt ), z
Contact : R-(X,0,Z d — _ mrt .
e ) [_MG) :(me,G) = O=r(F,~F) (9
dt y y
Condition de roulement sans glissement : x = R, ; z =R, ; x=rf=2z (10)
R .. ..
10)—>(3) : [ =200 =205 s 1) imi=—-8 3+ F - Dly = émlx_—— 3+F (11)
2 2 2 2 2
mR ..  m, . . m,g m, .. 3 .. mg
10)>(6) : Ty =—2—@, =—2% ; HA): —myz =——22 4 F+—25=> “myz=—22-F, (12
(10)—>(6) 2 5 %) ) “4) 2 > 27 5 5 » (12)

(1)-(12) et (G =5) : (ml+m2)“=§(m2—m1\/5)+(F1—Fz) (13)

. 3 .
(F=F)= 00 = 7% dans (13) = > (my +my )% = 2 (my —my3) -7

©® 2 @02
(rs-m5)

=> Equation du mouvment : ¥ = ——————
(3m1 +3m, + m)

On trouve donc les tensions dans la corde :

™ 343 (2 =m3)

T2 2 B+ 3my 4 m)

me 3, (= m )

= 2 2 2 (3m +3my +m)

K :%\/5+mljé+Tl

mg

Fy =25 —m,z-T,
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4. ya Réactions : Réaction en A (X, Y,), le poids Mg, les réactions aux roues
1
1
1

i (2N).
il ox {4 Systéme = {Barre } :
! AN Théoréme de la résul ‘dE_F
e N éoréme de la résultante cinétique o Z ;
x 10

Vo =V, +@x AG = i1, +§9(cos«9Tx +sin61, )

m[%+§écos€—%92 sinHij +m[§92 cos@+§ésin6)Ty =X, 1 +(-mg+Y,)1,

X, =m(5€+%écos«9—§92 sin&j @)

Y, = m[%éz cos@+§ésin9j+mg )

Pour supprimer la variable x de 1’équation, il faut trouver une équation supplémentaire (liant X, et x) Nous
avons plusieurs possibilités :

- Le théoréme de la résultante sur le chariot

- Le théoréme du moment cinétique en A sur la barre

- Le théoréme de la résultante sur I’ensemble

- Lagrange (qui sera vu dans les prochain TPs)

Le théoréme de la résultante - Systéme = {Chariot } :

dR| = .

M -F| ~pE] o
X .. . . .

dans (1) : X, =m ——A+£6’cos«9—£025in0 =X, = mM £(0cos0—¢92sin¢9)
M 2 2 M+m?2

Le théoréme du moment cinétique en A sur la barre - Systéme = {Barre} :

—_— = 2 .
M, =mAGx¥, +1A.5:[m§cos0x+%ej L

am ,
dt

=myvg XV, +m, 4

2L G sin @
3coséd cos &

g 4

2
[—m%sinﬁ@i+m§cos€%+%9j L= —mé@sinﬁiclz —%sin@mglz =X=-

3cosd 2 cosé
Le théoréme de la résultante sur I’ensemble - Systéme = {Chariot+Barre} :

=>dans (1) :XA:m([écosﬁ— 2L jé_£sin90~2_sm6’gj

Fe| = 0 => Conservation de la résultante cinétique suivant x
X

d—R =Mx+m jé+£écos9—£92sin0 =0 =>X= £(é28in9—é0059)
. 2 2 m+M 2
dans (3) : X, = mM £(@cosé’—ﬁ.z sin@)
m+M 2

=>dans (1) : X, =m n £(6.’2sin6’—6.5cos49)+£9~cosé’—£6"2siné’ __mM
m+M 2 2 2 M

L 6 cos@—67sin6
+m 2( )

Meca H200 4/6 Corrigé séance 8



Par Lagrange, on verra que cela revient a ceci - Systéme = {Chariot+Barre} :

A exprimer en fonction de 6, 6 et 6. Cherchons la relation ¥ = f (6’,9,5 ) = équation du mouvement

1. o Lo >
T =T parior + Trige :{—sz} + 25+ 207 + iL6cosO +l£¢92 et V:C—mg£c059
2 chariot 4 212 Ti 2
ige

—————=0: (M+m)5é+ﬁ(Lcos€é—Lsin992):O =th E| (barre+chariot)
2 X

= X=-—

L .. .
—(cos 66 —sin 66> ) Equation du mouvement 1
M+m\ 2

d oL aL_O_(mL2
3

- . L . — .
—0+ %L cos HxJ + mg;sm 0=0 =thM A| (barre) Equation du mouvement 2

2 .
[ Ly o8O Lm sin20p 2 Gng=0
3 M+m 4 4 M+m 2 2
M L. . L L.
=X, = u —(900s9—92s1n0) et Y, =m|=6*cos@+=0sin0 |+mg
M+m 2 2

5.1 2 degré de liberté :
3 coordonnées / solide = 9 coordonnées
- 3 rotule = 3*2 réactions de liaison
- 1 glissiere = 1 réactions de liaison
=2 ddl

5.2 2 ddl : angle 0, et 0, définis respectivement entre les tiges OA et AB avec 1’horizontale
Réaction de liaison en O : X et Yo
Réaction de liaison en C : Y
Réaction interne en A : X, et Yu
Réaction interne en B : Xg et Yy

5.3 Par les théorémes généraux :
S1+S82+S83 : =>3 équations, 5 inconnues
Théoréme du moment cinétique en O sur tout le systéme : 1 équation liant 6, , 6,, et Y¢
Théoréme de la résultante cinétique sur tout le systéme projeté sur x : 1 équation liant 6, , 6,, et X,
Théoréme de la résultante cinétique sur tout le systéme projeté sur y : 1 équation liant 6, , 6,, Yc et Yo
S1 : =>3 équations, 5 inconnues
Théoréme du moment cinétique en O sur S1 : 1 équation liant 0; et X, et Y4
Théoréme de la résultante cinétique sur S1 projeté sur x : 1 équation liant 6, , X et Xo
Théoréme de la résultante cinétique sur S1 projeté sury : 1 équation liant 6, , Y et Yo
S1+82 : =>3 équations, 5 inconnues
Théoréme du moment cinétique en O sur S1+S2 : 1 équation liant 6, 0,, , X5 et Yp
Théoréme de la résultante cinétique sur S1 projeté sur x : 1 équation liant 6, 6,, Xp et Xo
Théoréme de la résultante cinétique sur S1 projeté sury : 1 équation liant 6 6,, Yg et Yo

9 équations, 9 inconnues
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5.4 Théoréme de la résultante cinétique sur tout le systéme:
R= ZRi avec R, =mvg
i

d— = . . . .
;R =F, avec et la contrainte : Lsin @, + Lsins &, = Lsin &,
t - — —
F,=R,+R,—-3mg
les axes sont fixes : seules les composantes seront dérivées;

Va1 = Vo +6, L xO_Glzé(—sinHITx +cos01Ty)91 avec O_Glzg(cosﬁﬁx +sint91Ty)

= — - -\, L - =y,
Vo2 =V, +0, 1 xAG, = L(~sin§ 1, +cos 61, )6, +5(c0592 I, —sin6, 1, )0,
Vg3 =V — 6, L xBG,

= L(—sin 0,1, +cos6’1Ty)6"1 +L(cos HZTy —sin@sz)@'Z +§(—cos9ﬁy +sin %L)Hg
=>R(S,+5,+8;) = m{%(—sin@ﬁx +cos¢91Ty)91 +%<cos92Ty —sinﬁsz)éz
+§(—cos 03Ty +sinH3Tx)9.3}
m{%(—sin&ﬁx)él +%(—sin6’21)6"2 +%(+sin¢937x)6’3} =X,

m{%ﬁcosﬁl@)él +37L(C0532T,v)‘92 +§(_COSH3Ty)H.3} =To +¥c —3mg

Théoréme du moment cinétique en O sur tout le systéme : 1 équation liant 6, et 6, et Yc
2
= — mL . o—_—
Mg =1 ., 1 o1

d R _ R R -
Mo =i avee M = D M, ou M, =M +0G;xR; oi

- o
R; = mvg

les axes sont fixes : seules les composantes seront dérivées;

Me 0 :ZO_Gixm§+%><§C
i

Pour les problémes relatifs au Tps et aux laboratoires, contactez Emmanuelle.Vin@ulb.ac.be
Pour les problémes relatifs aux projets Matlab, contactez CFAO.Matlab@ulb.ac.be
Les énoncés et les corrigés sont accessibles et mis a jour sont sur le site de méca :

http://beams.ulb.ac.be/beams/teaching/meca200/tps.html
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