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Simulation : http://www.ulb.ac.be/polytech/smana/2008_2009/seancell.htm

1. Gyrostat: TQxa Vue de haut Vue de derriére
les roues droites de la voiture ont
tendance a décoller.
‘NQXO‘)
<—b—i_—<9 © & 0
Qxo
|_| ®
2.2 Vuede derriére I'Qxom Vue de haut Si le cycliste se penche vers la droite, la force de
,:\“R T'Oxo l pesanteur génére un moment qui a tendance a
'\/._' v faire basculer le cycliste. Pour ne pas tomber, il
/’ +e) o  doit générer un moment opposé qui le rameéne en
5 "*»  position verticale. En tournant son guidon vers la
(| droite (du co6té ou il penche), il crée un effet
' m g Q gyrqscopique qui le raméne dans sa position
- verticale.
2.b  Roue =60 cm de diamétre ; Pour retrouver 1'équilibre :
=0,6.(0,3)? d - _
v=QR => 8=0Q03 => Q=8/03 rad/s G Mc=mec+TQxa
m, o = CGxmg =0,03.80.9,81 8
’ g = 0= 0,03.80.9,81—0,6.(0,3)2Ea)
rOxa=0,6.0,3—a ’
0,3 ®=16,35 rad/s
3.1 3 Paramétre de position : 8, ¢, A

4
2 relations : 2 2 p 2 =>1 ddl.
A= 2Lsin5 ou Lsinf = Asing

Force : 2 réactions en H, 2 réactions en J, 1 réaction en K
perpendiculaire a DE, Force de rappel en E, poids des 4 tiges.
Equation de mouvement : Lagrange.

Les réactions en H, J et K ne travaillent pas car les points sont fixes
ou le déplacement se fait perpendiculaire aux forces.

Le couple extérieur appliqué en A ne dérive pas d’un potentiel => Application du théoréme de Lagrange
généralisé.

4
1 1_= _
T = Z(EWZV& +Ea).1Gi a)j
i=1

2 2 2 .
| Lo +£ﬁ(19')2j Lo B | |25 e 2m a0 1, GO 02
2" 2T 2 2 227" 4
1

=T= é—sing mi20?
2 2

JG, =(Lcos@+Leosp) 1, +(Lsin@—Lsing)1,

avec Vg, =Vp +(—¢TZ)><564 = Lé(—sin 61 +cos HT},)+§L(COS§TX +sin§TyJ d(JG4)

dt

. '2 . . .
Ve :L26’2+(9—L2+L292 —sin@cosg+cos6’sing =§L292+L2925in 9
4 4 2 2) 4 2
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3.2.a

3.2.b

— 0, — 080G, - 0JG, = OJE
=M'F, = = —mgT.. ~2mgl. +E. 24+ M(6
0 Zh% mgl, 2= 2mgl, =L+ F. =t M(0)
F,=—k(L-Ly)lpp = k2LsingTDE _k2Lsing singTX —congx
2 200 2 2
0G, = [—Lcosm%ﬁ ~Lsin@1, => 50G, =(Lsin 01, - Leos 01, )50 = 90C; s
— = . - 0~ 0JG
JG, =>0JG, = —LsmH+chosg L+ Lcos6’+lLsmg 1, |06 = 4560
2 2 2772 6
avece

JE = (Lcosl9+2Lcos¢)Tx +(Lsin«9—2Lsin(p)Ty = L(cos&+ 2sin§)Tx +L(sin6—2005§jT

Y
j@}s&:‘aﬂw

=>S5JE=|L —sin9+cosg 1.+ L| cos6+sin
2 00

NSRS

Autre méthode, par le calcul du potentiel :

|Q0 = Oy(r dérivant de 1) T+ Do(F ne dérivant de 1) | avec Oy(r ne dérivant de 1) = M @)

Oo(F dérivant de 1) = —Z—Z avec V = %(L -1, )2 —mgLsin 0 +2mg(Lsin@— Lsinp)

. L. 6 . .0
Qy=M —kL251n6’+mchosé’—2mg(Lcos6’+5s1n5j =M —kL2s1n6’—mchost9—mgLs1n5

o, M k

>|l————=0y|=> 5—25in§ é—lcos—ﬁz:———sinﬁ—gcosﬁ—gsing
2 2 L 2

2 ml> m

pour la tige DE seule

avee

My =1,.&+2mDGxv)| = G mi20 —2ml? singa'sz

m, p =-2mgl singTZ + 2[sin§RKT2

mi*6 i—2sin£ —mlzézcosg=—2mglsin£+21singRK+m126"2cos£
3 2 2 2 2 2

=Ry = mle ((i—Zsingjé—2cos§92J+mg

tige AB seule : |—M 3

= 2 me,B

at(p6.6) (s i .mg)
2

— = _ — _ 2m(2L) . — . ) - 2 L2 L

avec |Mp =1,.0+2mBGxv, =¥0 1, —2mL?6(cos?6 +sin%0) 1, = n; oL
2mL’ ,
=> 0=M-2mgLcos@+Y,;Lcos@— X, Lsin@ (1)
. d — _ _ _ _
tiges ABet BC: |—M ¢ :Zmec‘ +mvg X V| avee m p Vg X Ve +mpe Vg Xve =0
dt (6.6.0) ’ (&,YJ,M,mg) n_,(;la NI
> — = )

avec |Mc =Mc 3 +Mc,BC| et

MC,BC =}:€/.({)+mCG2 XVe|= m%.Lé.cosHTz

— ——— 2m(2L) -
Mc,AB=MG1,AB+% :TGIZ

2

=> ml? (%+%cos€jé—m%sin6’92 =M+2mg(L—Lcost9)+mg§—YH (L—Lcos@)— X, Lsinf (2)

2 équations, 2 inconnues
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1 2 1_= _ 1 2 1 _= —
T= (Eval +Ew'le (0) :EvaAB +5Q).[GAB RO

Un degré de liberté ¢ . On travaille avec une coordonnée généralisée

donc la coordonnée A doit étre remplacée dans le Lagrangien avec la
relation Lsing = Asinf .

LR UE P pep) )1
7= 3 [L oy 4¢ L g sin g¢ +2m12¢

4.1

sm gcos
sin f§

%:[gcosgb lcosﬁjl +Ls1n¢1 [; cos¢— jl +Esm¢1

avec %:(écosgb Lcosg+L S(lf ¢)J1X+L ¢@:[L%;@—§cos¢]i+§sin¢1
Ve = (Lm(ﬂsTiMJésmeL +(§cos¢q§jTy
1 cos’(B—¢) cos(B-9¢) . by 1 IF .,
_>T_—m( sinzﬂ - sin 3 sing L@ +Em?¢
5¢7h
0 = ZFh o

e OG = £cos¢§—/1cosﬂ 1+£Sin¢T :>5E‘ :écos¢5¢ et FG :—mgT
2 2 v yo2 4

. azL(sinﬁcosg/ﬁ.—sin(bcosﬂij =L[sin(./5’—¢)ij
sin sin S

= 5&:—{%}&» et Fy=k(L-(Lcosg—AcospB))1,
@:—ﬂcos/ﬁx+ﬂsin/ﬁy=— Singﬁcosﬁl +Ls1n¢1 —/Hv Ls1n¢ 1,
sin 8 sin f#
—> 50B =10 54T et Fy =N, T, -T ¢51V avec Ty = fN ¢1v
sinﬁ B B B ‘¢‘ B B ‘¢‘
op, L kI? . .
0; = ZF a;;-> Q¢——mg3cos¢—sm ﬂcos(ﬁ—qﬁ)(smﬂ—sm(ﬂ—¢)) /Ng ‘Z‘ clonsz

d|oT or

a5
2

e 2

di\og ) \og) ar sin® 3 sin 8 3

[ ) LIy I )
sin® B 2 sing 2 sinp

m[cosz (B-9¢) ~ cos(S—9¢)

2

sin¢JL2é5+ m%qﬁ

B sin’ p sin
+m (ZCOS L ¢)Sm L6 ¢) oin (.ﬁ_¢) sing— cos(.ﬂ—¢) cos ¢JL2¢;2
sin’ A8 sin # sin /3
_( [cos(ﬂ ¢)sm(,6' ) lsin(ﬁ—(é)Sin¢_1005<ﬂ—¢)cos¢JLz¢2J
sin ,3 2 sing 2 sinf
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:m[l cos (ﬂ ?) COS(ﬂ_¢)sin¢JL2(5+ [cos(ﬂ ¢)sm(ﬂ ¢)J pe

3 sin ﬂ sin f# sin ﬂ
m[lwsin¢+ L cos (ﬂ ?) cos¢JL2¢'52
2 sinf 2 sinf

d|(oT oT
Z[fwﬁ] (wj %

m[l+ cos’ (f—¢) cos(B-9) Sin¢JL2¢.+m(cos(ﬂ—¢)sin(ﬁ—¢) - cos(,b’—2¢)JL2¢.2

3 sin2 IB sinﬂ sin2 ﬁ 2sinﬂ
2
__mg§c08¢—skLﬁcos(ﬂ ¢)(sinﬁ—5in(ﬂ_¢)) fNB‘Z‘ CIOHSZ

Théoréme de la résultante cinétique :
4R =F
dar |, x
%m LCOS(%W+§sin¢¢E :k(L—(Lcos¢—lcosﬂ))+fNBcos,b’+NBsin,6’

1. cos(B-9)) - 1 sin(8-¢) ) .,
mL[ES1n¢—WJ¢+mL{ECOS¢—W]¢

= k(L—(Lcos¢—/100s,b’))+(fcos/5’+sin/5’)N
=> N aremplacer dans l'équation de mouvement.

4.2. 3 coordonnées généralisées x , et ¢

1 > 1= 3 _ 1 5 ! )
T :(Eva’ +Ew'IG,- a)j :EmVGAB +Ea).IGAB .

avec ﬁ:(x/! —écosqﬁij +§sin¢Ty =V =()’CA +§Sin¢¢5j1 +(§cos¢¢']Ty

1 (o, 2 . . )1 I? 1 1 I
T=—m|x;,+—¢ +Lx,sin +—m—¢° =—m|x +Lx,sin +—m—
2[A4¢ y ¢¢J212¢ S+ Ly singg) + S m =g

1 contraintes liant les deux coordonnées généralisées

Sy

= ' o

A :xysin B =Lsin(B—¢)=>x,sin f—Lsin(f—¢§)=0=>5x,sinf+Lcos(S—4)5p=0

5§0h
0 =) F—=
- 0q;

. E:(xA —%cos¢j1 +£sin¢Ty => 6%‘); :§COS¢§¢ et I*_“G = —mgTy

o Od=x,1,=>804=56x,1 et Fy=k(L—x,)1,
o OB=x,1,~Lcosgl, +Lsingl, =>SOB =(5x,+Lsingdp) 1, + Lcosgdpl,

Fy=Ngl, —TBﬁTv—[NBsinﬂ+TBﬁcosﬂJTx J{NBCOS/S’—TBﬁsinﬂJTy
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5.1
5.2

Q¢:_mgécos¢+]“sm¢NB SmﬁJrf‘Z‘COS,B +Lcos¢Ny| cos B— f‘z‘smﬂ
Q. =k(L=x,)+Ny Sinﬁ+fﬁcosﬁ
Q¢=—mchos¢+LNB cos(f—¢)- f‘Z‘Sin(ﬂ_¢)
Q. =k(L=x,)+Ny Smﬁ+f‘z‘cosﬁ
@ ZJ (6¢J Ot ZA

2 2
m %XA sin¢+§)’cA cos¢¢+%¢—§fu cos¢¢)= m(L—gé +§5€A sin¢J:

3

_mggcos¢+LNB cos(,b’—qﬁ)—fﬁsin(ﬂ—qﬁ) + A Leos(B-4) (1) On

mxA+;mLs1n¢¢+ mLcos¢¢ —k(L xA)+NB smﬂ+f‘z‘cosﬁ +A4sinf (2)

x,sin B =Lsin(f—¢); % sinf=—Lcos(B—¢)¢; %,sinp=—Lsin(f—¢)$"—Lcos(B-¢)¢ (3)
remplace la coordonnée x, ainsi que ses dérivées dans les équations (1) et (2) par les équations (3)

On isole le multiplicateur de Lagrange de 1’équation (2) et on le réinjecte dans 1’équation (1).
On retrouve la méme équation de mouvement qu’au (4).1 aprés quelques remplacements.

e [l+ cos> (f—¢) —sin¢cos(ﬂ ¢)J¢+ L2(cos(ﬂ—¢)sin(ﬂ—¢) ~ cos(,B—2¢)J¢32

3 sin® g sin B sin® g 2sin 8
Lcos(B - ¢)(

L
=—-mg—cos¢—kL
2 sin 8

sinﬂ—sin(ﬂ—qﬁ))—NBLfﬁ%

1 degré de liberté , 3 coordonnées {z,6,,6,}

T= [%Mz‘2 } + [%mLZ (sin2 00 +67 )} + [%mLz (sin2 0,0 + 65 )} et V =-Mgz—mgL(cosb, +cosb,)

vec { 'l _a)leMl et @ =l —011 =V, :—LcosﬁlélTy +Lsin6,6, L +Lsin¢91a)Tx

Vo=, xOM, et @, =0l +6,1, =>v , :+Lc050292T), +Lsin6,6, 1 — Lsin 6,1,

1 1 . . 1 . :
=L :EMZ'2 +EML2 (sm2 6, +sin® 92)w2 +EML2 (912 +922)+Mgz+mgL(cos91 +c0s 6, )

) b* =z" +af —2a;zcos 0, => 4 (z8z - a,6zcos B, +a,zsin 6,56, = 0)
Deux contraintes :

b* =z +a; —2ayzco80, => 1, (20z —a,52¢08 6, +a,zsin 6,50, =0)
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d 0L oL og; .
Eg—gzz:‘lja—xj :MzE—-Mg =4 (z—aycos6,)+ 2, (z—a, cosb,)

~

2. 0, .
d@_L'_ oL =leﬁ . mI*0, —mI?®* sin 6, cos 6, + mgLsin 6, = J,a,zsin 6,
diog, 06, “= 06,
= iﬁ—L—a—L—il a—] : mI*0, —mI*@* sin 0, cos 0, + mgLsin 0, = A,a,zsin O
dt 00, 06, i, " 2 COR2 TMEEANT = AGESAD

zz—a;cosGz+azsin6 6, =0

zz—a,cosbyz+a,zsin,0, =0

5.3  Dans ce cas, nous n’avons plus qu’un degré de liberté : 2 équations de Lagrange avec 1 multiplicateur.
a=a,=b=>6,=0, et =4,

2z —bcos @z +bzsin 00 =0

LENNYVY
d oL oL le% : Mz - Mg =22, (z—bcos0)

=R
L, 0¢; .
%%—%=21j% . mL*0 —mL* @* sin O cos @+ mgLsin @ = bz sin O

z=2bcosO; z =—2bsin00;% = —2bcos 06 — 2bsin O

Mz - Mg bzsin@

= ml*0 —ml*®* sin@cos @+ mgLsin@ = ——=
2(z—bcosH)

M(—zb cos 99 — 2bsin aé)—Mg
2(2bcos@—bcosb)

b2bcos Osin 0 = (M(—zb cos 06 — 2bsin eé)—Mg)bsina

=> (mL2 +2Mb? sin® 19)65 +<2Mb2 cos @sin 9)92 —mL*@” sin@cos O +(mL+Mb)gsin0 =0

Pour les problémes relatifs au Tps et aux laboratoires, contactez Emmanuelle.Vin@ulb.ac.be
Pour les problémes relatifs aux projets Matlab, contactez CFAQ.Matlab@ulb.ac.be

Les énoncés et les corrigés sont accessibles et mis a jour sont sur le site de méca :
http://beams.ulb.ac.be/beams/teaching/meca200/tps.html
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