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Répondre sur le questionnaire et ne dégrafer que les brouillons
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Question 1 : questions rapides (4 points)

Sur un méme axe sont calés deux tambours de rayon 7; et 7, (et de masse
totale M) sur lesquels s’enroulent deux cordes de masse négligeable. Deux
singes de masse m; et m; sont accrochés aux cordes. Initialement, ils se
trouvent en équilibre a la méme hauteur (O comme référence).
Ils se mettent ensuite a grimper le long de leurs cordes.
Déterminer les altitudes atteintes par les deux singes

1. en négligeant I’inertie des tambours

2. en supposant que le rayon de giration des tambours par rapport a

leur axe de rotation vaut 7, et le singe de masse m, ne grimpe pas. | ...l e

(2 points) Mia=0) O M2g=0)

/s
\ \oW

t=0: équilibre enz =0 =>m g5 = myg.r, =>my = myr, (1)

dM —
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dt v — 2
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=m Z1i ==yt

¥
1. Iy =0=>mz5 —myzr, =0 = >z —Z, =0 : méme altitude
M
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Deux roues cylindriques et homogénes de rayon R, de my, R
masse m; et m, roulent sans glisser sur les deux plans mi,R

d’un dieédre.
Les centres des deux masses sont reliés par une corde 60° 300 W
inextensible et sans masse, passant (sans glisser) par
une poulie cylindrique (de masse m et de rayon r) liée
au sol par une rotule.

Peut-on considérer la tension dans la corde comme constante ? Justifiez votre réponse en utilisant le théoréme
du moment cinétique sur la poulie. (1 point)

Par le théoréme du moment cinétique appliqué a la poulie en son centre

d - _ mr’
i, :(meG) = —0=r(F,-F)
dt ) Iy 2

Si on considére une poulie avec une inertie comme dans ce cas-ci, le théoréme du moment cinétique appliqué a
la poulie en son centre nous montre que les tensions doivent étre différentes.

A Mouvement d’un chasse-neige (1 point)
Z La figure schématise un chasse-neige se déplacant sur une horizontale. Ce chasse-
I neige est constitu¢ d’une roue S; (de centre C, de rayon R, de masse m répartie
Vs S, uniformément sur la circonférence par rapport a son axe) et d’une partie S, (en forme
de T), indéformable de méme masse m, modélisée par deux tiges de longueur 2R, en
S A mouvement de translation parallélement a I’axe Ox. (C et 4 sont a la méme hauteur)
Le moteur exerce sur la roue un couple de moment I" autour de ’axe de la roue. La
o Xy roue tourne sans frottement autour de son axe et roule sans glisser sur le sol.
Déterminer I’équation de mouvement de ce systéme
2m)i* 1 . o mxt 3mi?
Lagrange: T = u+—mR26?2 =mit+—=
2 2 2
. T
=>3mx =—
R
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Question 2 : Gyroscope (2 points)

On veut éviter le déraillement du train représenté ci-contre et
avangant a vitesse constante.

Déterminer la position du gyroscope qu’il faudrait placer sur
le deuxiéme wagon et préciser son sens de rotation pour
empécher le déraillement du train vers 1’extérieur.

Le train tourne a vitesse constante => conservation du
moment cinétique.

@ =wml, avec o constant
le couple exterieur a contrer : m, ; =C, 1,
Pour contrer ce couple, le couple gyroscopique doit étre

C,=-C, 1, =T'Qxwl,

=> Le moment cinétique du gyroscope (I'QQ) doit étre
suivant l'axe 1, => M Gagr =1 Ql

Donc on va placer une roue sur le wagon de maniére a avoir
son axe de révolution suivant ’axe x. On la ferra tourner de
maniére & avoir le vecteur de rotation propre de la roue vers
y I’extérieur des rails.
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Question 3 : Pendule balistique (4 points)

Dans un pendule de masse M, on envoie une balle de
fusil (de masse m) qui s’y logera. La distance entre la
fixation O et la direction de la vitesse de la balle est L. \
La distance L peut étre posée comme équivalente a la \
distance entre le point O et le centre de masse du \
systéme constitué¢ du pendule et de la balle. Son L
moment d’inertie par rapport a I’axe horizontal passant \
par O vaut L \
Déterminer la formule générale de la vitesse de la balle \
avant le choc en fonction de longueur de la déviation du -
pendule x. -

1 (avant le choc); 2 (au moment du choc); 3 (apres le choc)
Phase 1 et 2

dR _= __dR 0) @) @)
E = F; => E =0 = MpatleVpalle = (mballe + Mpendule )Vballeerendule avec vballeerendule 1x LHO 1x
X

(1)
] m - Vpaile
=y =" 1

0 +M L M

Phase 2 et 3

. . = _ 1 _. : 1*6*
e Conservation dénergic 77 +V? =T+ avec T penauie == @lp0 = —16* et T,,, = mvg _mL0
2 2 2 2

’2(m+M)gL(1—cos0)

\] (e +1) 2)

= %(mLzéoz 167" )~ (m-+M ) gL =0—(m-+M )gLcosd => fy =

e Théoréme du moment : Mo =m_e avec M_O:MO,balle + Mo pendute =va(3)TZ +I€"TZ avec v =L@
d( m +1 éTZ) . ML
:>(—)=—(m+M)gLsin¢912 LS g
dt (mL2+I)
L
J- g s1n6’a’6’—g(m+ ) (cos&-1)
(me +1) (mr? 1)
. 2 M)L
= 0 = M(l—cos&) = 2—(1 cosf)
(2> +1) L
Q)
o™ Vhae _ Izg(m+M)L(l—cost9) >Vz(71,)zze—Lm+M zg(m+M)L(l—cost9)
m+M L \/ (me? +1) moA(m+1)
2 . 2 M)L 2 2
avec sin@ = =>1-cos =1— l—x—2=>490: M 1—\/1—36—2 _ %= 1- l—x—2
L L (mL2+I) 2 =m2\ L L

2
(H+(2): V[:alle:m—‘rML lzg(erM)L 1_\/ p

\/ (> +1)
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Question4 : demi cone (3 points)

Déterminer le moment d’inertie /- du demi-cone
homogeéne par rapport a I’axe z’ en utilisant le
minimum de calculs d’intégrale et en sachant que la
R*H
masse vaut : M = pr 5
(%)

i H Ez T H 5 2
I =pJ-2”dl9J- dzI” rdr=p H ( ) r=P2 HR* = 3MR

-~ 0 0 4 5 20 10

( RY

L 5 H) H 3MH’

— 2 2 H = =

I, = pI_ZdHIo (Z )dzIO rdr = pr 5 s s

I, =1, larépartition de masse par rapport a l'axe x est la méme que pour l'axe y

2 2
L=(I +1,=2I_)=I,+1,-2I =2I,-2I =>1 = % +1,, = 3]‘;‘[5 + 3M:

P, =P, =0 grace a l'integration de y sur un domaine symétrique

L’angle alpha est I’angle entre I’axe z et I’axe z . Par la formule de changement d’axe ( L.=(0;sin a;cos@))

: . H® : R’
[Z,=Izc052a+1ys1n2a—2005asmany ou coszazﬁ et s1n2a=ﬁ
H”+R H”+R
3MR* H*? 3MR* 3MH?*)\ R’ R? , MR?
=1 = PNy + T w2 | MHT
10 H"+R 20 5 JH +R°~ H" +R 6
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Question 5 : Systéme articulé (3 points)

Le mécanisme représenté ci-contre est situé¢ dans un
plan vertical ; les tiges homogenes AB, CD et DE ont
une longueur 2/ et une masse 2m ; la tige BC est
homogeéne de longueur / et de masse m ;la tige DE peut
coulisser dans le guide non fixe K; le coefficient de
rappel du ressort est k et sa longueur libre correspond a
la position (£=0).

En négligeant tout frottement, déterminer la réaction de
liaison en K en fonction de 6, 0, 8, m, [ et g.

DG, = Lcos (pTx — Lsin ng,
J_G4:(Lcosé’+L(:05(p)Tx +(LsinH—Lsin¢J)Ty

avec  yy, = Lé(—sin 01 +cos BT}, )

oy == 1 o) .~ 1 o) .~ d(JG,)
=vp +|-@L |xDG, =| —sin@+—cos— |LO1 +| cos@+—sin— |LO] =
VG4 VD ( (4 z) 4 ( 2 2} lx ( 2 2) Yy dt
VO
! !
_ 0
4 D :zrﬁg,D-ﬂmFGxVD pour la tige DE seule ~ ~J \ ~
dt " (0.6.6) (R me) H !
= — _ 4 . 0 )= [
Mp=1p.0+2mDGxvy|= gml2¢9—2ml2sm59 L E
avec

Mg p =—2mglsingTz +21sin£RKTz
: > 5
mi*d i_zsmg _mpézcosg:_2’"g15m§+215in£1€1< +m1292cos£
3 2 2 2 2 2

=Ry = MIH [(i—2sin§jé—2005292)+mg
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Question 6 : Le disque dans un anneau (4 points)

Le probléme est plan (2-D). Le systéme, soumis a
I’effet de la gravité, est compos¢ de :

- Un anneau de rayon R et de centre 4, qui roule sans
glisser sur un sol plat (de masse M).

- Un disque de rayon a, de centre B, et de masse

homogeéne m. En cours de mouvement, ce disque
roule sans glisser sur la piste de forme circulaire
formée par I’intérieur de 1’anneau.

1. Déterminer la ou les équations de mouvement finales en utilisant les multiplicateurs de Lagrange.

2 degré de liberté {a,8}, 3 coordonnées {a, 3,0} avec @,y 51 =6 L; Ofisque 52 = BL; @, =01

¢ Condition de roulement sans glissement en / point de contact entre S; et le sol
{ Viesol = Vjes, => 0=V, +@ x Al = X1, - Rd1, => %= Rat

ou

2 degré de liberté {a,@}, 4 coordonnées {x,a, 3,0} avec @, ;51 = L; Oisque 52 = BL; @5 =01
Condition de roulement sans glissement en D point de contact entre S; et S,

B B Vpes, =4+ @ xAD = i1, +Ra1,

Ypes; = Voes, = Voes, = Vg +@,x BD = i1, +(R-a) 0T, +affT,

=> 2 ((R-a)560+adB—Roa =0)

Condition de roulement sans glissement en / point de contact entre S; et le sol

Vieso =Vies, = 0=V, + & x Al = i1, - Rl =>=> i = Ror => J, (5x— Rder = 0)

2
T: MR*¢ 2 { R2a2+ R-a)’ 92—2Rd(R—a)9sin6’)+%%/?2}

avec vg, =vg =y a)ADxAD >vB—x1x+(R a)Hl —XL+(R—a)9<—sinHTx+coseTy)

2
ou 1 :[lsz +%MR2d2}+Bm(x2 +(R-a)’ 6? —ZX(R—a)ésin9)+%mza /?2}

2
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V=mg(R-(R-a)sind)=-mg(R-a)sinf+C

2 ddl, 3 coordonnées généralisées => 1 contrainte
2
L= [MdezJ +Bm(R2d2 +(R-a)’ 6* ~2Ré(R—a)0sin 9)+%%/}2}+ mg(R—-a)sin@

dor_ o 6¢1 (2M+m)Rzo'Z—mR(R—a)sinﬁé—mR(R—a)cosé’é2 =-4R
dtoa da 6a

d@L_@_L 6¢1 ) mazﬂ Sd s A = aIB

dtop op 8ﬂ ' )

doL oL _ ., og

=< ————

dtoo 00 96
m(R—a)’ @ —mR(R - a)sin 6 —mR (R —a)cos 006 + mRc (R —a)0cos 6 —mg(R—a)cosd = 4 (R—a)
+ contrainte : (R—a)0+af—Ra =0

en fonction des coordonnées o et 6 ( B=

= [2M +37m)Rd—m(R—a)[%+sin9]é—m(R—a)cosﬁéz =0

37’"(R—a)2 é—m(R—a)R[%+sin9jd—mg(R—a)cos¢9=O

ou
2 ddl, 4 coordonnées généralisées => 2 contraintes

2
L :[%sz +%MR2a2}+Bm(x2 +(R-a)’ 6 —25c(R—a)ésin@)+%%ﬂ'2}+mg(R—a)sin0

:;;Zi’ Zi’ /11 ¢' AQ . (M +m)i-m(R—-a)sin@6—m(R-a)cos00” = 1,

doL oL _ ¢1 &, 2. . . ma
— —+ —= ‘MR°a¢=-4R-AL,R=>A4 =—MRa&—- A4 =—-MRa ——

dirod oa o o @=AR-LR=4 “h @ r

2
doL_oL _, a¢1 o4, . ma_ f=ha=1="2p
diof op “op s T 2 2
SldaL o, oh, o

dt o0 00 89 00

m(R—a) 6—mR(R—a)sinl%é—mR(R—a)cosHéd—l—de(R—a)écos@—mg(R—a)cosH:/11 (R—a)
+ contraintes :

(R-a)0+aB—-Ra=0

X—Ra=0
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Question 7 : Question bonus (1 point)

Dans le cas de la réduction d’un systéme a deux points
conjugués, démontrer que GK vaut le rayon de giration
Tg

Conservationde lamasse: M, + M, =M
Conservation du centre de gravit¢ G: aM , =a'M
Conservation du moment d’inertie IG : M a> + M, a' =1, = Mrg2

avec : G = centre de masse
a = distance AG ; a’ = distance 4°G
M, = masse au point 4 ; M= masse au point 4’

r 2
Démontrons que |a.a '| =7, |:

2 12 _ 2 _ [ 2
Mya* + My a = Mr; =>M,aa + M, a'a’ = Mr,

Maa'= Mr? =>|aa'=r?

— ' L U
= M,a'a + M, aa —(MA.+MA)aa ¢ 2

aM 4, =a'M 4 M ,+ ;;A:M
Démontrons que |GK =+/a.a'
44% =(a+a') = AK* + A'K* ou AK*=GK* +da* et A'K> =GK* +a”

=>(a+a')2 =a’+a”+2aa'=GK?* +a* +GK* +a"”* => aa'= GK? => Jaa'

=> GK'=r{g

-9/9 -




NOM, PRENOM :© ...cccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiciiiiciccicicccseescce e NUMERO®: ....ccccoceeueeenes

BROUILLONS
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