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1. Forces : mg en C, centre du disque
couple di au poids : mghsiny sortant de la feuille
Couples : ) _ -
couple gyroscopique : C ¢ = Ixw

Le couple gyroscopique s’oppose au couple di a la pesanteur => la seule rotation provoquant ce couple est une
rotation autour de I’axe z dans le sens négatif.

Le disque précessione autour de 1’axe z, avec une vitesse angulaire égale a

mghy

Q=-wl, surledessin et [=1 => éngﬁxﬁz—mghsinyﬁy:>6=— 1o
®

2.1 Considérons le systeme = {tige (m) +
disque (2m)}}

Intégrale premiére => théoréme de Lagrange pour définir une équation de mouvement ou par la conservation de

I’énergie.
Calcul de I’énergie cinétique :
T:TTige+TDisque
1 _= _ 1 ml? . . .
Trige =| =@, 1o-0, =2 9 avec o, =01, (avec §<0)
2 Tige 3
1 1_ = _ _ .~ __ doCc d Al RO -
TDiSque = —mvé+—a)d.lc.a)d avec wy; =¢l, et vo =——=—| Rcotg— |1, =~ L.
2 2 Disg dt  dt 2 2sin2 ?
isque sin” —
2
2 . (2m) R26? 2m)R?
oy 1mL 92+( ) R%6 +1( ) e
2 3 2 i 40 2 2
sin 5

1 degré de liberté, 2 coordonnées de Lagrange => deux solutions :

= utiliser les deux coordonnées de Lagrange et un multiplicateur de Lagrange

= remplacer une des coordonnées dans I’énergie cinétique pour n’utiliser qu'une coordonnée de Lagrange.
Relation entre les deux parameétres :

¢ dépend de @ => pour déterminer la relation entre ¢ et 8, il faut écrire la condition de roulement

sans glissement en P (dans les axes liés a la tige Auvw avec u // AB)

Vpe tige — Vpe disque

Vpetige = Va4 T O, x AP = R cotggéi

avec o Y 6
Vpedisque = Ve + @g XCP =| —————c0os0 - @R |1, + ———sin b1,
2sin’® — 2sin’ ~
2 2
= (Vpedis we =Vpeii e), => ¢=—Lcos¢9=—cotg9—sme 0 = —cotgd cotggé
a g, ) .20 2
2sin” — 2sin” —
2 2
2 ) 242 2m) R2 .
donc T:lmL 02+( m) RO +l( m) cotg2¢9cotg2g¢92
23 2 40 2 2

4sin” —
2




Energie potentielle : V=V,

tige + Vdisque

L'intégrale premiére est 7 +V = E, car:

— . L .
mg dérive d'une potentiel => J = mg;sm o

F dérive d'un potentiel car F = —F Tv =—grad V = —%g—g =>V =FL@

7_"P : la force de frottement (sans glissement) en P ne travaille pas pour un petite déplacement 66 :

Il n'y a pas de frottement en Q donc pas de travail.

1 mL* R*60? R’ : L .

~e g2 +m—9+ n cotg29 t:otg2 292 +mg—sin@+FLO = E,

2 3 4sin 2 2

sin” —
2
2.2 Systéme = {disque (2m)} : Théoréme du moment cinétique en C

—M c= z m,

_ = (2m)R2 = 2 g —

Mq=1.. T;olz =—-mR cotgd cotggﬁlz

iMc = —mR*cotgt cotggéTz +mR* cotggész +mR*cotgd 0L

dt 2 sin“ @ 2 9sin2

sin® —
2
cotg 0
_ — . t .
m,c =RTp1, => Tp =mR| —cotgd cotggﬂ-i- 2624 20 g0 6*
2 sin? @ 2sin2 Z

Systéme = {tige (m)} : Théoréme du moment cinétique en A4

—M 4= Zm

mL2 0 L ml> 0. LF 6 Lmg 0
—~ 0 =—-Rcotg—Np —LF —=cosfmg => Np=———tg—0 ———tg—— cosdtg—
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3.  Equation de mouvement => Théoré¢me de Lagrange sur le systéme complet

= {Bogie + Ensemble T (cabine + axe CE)} :
1. Energie cinétique : T=Tp,.;, + Teypine

1 |
TBogie :[Em‘%‘} :_mXZ

avec vg =VC+E)XE=()%+dcos(9—a)9)TX +(dsin(0—a)c9)Ty et Iy=1, + Ma?
1 1 2 2\ p2
—>T—me +2M(x +d*0 +2d cos (60— a)é?x) 2(1E Ma )6?

2. Energie potentielle :

* Bogie
. oV . oV

Vy, ... =mgxsina => =———=—mgsina et =——=0

Bogie & x(mg) ox g Qﬁ(mg) PY

(ye =xsina;0yc =sinadx et F, =—mg => 0,(,,,)0x =—mgsinadx)
e Ensemble T
oV oV

V. =Mg(xsina —dcosf) => =———=—-Mgsina et =———=—-Mgdsin@

T g ( ) x(Mg) o g Qe(Mg) 20 g

(yg =xsina—dcos; 5y, =sinadx+dsino0 et F, =-Mg => 0, 1,)0x =-Mgsinadx
et Op(ug)08 = —Mgd sin 656)



3. Forces extérieures = Couple moteur

C ox
Oxc,) ZTM car 5T:Qx5x:CM§a:CMT

4. Equation du mouvement : théoréme de Lagrange

d oT oT

@ ax o O o) T Ortaag T Onic)

=>(m+M)X+Mdcos(t9—a)é—Mdsin(@—a)éz:—(m+M)gsina+C_M
=> 7

d oT oT

w06 00 20 = %)+ Qoo+ oicy)

=> Md25+Mdcos(0—a))'é+(1E —Maz)é =—-Mgdsin@

Equation de mouvement => Théoréme de Lagrange avec comme coordonnée généralisée x = 1 degré de liberté

S(M) pour le cycliste

. S,'(M',R',G, ", ") pour la roue arric¢re

Solides :
S,'(M',R',G,",w,") pour la roue avant

S"(0,R",w") pour le pédalier

22 .2 -2
L Mx M'x> 1 M'x 1
Energie cinétique : T = +0+ +—M'R"? o) 2y +—M'R% w,"
2 2 g
cycliste roue arriére roue avant

Energie potentielle :
V= Mg(xsin0+Hcos0)+M'g((x—R')sint9+R'cosB)+M'g((x+2R’)sin¢9+R’cosé’)
=V = (M +2M ') gxsin @+ const

Contrainte de roulement sans glissement :
= . X - - = LX ,_ Ox
v, =Vg, +@ X Gl => o =% et v, =Vg, + @0, XGy1, => o, —?—> oa =%
Avec le rapport de rayons : R"w" = R@w'=> R"oa" = Roa'
R

R".RI

ox

Travail du couple : 67 = Coa" = C%é’a '=C

Lagrangien : L = %(M +4M ‘))'c2 —(M +2M ') gxsind

d (oL oL * R
=L SN & 208 (M +4M)5+(M +2M ") gsind = C——
>dt(85cj (axj O, |(M+ )X+(M + )gsiné CR",R'

Pour les problémes relatifs au Tps et aux laboratoires, contactez Emmanuelle.Vin@ulb.ac.be
Les énoncés et les corrigés sont accessibles et mis a jour sont sur le site de méca :
http://beams.ulb.ac.be/beams/teaching/meca200/tps.html




