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dt
d— — — —_— — — = — — _ = _
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Question 1 : questions rapides (5 points)

Deux roues cylindrique et homogéne de rayon R, de masse
m; et m, roulent sans glisser sur les deux plans d’un diédre.
Les centres des deux masses sont reliés par une corde
inextensible et sans masse, passant (sans glisser) par une
poulie cylindrique (de masse m et de rayon r) lié au sol par
une rotule.

Peut-on considérer la tension dans la corde comme constante ? Justifiez votre réponse en utilisant le théoréme du moment
cinétique sur la poulie. (2 points)

Par le théoréme du moment cinétique appliqué a la poulie en son centre

(%Mc) :(ﬁe,c;)y = ﬂ9_’”(F -F)
y

Si on considére une poulie avec une inertie comme dans ce cas-ci, le théoréme du moment cinétique appliqué a la poulie en
son centre nous montre que les tensions doivent étre différentes.
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Déterminer les produits d’inertie dans le systéme d’axe Oxyz de I’appareil photo représenté ci-dessous.

S1 = parallélépipéde de coté abc et de masse M.

S2 = 1’objectif est un cylindre creux de longueur H et de rayon extérieur R; et intérieur R, et de masse M.
S3 = la piece sur laquelle est fixée le flash est un cylindre de longueur /4 et de rayon » et de masse Mj.

S4 = le flash est un cube de coté d et de masse M,,.

(1 point)
-C»> Az
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z
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S1+S2 : Plan de symétrie orthogonal xz => P,,=P,.=0 Intégration de la cordonnée y (puissance impaire) sur un domaine
symétrique.
S1+83+S4 : Plan de symétrie orthogonal yz => P,,=P..=0 Intégration de la cordonnée x (puissance impaire) sur un domaine
symétrique.

o= -4,
2 2
|

Steiner avec OG2 =[%+§,0,*€]

J RS VY LS B VoY) (S
5 2 2 2 2

Steiner avec OG3 :[O,L,§+gj Steiner avec 0G4 :(O,L,%+}1+%]
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Déterminer le moment d’inertie par rapport a I’axe x du demi-cylindre de hauteur H et de rayon R en partant des données

connues du cylindre plein (1 point)

L W

A

2
I, (Cylindre=0) = % _

1,(0)+1,(0)-21,, (0)| =21,(0)-21,,(0) (par symétrie 1, (0) = 1,,(0))

par symétrie on décompose en demi-cylindre (u) 1, (0)=1,(V)+1,(")=>1,(0)=41,(")-21,(0)

L.0) 140 _ My (Rz+zj :&(Rz+£j
4 3

> =] (N)=
> > L= !
/ 2 *ﬂ R 2z
Ly (()):J. 2hdm = :J. q [J. [J. ZZ/J/‘(/H](//'}/:
Z{Jdo \Jo
avec - 2 )
, MR?| = ¢r( (27
1;(()):I redm :T :j i L (J‘“ r"p/d(-)jdr dz
I.(O MR? MH?> M 5
1,0 =2y (o) M, M :*l[/ezﬁ’
2 4 12 4 3
I_(O M H? M, H?
= [\(U):L):%U R+ — =2 Ry
2 8 3 4 3

Si ’on veut réduire un systéme a deux points P et T imposés, ceux-ci ne sont pas nécessairement conjugués. Pour

déterminer le moment d’inertie correcteur, nous devons trouver le rayon de giration correcteur.
et que 7, (=GK) est déja placé sur le graphique.

2 _ .2
ircor_ rg

Déterminer graphiquement ce rayon correcteur sachant que pt

(1 point)
K
£]
R p | )
v G !
Iy
[
\pt
\pr

| T
© !
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Question 2 : (5 points)

Soit trois barres pesantes, homogeénes, identiques, de A
masse m et de longueur L. OA est fixée en O par une B
rotule, AB est articulée a OA en A, BC est articulée a
AB en B. C est une glissiére.

0

1. Combien de degrés de liberté comporte le systéme ? Justifiez.

2 degrés de liberté (angles &; et 6, définis respectivement entre les tiges OA et AB avec I’horizontale)

3 coordonnées / solide = 9 coordonnées

- 3 rotules = 2 équations de liaison (Réaction de liaison en O : X et Yy, Réaction interne en 4 et en B : X, Y4,
XB et YB)

- 1 glissiére = 1 équation de liaison (Réaction de liaison en C: Y¢)

2. Etablir les équations permettant de déterminer les équations de mouvement par Lagrange en choisissant
judicieusement vos coordonnées généralisées pour simplifier le calcul de 1’énergie cinétique (sans résoudre le
systéme d’équations obtenu)
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Y3

Contraintes :

ou

Coordonnées généralisées : 6,,6,,0,,x,,y, (z 0G, ),x3 )3 (z 0G3)
O_GI:£ cos, 1. +sin6’lTy =>Vg _L —sing, 1_ +cos¢91Ty 6,
2 2

Var =Vy ‘Hész x AG, ou Vg, zszx +.)>2_y

Vo =V —6, L xBGy ou vy = i1, +.)>3Ty
L . L
+5s1n63 =0=>4| 0y, +5c0593§93 =0
L . L .
x, =Lcos6, +ECOS 6, =>4, (5x2 + Lsin 6,06, +Es1nt925«92 = Oj
. L . L
v, =Lsin§, +Esm92 => A,| 0y, — Lcos 6,06, —Ecosé’zﬁﬁz =0
L . . L .
x, =Lcos6, + Lcosb, +Ecos6’3 =, (5)(3 + Lsin 6,00, + Lsin 6,00, +Esm 6,60, = Oj

Yy =Lsing, + Lsin6, + %sin 0, => A, £§y3 —Lcos6,06, — Lcos 6,60, —%cos 0,00, = OJ

L L L . L . . . .
x3=x2+500s02+500503 et y3=y2+5s1n6?2+5s1n6?3 et Lsing, + Lsin@, = Lsinb,

2

2 2
T= lmL—élz + ﬂ()'cz2 +j/22)+lmL—6'?22 + ﬁ(xf + 7 )+ ! mL—H3
2 3 ou 2 2 12 B 2 2 12 e

L .
V= ngsmﬁ1 +mgy, +mgy,

2

_ _ms. ) my.» .2 L 20 29 ) L .
L—T—V—;(x2 + 7, )+E(x3 + )3 )+mE(46’1 +60,” + 0, )—mgzsmﬁl—mgyz—mgy3

2

L2
12

4oL s, 0
di o4, oq, =" aq,
mx, =4,
my, + mg = 4,

m?él +mg§c0s6’1 =, Lsin6, — A, Lcosb, + A,Lsinb, — AL cos 6,
_+A2 s1n6? Aﬁ cos6’ + A4 Lsin@, — AL cosb,

—6 A1 cos9 + —s1n6’ — A cos¢9

+ Contralntes holonomes
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3. Etablir les équations permettant de déterminer les différentes réactions en O et en C (sans détailler les calculs
mais en montrant clairement comment établir chaque terme et chaque grandeur fondamentale)

Théoréme de la résultante cinétique sur tout le systéme projeté sur x :
1 équation liant 6, , 6, 6; et Xo

Théoréme de la résultante cinétique sur tout le systéme projeté sury :
1 équation liant 6, , 6, 6;, Ycet Yo

R-R

EszG,
Vg, =Vo + & xOG; diﬁ (91,«92,93):12 (Xo)
—_— pa— t )
ER:Fe avec <V, =V, +@, x AG, ; = d '
t ’ — R =F,
\7Gz ZVB+0_)3 XBG3 ER (91’92’93)_F;:y(YO’YC’mg)
. y

et la contrainte : Lsin 6, + Lsins &, = Lsin &,
F =R, +R.—3mg

les axes sont fixes : seules les composantes seront dérivées;

.
3

=> 11?(51 +S, +Sﬂ,): n{SL(sin HIT\_ +cos¢911,)91 +¥(COS@7T\_ fsiné’,T\_)H.? +£(fcos01j1_ +sin HJ\,)H' }
5 e 2 7 . 2 R < = 2 D7) 37
SL;, . =\, 3L, . =\, L, . -\
Jn{z(—sm 6, 1\—)01 +7(—sm o, 1\,)()2 +§(+sm 0,1 )0} =X,

\’”{?(HOS@L-)Q +32L(cos<931‘_)92 +124(—cos¢93l‘_)93} =Y, +Y.-3mg

Théoréme du moment cinétique en O sur tout le systéme : 1 équation liant 6, et 6; et Y¢

—M,=m,, avec

"M
dt ¢ 0

(91,92,93)= ’ﬁe,o

z

z (mg,YC)

les axes sont fixes : seules les composantes seront dérivées;

me o =20_me§+&‘><§€
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Question 3 : Deux barres articulées (4 points)

On considere un systéme de deux tiges identiques AB
et AC articulées en 4, de masse m, de longueur 2L.
Elles sont liées par un ressort en spirale de constante C.
L’ensemble des deux tiges glisse sans frottement sur un
plan horizontal.

Le ressort exerce un couple proportionnel a la raideur
de torsion du ressort, C, et a I’angle d’ouverture 6.

Déterminer la ou les équations de mouvement du systéme articulé.

Degrés de liberté : 4 (3 pour la tige AC (x,y,«) et I'angle € qui définit la position de AB par rapport a AC)
=>2 solides en 2D (6 coordonnées de positionnement) une rotule en 4 (2 réactions internes, X ,et Y, ) =>4 ddl
Milieu de 4B = OG, (x,,y,) {a = angle entre AC et x

6 coordonnées gérénalisées : .
Milieu de AC = OG, (x,,y,) 6 = angle entre AB et AC

) _ o x,+Lcosa =x,—Lcos(0—a)
2 contraintes pour exprimer la liaison en 4 . )
y, —Lsina =y, - Lsin(6-a)

A:<§x2 —0x, —Lsin(@—a)§9+(—Lsina+Lsin(¢9—a))é‘a = 0)

/12(53/2 -0y +Lcos(H—a)549+(—Lcosa—Lcos(H—a))é'a = 0)

Rem: le centre de masse total du systéme se situe sur la droite GG, qui fait un angle 6/2 avec la tige AB

mvg 1_= _ | |mvg 1_= _ ooy Im(2LY o Ly 1m(2L)
T:|: 20' +5a)1.IG1.a)l}+{702+5a)2.162.a)2}:[%(xlz+y12)+5 (12) (a—@) + %(x§+y22)+5 ( ) a’

12

M.y o\ My, .o\ ml ., 1ml ., 1ml ..
=T =—(x +y J+—|X, +, |+—a +— 0 —— al
(T3 )+ 5)+ 5 23 23

V.=0

mg
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5t =0,60 =—-C050 => Q; =

d oL OL <
—_— /1 TmxX, =—
dt ox, 6xl ; ! )cl = .
—mX, =mX, =

doL oL T A
—— =Z/1] Tm¥, = A,
dt 6x2 ox, o 8x2

P
4oL L $3 % gt
dtoy, oy 4 ayl —my, =mp, = 4,
doL_OL _$, 0 o L
A AL sMy, =4

dt oy, aJ’Z Jj=l 5y2

6 ) 2 2
%%—%:Q;+i g, mL 0—1%(72=/12(—Lcosa—Lcos(@—a))—/ilLsin(H—a)—Ct9

~" 00 T 3 2
doL oL il% oml? . 1 mI

dt 6a  Oa ! o 3
x, +Lcosa =x, —Lcos(6—a)
)

6 =2 (~Lsina+Lsin(0-a))+4,Lcos(0-a)

Jj=1

y,—Lsina =y, —Lsin(6-«a

2 2
m_f 60— ;m_f a——myl( Lcosa—Lcos(H—a))+m)'élLsin(&—a)—CH
=
2 2
2mL a— 1mL 0 = —mx, ( Lsina+Lsin(9—a))—mj}chos(0—a)

3 23
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Question 4 : Gyroscope (2 points)

On veut éviter le déraillement du train représenté ci-contre et
avangant a vitesse constante.

Déterminer la position du gyroscope qu’il faudrait placer sur
le deuxiéme wagon et préciser son sens de rotation pour
empécher le déraillement du train vers 1’extérieur.

Le train tourne a vitesse constante => conservation du
moment cinétique.

®=wl avec o constant
le couple extérieur a contrer : m, ; = -C,1,

> X Pour contrer ce couple, le couple gyroscopique doit etre
C,=C, 1, =TQxwl,

o => Le moment cinétique du gyroscope (I'Q) doit etre
suivant l'axe — 1. => M, Gar = -TQl,

Donc on va placer une roue sur le wagon de manicre a avoir
son axe de révolution suivant I’axe x. On la ferra tourner de
maniére a avoir le vecteur de rotation propre de la roue vers
Y le centre des rails.
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Question S : Trappe (4 points)

Un individu situé au milieu d'une trappe qui se dérobe sous lui, commence-t-il par glisser ou ses pieds décollent-ils par
rapport a la trappe qui tombe ?

Pour répondre a cette question, la modélisation suivante est utilisée. Une tige supposée homogene OA4 de masse m et de
longueur L, porte en son centre une masse considérée comme ponctuelle B, également de masse m. Le coefficient de
frottement entre la tige et la masse vaut f. Initialement, la tige est maintenue horizontale grace a un fil qui maintient la
barre en 4 (Figure 1). Au temps 7= 0, on coupe le fil.

;4 ] L P
P> :
| L2 ; -
0! ®
A B A
€)) (@)

1. Si on se place dans I'hypothése ou, durant la chute, la masse reste solidaire de la tige (Figure 2), on demande : (3
points)
a) d'exprimer I'équation différentielle du mouvement de l'ensemble (tige + masse);
b) d'exprimer les forces de liaison F}, et F, exercées par la tige OA sur la masse B en fonction de l'angle 6 entre
la tige et I’horizontale;

Systéme {tige + masse} : Equation différentielle => Lagrange

= = 2. . 2 2.
T_T1+T2=(la)10 5] A Llmzilara _LlmL 92+lm(£e] _LTmL g,
2 dge | 2 2 2 3 2 \2 2 12
| —
=0 masse ponctuelle
2,
V:—2mg£sin0 => L:lﬂ92+mgLsin9
2 2 12
Il n'y a pas de force qui ne dérive pas d'un potentiel :
2 . .
i@_L._@_L:O => EQ—mchosH=O => 6’=12—gcosﬁ
dt 06 00 12 7L
dR =
NI

L .— L -r— _ o -
mEGIV —m;@z 1, =+mgcos@1, +mgsindl, -N1,-T1,
Théoréme de la résultante cinétique sur la masse : (Si Systéme {tige}, on doit tenir compte des réactions en O)

—mééz =mgsind—-T

m%é:mgcosH—N => N:mgcosﬁ—mélz—gcosﬁzémgcose
32
9:12_g0059:>1ﬂ:12_g0050 = 6° :24—gsin9 => T:mlz—gsin9+mgsin922mgsint9
7L 2.do 7L 7L 7 7

- 10/11-



NOM, PRENOM :© ..occciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiciisicieceiciccseccce e NUMERO®: ....ccccoeeeeeneees

2.

En déduire les conditions pour lesquelles il y aurait rupture d'équilibre entre la masse et la tige soit par glissement,
soit par décollement. Pour chacun des cas, déterminer l'angle 6, correspondant. Préciser si I’individu va d’abord
glisser ou décoller. (1 points)

Glissement si 7=fN : T:gmgsinﬁzﬁ\f:f%mgcosﬁ = tg0 :E

f

Décollement si N=0: N = %mg cosfd=0 =>4 :%

[l y aura glissement avant décollement
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