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Appliquées Corrigé de la séance 8

Force en présence
Force du ressort =—k (x L) 1

Poids de laroue : P =mg (sm al —COos aTz )

Réactiondu sol : R, =-T IX +N 1

Théoréme de la résultante cinétique {masse (m)}_:

R=mil,
4R =Y F| => mi=—k(x—L)+mgsina—T (1)
dt 1 i
Théoreme de la résultante cinétique en G :
B 0 0
th_ YKV + D il =D i, o Mg =I,.®= on Z):Iway

d — — — MR’ .
—Mq=|1,01, = Yo = : 6=RT (3)
R2
1,=
2
La condition de roulement sans glissement au point de contact / nous donne :
v, =0=v; +@xGI => i1, +01 x(-R1)=>%=RO=>i=RE (4)

mR* ¥

m
4)->(@3) : —=RT=>T=—X (§
@->0) > R > &)
(5)->(1) : m¥=mgsinar——5—k(x—L) _ o .
2 Solution de 'équation différentielle non homogene
37mjé=mgsina'—k(x—L) = SP: x(t)=L+%ma
2k 2g . 2%k SGENH : x(t) = AcosQt + Bsin Qt
X+—x=—=sina+—L (6)
3m 3 3m
. ... o . 2k
A et B seront fixé par les conditions initiales et la pulsation est Q = I
m

Une autre méthode pouvait étre utilisée : Le théoreme du moment cinétique calculé en I.
Dans ce cas, seules les forces de pesanteur et de rappel vont intervenir. Donc on va bien obtenir directement
l’équation de mouvement sans inconnue (réactions de liaison).

— = 2 . —
M, =Y m,, ou M, = ,.c?;:(mR +mR2j¢91,
- 2 y

=—M,| = 6 = > ¥=-Rk(x—L)+Rmgsina| (=6)




— 2
oI, &)= ime + TR g Lo mpe 30
2 47 =2 47 4

RO

c T . 1 1
L'énergie cinétique est donnée par : |T = Emvé + 5

3 ) ) 1 2 . . (s
L'énergie potentielle : V = Ek (x - L) —mgxsina avec le point A comme référence.
La force de frottement ne dérive pas d’un potentiel, mais sa puissance est nulle car il y a roulement sans
glissement, la vitesse du point matériel sur lequel s’applique cette force est nulle.

. . o1 .
L'énergie s'écrit donc : E=T +V = %mx2 + Ek (x - L)2 —mgxsin

E=%mxx+k(x—L)x—mgxsinazGmmk(x—L)—mgsinajx:o (=6)

L’énergie mécanique totale est donc conservée.

Considérons les axes Ox’y’z” attaché au centre du  Les forces extérieures : dans le repere Oxyz
disque tournant autour de I’axe z. ([2=R2+h? )

Réaction en / du sol sur le disque : E, (R,

oo Ry Ry;)
Réaction en O du sol sur la tige : R,, (Rox>Roy:Ro.)
Poids : mg =(0,0,—-mg)

Théoréme de la résultante cinétique :

R= mvg =—mhcos aa)lTy,

» d D D
O y_0B3-~ / I X > (ERJ =(Re)Z => 0=R,, +R, —mg
Z

Le théoréme du moment cinétique en O :

Rem : le vecteur de Darboux du repere R’ a utiliser pour dériver les axes du repere : g, R =@

d— _
(E;Aloij%m(”%O)y

E)R,/RO =—a)1TZ avec tga=

R _ —
%=;=> Dpyp, =— @I8AL,

0O 0 .. I .wcosa

X

avec I

M_Oz 0 71, 0 0 |= 0 =l .wcosal. — I .wsinal. =M, .1.+M,.1.
0 0 I.)\-w, -1, wsina

diM_Oza_)R,,R xM, =(@sinaM,, — o cosaM,,.) 1,

t 0

avece

sina—L' cosa—L'a{—@
VR +1* VR + 1 h

diamétre

d'___ 2 . . - 2 R R2 -
—M,=—wsina( I .cosa+I snatex)l =—0 ——| I .h+1..—
dt o ( x z 8 )%/ R24'h2[ X z h %
mR? R?
I.= 3 ; Iy, =1, = Iﬁge + Idisque =m—+ mh?
=00m=0) _, +MHRH2

RN 2 — 2 —
avec (MO = mf wcosal. + (%+ mhzj(—a)sin o) JYJ

dM, | __ o, K 3 R*)_ hr
[ J‘—(meyo)y =>—mw h(R2+h2)( 5 + 2 J—mg / IR,




h? R3(3 R? h? R3(3 R?
— o 2 - & e 8
R, =mg 2 + ma? ( h?+ 4} et R, =mg— ( gl2 +mw2hl3( h?+ 1 D

h? R3 R?
R, = mgl— +maP— 5 h2 + o >0  pasde décollement en I

COl’ltaCt :Ell (_7‘190’N1) => mlR2 ¢ = RT, (3)
T 1 1

2 hi3 lh
h? 3R = @in 3 R
= - |- —|—h+— |2 R| —h?+—
R, =mg (1 lzj ma? hl3( h?+ 2 j 0 pour garder le contact en O (2 4 j
dans les axes li€s a la pente inclinée a 60 °
(x vers la poulie et z perpendiculaire a la pente)
miyy , my
7 X
60° 30
Le corps my, Variable (¢,x)
d — _
Les forces extérieures : (ER) B (Re )x => mi=- \/7+ =1, (D
Tension de la corde : F, (F;,0,0) _ _
o R - 4R =(R.) = 0=-284nN,
Poids : P(-m, g sin60,0,—m, g cos 60) ), : 2
a
dt

VR

N

Q
N—
=

1
—_—

3|
[¢)
Q
N—

2

2
Le corps m,, Variable (¢,z)
Les forces extérieures : (% El - (ﬁe )z => —mi=- =28 B+, @
Tension de la corde : F, (0,0, F. _ _
Poids : P(—m,g cos 30,?)(,—m2 gzs)in 300 (%Rl =(R,) =>0=- még BN, ©
Contact : R, (N,,0,T,) (%Mcjy :(_eG)y _ m22R2 b =RT ©

Le corps m, Variable (0)

d -\ (5 _ __mg 3
Les forces extérieures : ERJX_(RG:)X => 0= T\/g+X F ()
Tension de les cordes : F(—F ,0,—F,) _ _
- PR LR =(R) = 0=-"2817-F @)
Poids : P(—mg cos30,0,—mg sin 30) dr ), 2 2
Contact :EC(X,O,Z) d - _ mr? .
EMGl_(me,G)y = ——0=r(R,-F) ()
Condition de roulement sans glissement : X = R@, ; z=R¢, ; x=rf=2z (10)
10=->3) : T="Rp Mg vy mi=—"18 o F Mo gmljé— \/§+F (11)
2 2 2 2 2
(10)->(6) : T. —”ZR ¢2=%z L H4) —mz'z':—még+F2+%Z=> imzz=m;g-F2 (12)

(1) -(12) et (¥=7) (m1+m2) =2 m=m\B)+(F-F) (3)



(F,-F)="26 =% dans (13)=>%(m1 +m2)5é=%(m2—ml\/§)—%jé

© 2 0?2
(mz _m’l\/g)
(3m, +3m, +m)

On trouve donc les tensions dans la corde :
(m, ~m, )

=> Equation du mouvment : X =

Tl:ﬁx (3m1 +3m, +m)
2
28 mg 3 (m2 — \/g)
F, -myZ—T, = 2
w20 2 T (3m+3m,+m)
T2:72z
yA . Réactions : Réaction en A (X, Ya), le poids Mg, les réactions aux
i i roues (2N).
T Systéme = {Barre } :
O] N O Théoréme de la résultante cinétique :d—R = z F,
> 0 \ dt
Vo =V, +OXAG =1 +§é(cos9Tx +sin 61, )

m[k-i—%écos@—%éz sinﬁjic +m(§92 cos9+§ésin9jTy =X, L +(-mg+7,)1,

X, = m(%+£écos€—£92 siné?j (1)
2 2
=>
Y, =m(§92 c0s0+§ésin0j+mg 2)

Pour supprimer la variable x de I’équation, il faut trouver une équation supplémentaire (liant X, et x)
Nous avons plusieurs possibilités :

- Le théoreme de la résultante sur le chariot

- Le théoréme du moment cinétique en A sur la barre

- Le théoréme de la résultante sur I’ensemble

- Lagrange (qui sera vu dans les prochain TPs)

LLe tihdoréme die lkn résuiltamte — Systiemme — {Clhariot J} =

P )

=>Mxi=-X, (4) =>dans (1) : X4 mé—AJjéécost?Eézsinﬁj

. M \2
dans (1) : X, =m| ——A+=6cosd—-=8smé |= mM
mM L\

£%500319—02 sin 0)
2

M +
=>XA: m

Z(9coso— 2sint9)
+m 2

Le théoréme du moment cinétique en A sur la barre - Systéme = {Barre} :

— - 2 . _—

M, =mAGXv, +1,.@= [mécos ex+%9j L

dMm ,
dt

=myg Xv, +m, 4

2L P sin @

3cos @ cos@

2
[—m%sin 00)'c+m§cos 05&+%0} L= —m%&sin Ox1, —%sin Omgl, =>i=- g @

=>dans (1) : X, =m Liosg-—2L é_ﬁsinggtﬂg
2 3cosé 2 cos @



Le théoréme de la résultante sur 1’ensemble - Systéeme = { Chariot+Barre} :

Fe = 0 => Conservation de la résultante cinétique suivant x
d—R =Mx+m X+£écos€—£9zsin€ =0 =>ix= £(19.2sint9—t§icost9)
dr| 2 2 m+M 2
dans 3) : X, = mM £(écost9—t9lzsint9)
m+M 2
=>dans(l) : X, =m m £(6'?2sinté?—t§cos6?)+£téicost§?—£t92sint9 = mM £(@costﬁ’—@zsin@)
m+M 2 2 M+m

Par Lagrange, on verra que cela revient a ceci - Systeme = { Chariot+Barre} :

A exprimer en fonction de &, 6 et . Cherchons la relation ¥ = f (0, 0,5) = équation du mouvement

1 ) mj .» L2 %) A 1mL2 22 L
T =T prio + Tige =| 7 Mx +|—| x"+—6" +xLOcosl |[+——-0 et V=C-mg—cos@
2 chariot 4 212 Ti 2
ige

ia—L.—a—L= 0: (M +m)x'+ﬁ(Lcos 66 — Lsin 092) =0 =th E| (barre+chariot)
dt ox ox 2 X
= X=- (£(cos 66 —sin 66> )j Equation du mouvement 1
M+m\ 2
2
ia—L—a—L =0: £9+ﬂLcos ox +mg£sint9 =0 =th MA| (barre) Equation du mouvement 2
dt 06 06 3 2 2 z

2 .
l+ m cos” @ LH—L m Sm2602+§sin0=0
3 M+m 4 4 M+m 2 2

. mM
M +m

A %(écosﬁ—ézsinﬁ)
=

Y, :m[géz cos9+§ésin9j+mg

51

5.2

5.3

2 degré de liberté :

3 coordonnées / solide = 9 coordonnées

- 3 rotule = 3*2 réactions de liaison

- 1 glissiere = 1 réactions de liaison

=2 ddl

2 ddl : angle 9, et 8, définis respectivement entre les tiges OA et AB avec 1’horizontale
Réaction de liaison en O : Xp et Yo

Réaction de liaison en C : Y¢

Réaction interne en A : X, et Y
Réaction interne en B : X et Y

Par les théorémes généraux :

S1+S2+S3 : =>3 équations, 5 inconnues

Théoréme du moment cinétique en O sur tout le systeme : 1 équation liant 0, , 0,, et Y¢

Théoréme de la résultante cinétique sur tout le systeme projeté sur x : 1 équation liant 0, , 6,, et Xg
Théoréme de la résultante cinétique sur tout le systeme projeté sur y : 1 équation liant 6, , 6,,, Ycet Yo
S1 : =>3 équations, 5 inconnues

Théoréme du moment cinétique en O sur S1 : 1 équation liant 0; et X, et Y

Théoréme de la résultante cinétique sur S1 projeté sur x : 1 équation liant 0; , X, et Xo

Théoréme de la résultante cinétique sur S1 projeté sur y : 1 équation liant 0; , Ya et Yo

S1+S2 : =>3 équations, 5 inconnues

Théoréme du moment cinétique en O sur S1+S2 : 1 équation liant 6, 6,, , X et Yp

Théoréme de la résultante cinétique sur S1 projeté sur x : 1 équation liant 0; 0,, , Xp et Xo
Théoréme de la résultante cinétique sur S1 projeté sur y : 1 équation liant 0; 6,, ,, Yz et Yo

9 équations, 9 inconnues



5.4 Théoréme de la résultante cinétique sur tout le systeme:
R=>R
i

R, =mvg

ERin avec < Vg =V, + @ XOG, ;V; =V, + @, X AG, ;V; =V, + By X BG,

et la contrainte : Lsin 6, + Lsins @, = Lsin 6,
F =R, +R.—3mg

les axes sont fixes : seules les composantes seront dérivées;

Va1 =V +¢9‘1TZ XO_Glzé(—sin 6,1 +cos¢91Ty)¢9'1 avec O_Glzé(cos 6,1 +sin 911,)
Vgr =V, + 921 xXAG, = L(—sin 6,1 +cos GJ}, )91 +§(cos 4921y —sin 921)92
Vos =V — 6,1, X BG,

= L(—sin 6,1 +cos Gﬁy )91 + L(cos 1921 —sin 921)92 +§(—cos 193@ +sin :931)9'3
=>R(S, +S5, +S3)=m[57L(—sin 6,1, +cos@i,)9l +37L(cos02Ty —sin 921)92

+£(—cos 931 +sin931)n9'3}
) :

m{%(—sin&li)él +37L(—sin921)92 +§(+sin6’31)6"3} =X,

5 TV o2 1)é 1,)6
m[%(ﬂ:os&l]y)el+7L(COS‘92]37)‘92+§(_Cose3]w)'93}zyo+YC_3mg

Théoréme du moment cinétique en O sur tout le systeme : 1 équation liant 6, et 6, et Yc

les axes sont fixes : seules les composantes seront dérivées;

i, =Y 0G,xmg+O0CXR.

Pour les problemes relatifs au Tps et aux laboratoires, contactez Emmanuelle.Vin@ulb.ac.be

Pour les problemes relatifs aux projets Matlab, contactez CFAO.Matlab@ulb.ac.be

Les énoncés et les corrigés sont accessibles et mis a jour sont sur le site de méca :
http://beams.ulb.ac.be/beams/teaching/meca200/tps.html




