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Répondre sur le questionnaire et ne dégrafer que les brouillons

Cinématique : Inertie : Cinétique :
vV, =V, + @x BA % = (xixi5"’ﬁ —x“xﬁ)dm E:mv(;
- - systéme _ J— _
a, =0, +ExBA+@x(DXBA) | pu_ gigui Ma=M;+ABXR
i J J— = JR—
5P Ma=1,&+mAGx7,
1g20=—>
1,1,
¥ =17 +m(a25“ﬁ —a“aﬁ)

Question 1 : Essieu (5 points)

On considere le systeéme matériel constitué d’une tige rigide horizontale, de longueur 2L et de masse m, a répartition de
masse uniforme, équipée, a chacune de ses extrémités (et orthogonale a la tige), d’une roue cylindrique verticale, de masse
M et de rayon R, libre de tourner autour de son axe coincidant avec la tige (voir la figure). Les roues sont modélisées
comme des disques, c.-a-d. des figures planes.

Les roues parcourent une circonférence de rayon L, ce qui signifie que le point milieu de la tige est fixe ; de plus, les 2
roues roulent sans glisser sur le sol.

Déterminer le nombre de degré de liberté du systeme.

3 solides en 3D =>3*6 coordonnées = 18 coordonnées

Tige : centre fixé en O (3 réaction de liaison) ; = 3

Roue 1 : Centre lié a la tige (3 réaction de liaison) ; Roue perpendiculaire a la tige (2 couples de liaison) = 5
Roue 2 : Centre lié a la tige (3 réaction de liaison) ; Roue perpendiculaire a la tige (2 couples de liaison) = 5
Roulement sans glissement de la roue 1 (3 réaction de liaison) = 3

Roulement sans glissement de la roue 2 (3 réaction de liaison) = 3

Angle caractérisant la rotation de la tige

Angle caractérisant la rotation des roues

Roulement sans glissement entre les roues et le sol => une condition cinématique
= 1ddl
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Exprimer @, en fonction de .

vV, enge = a) 9 1, L
Vitesse de C; (centre de la roue 1) Yo 1( )18_ =\, =—a
vClsroue = (02 ((0) 19 R
Déterminer le moment cinétique en O du systeme.

‘7 etige = Lei L .

e _ t=>|¢, =— 6| de méme pour la roue 2

vClsroue = Rqol ]j'l R

R1 1ié a I'axe avec z vertical. => @y, = =01 =, g

R2 lié alaroue 1 => @yy,py = Dyppey = 0L — ¢)L 01, ——HL

R3lié alaroue 2 => @,y = Romz—ﬁl +q01 —91 +— 91
M,=|1,@,, | + M,  +0C OC xRy |+ Mc ., +OC, X Riyr

——
m(2L)2 ; 1:01 B Ll mlL91“ 1 ?Cz Broser —Ll —nhLBLl )
) L Tige Roue Roue
mR’ 3
2 mR*L — mR® .~ — mR L~ mR - =

Mg, = 0 - 0 |=-—— 01, +——061 =>M,1= o1, +mL61,
e ) 2 R 4

Te, -@ronen mR 6

‘ 0

= _ L. mR* L )
¢ romes = 1o, Oroer = 91 + BL —>M0Rmz=— 01 + BL +m,L 0L
2 R 4
2 roues
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Question 2 : Energie cinétique (4 points)

A partir de la définition de I’énergie cinétique, déterminer la formule de 1’énergie cinétique d’un solide et simplifier en
travaillant dans les axes centraux principaux.

T=%j dmivy? =%j dm (v, + @x AP).(v, + @x AP) =%j dm (7,7, +27,.(@x AP)+(@x AP).(@x AP))
T:%VA2J' dm+VA.(cT)><J. dmﬁj+%.|. dm(éxﬁ).(ﬁ)xﬁ)

T = mv,” +7,. (a)XmAG) 2! dm(a)xAP) ( xﬁ)

a.(bxz)=b.(axc)=>(@xAP).(@xAP)=@(APx(@x AP))

=>T=m_2+vA (a)XmAG)+ wj dm ( ))

IA.w
On montre que :
[ﬁx(@xﬁ)] = 8 AP, (@ AP) = 6, AP, (80p@a APy ) = 8,0, AP, (@, AP5)

g g

= (340,53 — 530, ) AP; (0, AP} ) = 8, AP, AP; — AP, AP, = (AP;AP;S,, — AP, AP.) @,

I =/ Aia par définition du tenseur

_[ =1 A"”wf@@l

2
o 1 _= _
= |7 =" +VA.(a)><mAG)+Ea).IA.a)
Au centre de masse :
Ve 1_= _
LY Y
2 2
Dans les axes principaux
T_mVGZ 1_I%’x 10 g p_mVG2 11 247 2,7 2
= +Ew~ G.y q|= ) +E( 6P tlgyq + G,zr)

0 0 I, )\r
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Question 3 : Appareil photo (5 points)

Un appareil photo est représenté ci-contre et composé de 4 solides :

S1 = parallélépipede de codté abc et de masse M.

S2 = I’objectif est un cylindre creux de longueur H et de rayon extérieur R; et intérieur R, et de masse M,.
S3 = la piece sur laquelle est fixée le flash est un cylindre de longueur 4 et de rayon r et de masse M;.

S4 = le flash est un cube de coté d et de masse M,.

1. Sans faire de calcul mais en justifiant correctement vos réponses, déterminer les différents produits d’inertie des
solides.
2. Déterminer le tenseur d’inertie de I’appareil par rapport au point O.

<d-> Az
AZ
ki H
Vue de face Vue de coté
S4
0] - v.0 o
........... R it S
y ;40 4 ¥
i'. Y
- B <+—H—
“—a—>»

Vue dé haut

S1

o] e >
L > y
R
R

X

Produits d’inertie :

S1+S2 : Plan de symétrie orthogonal xz => P,,=P,,=0 Intégration de la cordonnée y (puissance impaire) sur un domaine
symétrique.

S1+S3+S4 : Plan de symétrie orthogonal yz => P,,=P,.=0 Intégration de la cordonnée x (puissance impaire) sur un
domaine symétrique.

mR? o mR2
:Iyz +Ixz par symetrie Iyz =l =—; Iy :Ixy +Iyz

XZ 4
H
= (27 ¢R 2
avec I, = pJ._ZZIU-o J.o rdrd@j dr= mlz
- <

Cylindre d'axe de révolution z : I, =

7R?
ef a b > 2 g mla’+c?)
Parallélépipede (abc) : I, = jz, I2I2 dedy | 2de =" =1 =1, +1, =" M9
pp())p_t{_”by 12 R VR V) 12
2 2 2
-
ab
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b’+c> 0 0
. = M
Sohdel:]0=1—21 0 a+c¢& 0
0 0 d+b
% 0 0
= R>+R}’> H*?
Solide 2 : 1, = pz(R*-R,})H| 0 L2 +— 0
c=P ( | 2) 1 D
4 12
1:02 au centre de masse du solide 2
e 0 £+£ e
2 2
H aY
+M, 0 e+ —+— 0
2 2
H a H aY
—+—le —+—=
2 2 2 2
Steiner avec OG> :(%+%,0,—eJ
2
ﬁ h_2 0 0 L2+(£+ﬁj 0 0
412 2 2
2 2 2
= h h h
Solide3:7, =M, 0 -+ 0 |+M, 0 LIS I | .
4 12 2 2 2 2
2
0 o = 0 et r
2 2 2
?G au centre de masse du solide 3
’ " Steiner avec OG3 :(O,L%-%—g]
2
4 0 O
6
= d?
Solide4:1,= M,| O i 0
2
0 O L
6
?G 4 au centre de masse du solide 4
2
P+ Soned 0 0
2 2
c AN c d
+M, 0 —+h+— —L| —+h+—
2 2 2
0 ) I
2 2

Steiner avec 0G4 :(O,L,%+h+1]
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Question 4 : Panneaux en rotation (6 points)

Avec le "Magic Arms", la société
WAAGNER-BIRO a développé un nouveau
manege procurant aux passagers de nouvelles
sensations dues a des séquences variées de
mouvements. L'installation est composée
d'une structure métallique d'environ 12m de
haut avec 2 bras mobiles.

Les passagers s'assoient sur 39 sieges en
mousse disposés sur une plate-forme tournante
au design novateur et sont parfaitement
maintenus par un harnais. Des que tous les
passagers sont assis et attachés, le bras
principal (bras 1) et le bras pivot (bras 2), liés
I'un a l'autre au début du cycle (la laison en O,
est rigide, avec @, =0 )), commencent a

nacelle

tourner. En méme temps la nacelle tourne
autour de son axe. Apres 9 secondes, le
maximum de hauteur est atteint et les 2 bras se manége
désindexent et se mettent a tourner
indépendamment 1'un de l'autre. Tous les
mouvements sont pilotés par un ordinateur.

1. Donner, pour chaque solide, 1'expression de son vecteur vitesse angulaire

nacelle

Yi=Yo [}

20

\

Y2=y1 ©,

<1 2

N N

R1(O,xyz) repere li€ au bras 1 : @y, o =@, 1, => @, =@, 1,
R2(0,x,y,2,) repere li€ au bras 2 : @y, = ¢2Ty2 => Wpypo = (P + (bz)Ty2 => 05, =(@ + ¢, )Tyz

R3(0,x,y,z,) repere li€ a la nacelle : @y, = (0313 => W3 0 = (¢1 +o, )Tyz + ¢3Tzz => 0, = ((01 +, )Ty7 +¢3Tz2

2. Déterminer ’accélération angulaire de la nacelle.

Oy po = %I, s Doy = ((01 + ¢, )I 3 Oy o = ((01 + ¢, )T} + ¢'§Tzz

=> g, =(¢’1"’¢2)Ty2 +¢3122 =

_ do, _ _ v e NT T . Ly T
=> &g, =— t Wy po X W3 = (¢1 +¢2) ly2 + ¢ lzz +(¢1 +¢2)¢3 lxz
dt R2 —

Dr2/R0OXDR3/R1
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3. Déterminer la vitesse d’un passager assis sur son siege en périphérie de la nacelle.

Vp :‘703 + @0, XO,P = L1¢1Txl +L, ((01 +¢2)sz +L ((01 +¢2)(Tyz XIY3)+L3¢3Ty3
Z\’T_J W
3 Ly 7(:05(/)31:2

vo3 =VO2 + 0y, X 0,0, =L1¢1Tx, +1L, (¢1 +¢2)sz
23

L,

Vo, = Vo, T Wy x0,0, =L¢, 1x,
y L1,

By, =9 L B, =(+¢) 1 B, =(9+9,)], +9,1

=V, = Lo 1, +L (¢ +9,)1, —Licose (¢ +¢,) T + L1,
=V, =L@ (cosgazi,2 +sin 40212 )+L2 (o, +¢2)sz —L, cos @, (¢, +¢'72)T72 + L@, (—sin ¢3T>-2 +cos¢3Ty2)
=>|7, =(cos@,Lg + L, (¢ +9,) ~sinp,L,,) 1, +cos@, L@, 1 +(sing,L,g —L,cosp, (¢ +9,))1,

(010
Vérification :

WP = LlTr, +L2T72 +L3T3-3 =L (_Sin %sz +cos ¢2Tzz )"'LzI +L (COS (”31-2 +sin ¢3Ty2 ) =
0,P=(cosg,L, —sing,L,) 1, +sin g, 1 +(L, +cos@,L,) 1,
=V, =L (CT)RIIR() XTzl )+L2 (CT)RZ/RO XIZ )+ L, (a_)R3/RO XIr3 )

_ dOP . . - .= . T o —
Vp = dtl = (_Sm @,L, ¢, —cos ¢2L1¢2) 1x2 +cos@, L, 1yz +(L2 —sim ¢2L1¢2) 122 + Wy o XO, P

v, =(—sin@,L,@, —cos @, L,p,) 1 +cos ¢)3L3¢)3Ty2 +(—sin ¢)2L1(02)T22 —(¢,+,)(cos@,L, —sin ¢)2LI)TZ2
(@ +9,)(L, +cosp, L)1,

v, = (—sin o.L.p, —cosp, Lo, +(¢, +¢,) (L, +cos¢)2Ll))I(2 -i—cos¢)3L3¢)3TyZ
+(=sin@.L19, = (41 + ) (cosp.Ly —sin g, 1)) 1,

v, =(-sin gLy + L, (9, +9,) +cosp,Lig, ) 1, +cosp, L1, +(—cosp,L, (¢, +,) +sinp,Lig ) 1,

avec

3. Déterminer I’accélération d’un passager de la nacelle pendant les 9 premieres secondes (les deux bras ne sont pas
encore désolidarisés)
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Vireonpeoni,i,) = (L L) @ =sin QL)1 +cos gL, +(~Licosp ) 1,

av,

a :7: + Wy o XVp = [(01 (L +L,)~sin ¢, L, =@’ L, cos ¢, — L, cos (03:|I(1
RI

+ [COS O0,L, _¢32Ls sin ¢3:|Ty, +[_¢1Ls cos @, + P ;L sin (03]12

+[ ¢ Lycosg, |1, ~[ @ (L, +L,)~p,Lsing, |¢ 1,
OouU

Par dérivation des coordonnées absolues

Vp = (COS oL@ +L, (¢1 +(b2)—sin ¢%L3¢%)T> +COS¢3L3¢3TyZ +(Sin QL@ — Ly cos @, ((01 +¢2))Tzz
a v,

Pt |
G, = (LT, -9’ L1 )+(3+5.)LT, L (0 +,) 1 |
((/’1+(02)13COS(/’31 + G L1, (9 + @)@ Ly sing, 1
+(~(@+0) Licosg,T, +(¢y+,) 9L, sing, lzz)—Lscz)fL

+ Wryiro XVp

G, =|cos QAL + @7 Lising, +(§,+ @) L =sin 04 L, ~ (@ +9.) Licos g, ~ gy’ cos g, | T,
[+COS PP, L, — )’ Lysin @, ]T)
[Sin%-@[ﬁ -L ((”1 +¢2)2 _(blle cos @, _((01 +¢2)L3005¢3 +(¢1 +¢2)¢3L3 sin @, +(¢1 +¢2)¢%L3 sin%]lz

s cssigy—0mT, -1, ) on remplace dans I'équation générale (q)z =0=>1 =1 )

aP(r<9s:;o_,:0:>T_‘1:T_‘2) = |:¢1 (Ll + L2 ) —sin ¢3¢3L3 - (0121‘3 Cos @, — L3¢32 Cos @, :ITrz
|:+COS PPL; — ¢32L3 sin ¢3:|Tyz +|:_¢12 (Ll + Lz)_ P Ly cos @, +2¢,p; L, sin ¢3]Tzz

Par la formule de distribution des accélérations valable pour les mouvements instantanés.

a, = 4703 + &3 XO,P + g, X Wy, X O, P

0103:(1'1"'L2)T wsz ¢1]3 gsz ¢1T)
1.5 _

=@ (L+L)T -7 (L+1)T,

Byt =0 (LA L)L, =7 (L +L) T,
—@choscogi +@L1 +@oLsing,1
—Lycosp” 1, +Lpigysing, 1, ~Lp] 1,

Ay pgroiyr) = (B (L + L) =Ly cos gy ) 1, + (200, Lssin g, =7 (L + L) = G Ly cos ) 1,
+¢Ly1, -9 L,

Ay oot i) = (B (L + L) =@ Lycos @, = @ Lycos g, =G Ly sin g, ) 1,
(+@.Lycos @, - Lysing, )1, +(20@,Lysing, =@ (L + L)~ @ L, cos ;) 1,
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BROUILLONS
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BROUILLONS

- 10/10 -



