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Question 1 : (4 points + bonus : 1 point)

Considérons un systéme plan composé de deux solides S,
(tige) et S, (disque).

La tige homogeéne O4 (S;) de longueur 2L et de masse m;
tourne autour de la rotule O (liaison pivot). L’angle entre la
tige et la vertical est donnée : a.

Le disque (S,) de rayon R et de masse m; est lié a la tige en
A par une rotule. La distance entre le centre du disque et la
rotule 4 vaut d.

0y ¢,

/

Déterminer le nombre de degrés de liberté du systéme.

2 solides en 2D =>2*3 coordonnées = 6 coordonnées
Tige : fixée en O par une rotule (2 réaction de liaison) ; =2

Disque : Point A li¢ a la tige par une rotule (2 réaction de liaison) =2

= 2ddl.

Déterminer la vitesse angulaire des deux solides.

tige =a 1:

R11ié a la tige, centré en O. => @y, 5o =
R2 li€ au disque, centré en A => @y, 5y = Gy =L + B

Oy C,
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Déterminer le Lagrangien du systéme

04=2L1 = v, =Lal,

0G, =(2L+dcos B)1, +(dsin )T,
=>¥, =V, +@x AG, =2La1, +d(a+B)1, =—d(a+ p)sin B, +(2Lc +d(a+ B)cos BT,

2
1 = nm,v. 1 =
— 25T & 2 = o
T_T(S1)+TZSZ) = Ea)t.lo.a)t + T +Ea)d.102.60d
%,2_J . — ﬁ,—J
1my(2L) & mz(dz(d+ﬁ)‘+4dez+4Ld(d+,/j’)cosﬁd) ImR (d+ﬁ)2
2 3 Tige B 22 .
L Jdisque

N2 .
Um (20) mz(dz(d+ﬁ) +4L2d2+4deos,B(d+,B)d) R
— 1 d2+ + - 2
2 3 2 2 2
V=—mlchosa—ng(ZLcosa+dcos(a+/3))

(a+5)

2 2
L :(mliL +m22L2jo'z2 +(%d2 +%m22R J(d+ﬁ’)z +mz2deosﬂ(0k+ﬁ)0':+(m1 +2m, ) gL cos a +m,gd cos(a + f3)

Déterminer la (les) équations de mouvement par le théoréme de Lagrange.

P o0d.
———=0* +z/1j ﬁ sans contraintes => |[————=0. *
0q, ‘a7 0g, dt 0q,

ar R’ .. .. _ .
a: ‘T+m24L2j(i+(m22 +m2d2](d+,6')+m22deosﬁd+m22deos,B(d+,B)—m22Ldsm,Bdﬁ

—m22Ldsinﬁ(d+ﬂ)/;+(ml +2m,) gLsina +m,gdsin(a+f)=C

4] R? . . .
ot 4% +m,2Ld cos B |G +| T2+ m,d? +m,2Ld cos B |(éi + B) - m, 4Ld sin Béff —m, 2Ld sin B3
3 2 2 2 2 2 2 2

=C—(m +2m,)gLsina—m,gdsin(a+ f3)

2
B md* + '"ZZR j(a’é+,Z?)+m22deos/5’d—m22Ldsinﬂd,B+m22Ldsinﬂ(d+,l}’)d+m2gdsin(a+/5’)=0

2
m,R

= [m2d2 + J(o’i+,5’)+m22deosﬂ&+m22Ldsinﬁd2 +m2gdsin(a+,3): 0

= (1)—(2):

(4L2 (%+ m2j+ m,2Ld cosﬂ)o’é +m,2Ld cos B —2m,Ld sin,li'(d +,l?)2 =C—(m,+2m,)gLsina
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Par les théoremes généraux, déterminer les deux équations qui nous donneraient les équations de mouvement. Préciser le
systéme choisi, les termes (détaillés), les paramétres en jeu, ’axe de projection... (0,5 bonus)

Fy=X,1+Y,1 ;F, =mgl ;F, =mgl ;F,=X,1 +Y,1
@, = aT’ 5R2/RO = 5di.vque = alz +ﬂ]z
— - _ _dOG, - —

= Vg =———=v, 1, et v, =2,

dt
0G, =(2L+dcos f)1 +(dsin )1 =>7, =V, +@xAG, =2Ld1, +d(0’z +B)Ty

2
R =my;; R, =m,v;

2 équations contenant o, &, f3, ,B, my,m,,L,d,R,g,C =2 équations de mouvement

aM _ - — — = _ = _ _ _
. =, 5 tR2xv, avec M, =1,0,+mAG,xv, ou I,.o,=1, o, 122(16:+m2d2)~%]z
dt e
S2 4G xmE
dM — —_— — — -
o = . - - -
o " =m,, =C+0G xmg+0G,xm,g avec M,=M, +M; o, =M,
S;1+8,
MO(SI) =1,.0,, :Iozal et MO(Sz) :MGz dsgue +0G, xR, ou MO(SZ) :MAd,.SW +OAxR,
[ —
16, Ogisque L

Déterminer les réactions en O. (0,5 bonus)

o |R=Ry,+Rg, =[mLaT |+ [—mzd (c+ B)sin g1, +m, (2L+d (c+ f)cos B)T, ]

dR — dr|  _ _
— =F, 50 => —| +o XR=F,q.,
s (S1+82) dt . 'R1/ RO (S1+82)
1 :mz(—d(d+B)sin,b’—d(d+/?)cosﬂﬁ)—mlLdz —m2(2Ld+d(d+,6’)cos,B)d = X, +(m, +m,)g
~ Tyl :mlLd+m2(2Ld+d(d+B)cos,b’—d(d+/?)sinﬂ/§’)—m2d(d+ﬂ)sinﬂd=YO

X, =-mydsin f(+f)-mydcos i+ B) —(m +m,2)Ld> —(m +m,)g

Y, =(m, +2m2)Lo'é-i—mzdcosﬁ(d+ﬁ)—m2dsinﬂ(d+ﬁ’)2
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My =M g+ Mo 5y =| LoDy +| Mg, disque 0G, xR, =
m (L) - 7 e [my (2La+d(a+f)cos B)(2L+d cos )
5 4L Tige ey +(dsin )myd(d+f)sin BTL

mR” <
L 2 (a+ﬂ)lz ddisque

m, (2[‘)2 msz
3 2

Il
Q.
+

(d+[3)+m2 (2L0’z+d(d+,B)cosﬂ)(2L+dcosﬂ)+(dsinﬂ)mzd(d+[3)sinﬁJTz

m(2L) . m,R?
3 2

Il
K
+

(0':+ﬁ’)+m24L0't-i—mZZdeosﬂo't+m2 (2deosﬂ+d2 cos’ ﬂ)(d+ﬂ)+m2d2 sin’ ,6’(0'(+,B-)]Tz

2

2LY 2 . . _
_[m 1) op{’"zR +m2d2j<d+,8)+m24Ld+2m2deos,B<d+ﬂ)+m22deosﬂdJ1Z

ou M, =|1,aw,, + M, e OAXxR,
m(L)} T, +my AG, X7, = my 2L(2La+d(a+f)cos BT,
. R -
3 Tige LZZ erza'z](tz+,l?)]7

| +mydcos f2La 1 Jdisque

2
W, = [ml (2L) d+[m22R2 +m2d2J(o'(+ﬁ)+m22deos,Bd+m22L(2Ld+d(d+ﬁ)cosﬂ)JTz

2
m,R

= m[ (2L)2 . 2 . . 2 . o) . )
= Ta+m24La+m22deosﬂa+ +m,d (a+ﬂ)+m22deosﬂ(a+ﬂ)

—m22Ldsinﬂdﬁ’—m22Ldsinﬂ(d+ﬁ),5 = C+mlgLsina+m2g(2Lsina+dsin(a+ﬂ))

—my 4Ld sin fafi—m, 2 Ld sin S

2 2
((m‘;“ +m24L2+m22deos,8J(i+(m22R +m,d* +m,2Ld cos ﬁ)(m /’?)—m24Ldsinﬁaﬁ—m22Ldsinﬂ/?z]

=C—(m, +2m,)gLsina—m,gdsin(a+f3)

aM,|  _ - = , - (T
o L=, 50T Raxv, :—ds1n(a+ﬁ)m2g]7—m22Ldsmﬁ(a+/7’)alz
dt — _
S [ ~mad(a+B)sin p2L6 T |
_— = _ _ m2R2 ) . L\ — =
ddisgue =140y +my AGy XV, = 5 +m,d (a+,8)lz+m22deosﬁalz

2
- mzzR +m2d2j(d+B)—W+m22deosﬂéZ+m22Ldsin,b’(d+/9/)d=—dsin(a+ﬂ)m2g

m,R

2
:>[ 5 +mzdzj(o'i+ﬁ“’)+m22deosﬂ&+m22Ldsinﬁd2:—dsin(a—i-ﬂ)ng
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M, - — — — — _ m(2L) -
A =i, sy TRIxv, avec M, =M, +AG xR = 1(20)

dt 12 . ,
S, =0 car// _mleaT‘_l
m(2L) | , ,
= T—mlL a=C+mgLsina—2LcosaY, +2LsinaX,
R
m 212

3

:>_m1§L2 G :C+m]gLsina—chosa(m]mez(2Lo'e+d(d+B)cosﬂ—d(d+ﬁ)sinﬂﬁ))

+2Lsina(—m2d(d + )sin = m,d (6 + ) cos fp — (m, +m, )g)

m 2L

@ =C+mgLsina—2Lsina(m +m,)g

—Lsina(m+2my)g

—(m, +2m,)2LcosaLd —m22Ld(0'2 +/§)(sinasinﬂ+ cosa cos B)+m, 2Ld(d +/§’)[§’[cosasin,8—sinacosﬂ]

cos(a—p) sin(f-a)
m 2L

=== a(m +2m,)2LcosaLéi +m,2Ld (G + ) cos(a — B)+m,2Ld (¢ + B) Bsin (- B)

=C—Lsina(m +2m,)g
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Question 2 : Pendule balistique (4 points)

Dans la masse M d’un pendule, on envoie une balle de fusil O
(de masse m) qui s’y logera.
Le pendule est attaché a une longueur L a une fixation O. \
Son moment d’inertie par rapport a 1’axe horizontal passant \
par O vaut I.

AR

\

\
<

—

Déterminer la vitesse de la balle avant le choc en fonction de longueur de la déviation du pendule x.

1 (avant le choc); 2 (au moment du choc); 3 (apres le choc)

Phase 1 et 2
dﬁ = dﬁ 1 2 2 - ST
E =l = E =0 = mballevl(za)lle = (mballe + Mpendule )véagle+pendule avec VZ(m}leerendule lx = LHO 1
1)

] m - Vpaie
=0, =—--" (1

VA
Phase 2 et 3

. . 2 2 3 3 1 =_ 1 . mvé mLZ@'Z
Conservation dénergie 77 +V*" =T"+V" avec T,y == @0lo00=—16" et T, =——=
2 2 2 2
l2(m+M)gL(1—cos0)

Lo 2p2, 152 .
= —\mL°6y"+16," )| -(m+M)gL=0—(m+M)gLcos@ =>0, = 2
3 (mE00 + 16 )= (m+ M) gL = 0~ (m+ M) T () (2)

=m, avec MO = MO,balle +M0,pendule = mLV(3)Tz + IaTz avec V(S) = Le

M
Théoréme du moment : 0

d((mL2 +1)9'TZ)

:—(m+M)gLsin0_L = f=-—

. _g(m+M)L
0 (mi?+1) in 040 = (m?+1)

. 2 M)L
= 0, = M(l—cos@) = 2—g(l—cos@)
(mL2+I) =\ L

1 ?dé’z :Jﬁ_g(m+M)L
2J4,

(1) 2 M)L 2 ML
M Vipalle _ g(m+ )(1—c0s9)=>v,(,z),,e=Lm+M g(m+M)

m+M L (mLZ +1) m (mL2 +1)

2 ) 2g(m+M)L 2 2
avec sinf =~ =>1-cosf=1—,[1- > =@, = 28(meMIL | o> 28
L L2 (mL2+I) LZ I=MI2 L L2

m+ML I2g(m+M)L l—\/l—ﬁ

o) V7V

(1—cos®)

(DH2) | Voane =

Simplifier I’équation dans le cas ou le pendule est considéré comme une masse ponctuelle.
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Pendule = masse ponctuelle (I = MI? ): 490 =, szg\/I —cosé (2"

gi,)”e—erM 2gL1 cosH +MJ h__

Question 3 : Demi disque (3 points)

Le probléme est plan (2-D). Le systéme est constitué de quatre corps : une bascule ayant la forme d’un demi-disque (de
rayon R, de masse M) est posée sur une planche (de longueur L, de masse m, d’épaisseur négligeable) qui est supportée a
son tour par deux roulettes (de rayon r, de masse m) donc les centres (C; et C5) sont fixes. Les mouvements entre le
demi-disque et la planche ainsi que le mouvement entre la planche et les roulettes se font sans glisser.

R

Demi-disque : A
AG=a (=4—R ) :
3z G fv
0

g R

Déterminer la(les) réactions entre le demi-disque et la planche

Coordonnées généralisées :

u : détermine la position du centre de masse de la planche (S;) (suivant x)

@ : détermine la rotation des deux rouleaux (S; et S,)

il n’y a pas de glissement entre les rouleaux et la planche donc on peut écrire @ en fonction de u.

o =—@L =0, =>V, =rpl, =V p =il =>¢=ii/r

R =mvg | : R =mvg =0; Ry =mvy =0; Ry =miil,

134—M(u+R9 acos@&) +M(asm¢9¢9)1 car JG = (-asin@) 1, +(R-acosh)1,
-7,

Mg

— mr? . — mri— —— mr? . — mri+ —— — MR? =
Meysy == Pk == L Meyspy == 0L ==~ L My :05MG(S4>:_(__M“ZJQLZ
Réactions : R, (X1.Y;).Rc, (X,.Y,).R; (T.N).R, (T, N, ). R, (T3, N, )

e S, :%E:Fe :>Ty : Masin 60 + Ma cos 06* = —Mg + N => N:M(asinﬁé—i-acosﬁéz—i-g)

e S, :%E:Fe =1 : T:M(ii+Ré—acosﬁé+asin992):M()'c'—acosﬁé—i-asinﬁéz)
ou

T=M —£+acosﬁ é+icosﬁii—igsin9
2 R R
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Par les théorémes généraux.
d— —_ — _
o Syi—M, =Mv;xv, +mg,
dt ’
AG = (—a sin H)Tx +(—a cos H)Ty

M, =M, +AGxR= —[Mfz —MaZJQTZ +M(d+(R—acost9)9)(acosH)Tz ~ Ma® sin” 661,

M_A: ?A-G_JJFMEXZ:_?‘?L +M(L.J+R9.)(aCOSH)TZ

MEXZZ—M<aSin99.)(IJ+Ré)TZ car Z:E+Z)xﬂ:iﬁx +R9TX :)'ch

m, , =(asin@)MgL +RTL

MR N » . N
:>—[ > - Ma J0+M(u+(R—acosé’)&)(acos&)—M(u+(R—acosH)H)a51n06’+Ma3m99 acosd

—Ma? sin” 00 — Ma*2sin @ cos 00* = —M (a sin 6’9)(5! + Ré) +(asin@) Mg +RT

2
- RT:—Mf 6+ M (i RO)(acos ) + Masin 06{i+R) - Masin 8o RO) —(asin0) Mg

T=M (—£+acos6’Jé+£cos0ﬁ—igsiné’
2 R R

e Mas, =IC1.531 =—

L ] - — — = _ — = _ MR? —
mzr oL=-""21 =Mgs, ; Mas, =I5 =0; Mas, = 1@, =—[ 5 —Ma2J612

2
JG =(~asind)1, +(R-acosd)1,
Vg =V + @, xﬁ=(d+(R—acosH)6”)Tx +(asin99)Ty

S, :%M_J:MEXE—HT%,J

RS _ JR— MRZ
M;=M;+JGxMvg :—( 2

—Mazjﬁl —M(a2 sin’ GH)TZ —(M(R—acos@)u+M(R—acosé?)2 9) L

MEXE: —M(asinl%.?))ﬁZ avec v, = xTX

m, ; =(asin@)MgL

=> _MRZ_MaZ—M(aZSinZQ) 0 — Ma*2simocos 06° —M(R—acos@)ii—m
\LW—J

L,

—M(R—acos@)2 é—MX(R—/a,eoﬁ)asinHH.Z = —M(asinﬁé)(}l\+>té)+(asin9)Mg

= —Mfz —MaZ—M(a2 sin’ 6’)— M(R—acos@)2 6—M (R—acos®)ii— MRasin 00> —(asind) Mg =0
—
IzG M(RZJra2 cos® 0—-2Ra 0059)

1., ~Ma® ~MR*+M 2Racos 0

= (—IZG — Ma* — MR* + M2Ra cosH)é—M(R—acos 0)ii — MRasin 00° —(asin6) Mg =0
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Question 4 : (3 points)

Le moteur électrique a une masse totale M et est
supporté par deux appuis en 4 et B attachés au disque en
rotation. (a et b exprimés en m)

La partie tournante du moteur (autour de 1’axe AB) a une
masse m (en kg) et un rayon de giration de r, (exprimé
en m). Ce moteur tourne avec une vitesse de 1875 tours
par minute dans le sens précisé sur le dessin. Le disque
sur lequel le moteur est fixé tourne avec une vitesse
constante de 48 tours par minute dans la direction
montrée.

G
¥ ..W

Déterminer la composante verticale des forces de réaction sur les appuis A et B.

_ = M o
@ et Q constant : de =0=m,;+C,
avee C :||F£_2ch)|| : Q:1875.2.712375.” o= 4827 247
L. ¢ 60 6 60 15
C, =m.rg2.375ﬂ.—24ﬂ =m.r.100.7°
6 g
=>O=aRA—aRB+mrnga)

2. {2—1: =0=R,+R, - Mg

=>a(Mg—R,)—aR, +mr;Qa)=0

2 2 2
%Jr mr, Qw =%+ mr, S0

R, =
- 2 2a 2 a
R Mg mr, Qo Mg m.r, 2.50.77
) 2a 2 a
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Question 5 : Systemes de 2 barres (5 points)

Le systéme comporte deux barres AB et BC homogénes identiques de masse m et longueur L. La barre BC est
reliée par un cable sans masse a une poulie centrée en D (sans inertie) et un disque homogeéne de masse m et
de rayon r. Les barres sont articulées en 4 et B grace a des liaisons rotoides parfaites. &, représente I'angle que
fait la direction verticale avec la barre AB. 6, est I’angle entre les barres AB et BC. Pour définir la longueur du
cable, on utilise le paramétre u.

Cm

Déterminer I'(les) équation(s) du mouvement (en fonction des paramétres de 1’énoncé) par la méthode de
votre choix.

Degré de liberté:6,,6,
using = Lcos6, + Leos(6, +6,)

Coordonnée de Lagrange : 6,,6,,u,¢ liées par les conditions
. ucosgp=2L—Lsin91—Lsin(01+02)

ousin @ +ucos pdp + Lsin 6,00, + Lsin(591 + 00, ) =0

=>2 contraintes :
oucos @ —usin pdp + L cos 6,60, + Lcos(5€1 + 00, ) =0

VG, =161 ; Vg, =Vp + 0% BG, :LélTyl +§(91 +92)Tyz avec {_x

17y _ . — —
1, =—sind, 1 +cosb,1,

Tz =cos6’2T)CI +sin6’2Ty1 TXI =cos@, 1, +sin6, 1
Tyl =—sin@, 1. +cosé
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T:%“’”—féﬁ ’;1%2(91+92) cos 0,2 (6,+6,)6,
2 2
T:%S”;L 2 ”2”;)(92+29).9 +2COSHL2(€ +0,)6,

L L L L
V= —ngcosﬁ1 —mg(LcosH1 +ECOS(‘91 +06, )j =V = —mg37cos6’l —mggcos(é’1 +6,)

Qi* : % = 2LI( _UI, =>0r= Filé‘% = _£5u = Qu*é‘u
r

d|or _ o, , 9%

dt [aa j 26, ~0u 00, th 00,

Ll ) +ﬂL—20 + 2 000,120, + - cos 0,1 (6] + 6, ) - sin@sz(él+92)92+mg3—Lsin01
23 2 2 2 2

ergésin(é’1 +6,)=0+4 (LsinH1 +Lsin(6, +92))+12(Lcos01 + Lcos(6, +¢92))

d(or od ., 04,
—_ n —_— = _+ —_
dt[@HZJ 00, O’ Z“ae ﬂ?aez

2

= +%%(é2+2é1) ’; 3 49 + 2 cos6,1%6, - : sin¢92L2€'16'2+%sin02L2(6'?1 +92)91+mg§sin(91+92)
=0+ 4 (Lsin(6,+6,))+ 4, (Lcos(6, +6,))

%[Z—Zj—a—Z—Q /116¢1+/12 ¢20 >0——%+ﬂq(sm¢) 2, (cosp)

0=4 (+ucosp)+ A, (-using)

using =Lcos6, + Lcos(6, +6,)

{ucosgozZL—Lsin@l—Lsin(é’1 +6,)

A =£sing0=£(Lcos«91 + Lcos(6, +¢92))
- r ru
2, =£cos¢)=£(2L—Lsin¢9l ~Lsin(6, +6,))

r ru
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u® =(Lcos6, + Leos(6, + 06, ))2 +(2L - Lsin6, - Lsin(6), +92))2
=> 2uSu=2(Lcos6, + Lcos(6 +6, ))(~Lsin 6,66, — Lsin(6, +6, )(56, + 56, ))
+2(2L~ Lsin®, — Lsin(6, + 6, ))(~Lcos 6,60, — Lcos (6, + 6, ) (36, + 56, ))
(Lcos@, + Leos(6, +6,))(~Lsin 6,66, — Lsin(6, +6,) (56, + 56, )
{ +(2L - Lsin 6, — Lsin (6, +6,))(~Lcos 6,66, — Leos (6, +6, )(56, + 56, ))
(Lcosé?1 + Lcos(6, +6, ))2 +(2L—Lsint91 —Lsin(6, + 6, ))2

= Oou =

dt\ 06, ) 06,

2 2
SmL 6, + %%26’ +— 5 cos6’ 6, +— 5 cos6’2L2 (6’1 +¢§52)—%sin6’2L2 (91 +92)92 +mg%sin01 +mg§sin(6’1 +6’2)

_C(Lcose +Lcos 9+6’ [( /Sﬂ‘l/ﬁ/ M) (2L—M—W)J

r (Lcos@, + Leos(6, +6, )) +(2L - Lsin6, - Lsin(6), +92))2
C -2r (cosé’1 +cos(9l + 6, )) _C (cos6’1 +cos(6’1 + 06, ))
r (6L2 —417 (siné’1 +sin(6’1 +6?2))+2L2 cos&z) o (3—2(sin6’1 +sin(6’1 +6’2))+00592)

or\ or
{%J 26, =

2
% (6, +26,)+ ??HZ+%COSHZL292—%sinﬁszelé’z+%sin6’2L2(01+92)91+mg§sin(91+t92)

. i[afj T o

a
di

L
3

C Lsin(6’l +¢92)Lcos6?1 +(2L—Lsin6’1)Lcos(6’l+6’2)

_7(Lc0s91 + Lcos(6, +6’2))2 +(2L —Lsin®, — Lsin(6, +6’2))2

C (sin(6, +6,)cosf, +(2-sin6, )cos(6,+6,)) ¢ (2cos(6, +6,) +sin6,)

r (6—4(sin91+sin(6?l +6’2))+20056’2) r (6—4(sin6’1 +sin(¢91 +6’2))+20056?2)

Ou avec 3 coordonnées :
OC=L1 +LI,
=>50C = L8O, 1, + L(56, + 50,) 1, = LG, 1, + L(56, + 50, )(~sin6, 1, +cos, 1, )
=>50C =—L(86, + 56, )sin 0, (cos 6, 1, +sin 6,1, ) + (L (56, + 56, )cos 6, + L6, )(~sin 6, 1, +cos 6 1, )
=> 50C = (=L (56, + 86, )sin 6, cos 6, — (L (56, + 96, )cos 6, + L6, )sin &) )1,
+((L (56, + 6, )cos, + L6 )cos 6, — L (56, + 56, )sin 6, sin 4, )1,

=F£.5%=%(—sin(/)i +c0s¢Ty)

c[ ~sing(~L (56, + 56, )sin 6, cos 6, — (L (56, + 56, )cos 0, + L5, )sin 6

or=—
7 | +cosp((L (56, + 56, )cos b, + LG, )cos b, — L(56, + 56, )sin 6, sin 6 )
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