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Répondre sur le questionnaire et ne dégrafer que les brouillons

iR F
dt
SN =g+, avee My =My +ABXR ou Ma=mAGx¥, + 1,
t
d mvi o — 1 _= _
dt ZF v, avec T = +va.<a)xAG)+§a).IA.a)
d oT 0T _ oo,
L=T-V et ————-—— z/l —’ avec Q; = ZF,, T
dt 64, oq, q; q;

Question 1 : (3 points)

Enoncer et démontrer la formule de Steiner.

E(ax;ay;az)=> x; = X; +a; avec X; les coordonnées du point P dans le systéme d'axe centré en G
1gﬁ:j X; X; Opp =X, x/; dm J‘ X+a J(X;+a;) 6,5 —(X, +a )(Xﬂ+aﬂ))dm—
18 = [ (XiXGup + 00,8,5 +2X,0,8,5 = Xo X g = Xyt = X gt =,z ) dm

1% :I (XiXiﬁaﬁ—XaXﬁ)dm+J- (aiaiéaﬂ—aaaﬁ)dm+2j. Xiaiéaﬁdm—j Xaaﬂdm—f X pa,dm

12 :[gﬂ+m(a25aﬁ—aaaﬂ)+2ai5aﬂj Xidm—aﬁj Xadm—aaj X pdm => 12 :Igﬁ+m(a25aﬁ—aaaﬂ)

—_— e —
mGG; mGGgy mGGp
j OPdm

Par définition du centre de masse OG = *——— => mOG; = '[ OPdm =>mX; = j x;dm=>0= J- X.dm

m
Dans les axes aux centre de masse, les coordonnées de ce centre de masse valent (0,0,0)
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Question 2 : Planimétre a2 Hachette de Prytz (3 points)

Considérons un solide plan de masse m, modélisé par une barre rectiligne 4B, pouvant se déplacer dans son plan
horizontal x, y de manieére telle que la vitesse en A soit constamment parallele au vecteur 4B.

a A

L-a G

En considérant que k est le rayon de giration du solide par rapport a son axe central perpendiculaire au plan xy,
déterminer les équations de mouvement de ce solide.

Le solide est représenté par ces 3 coordonnées (x,y, 6)

_ — %—asinf9 = ALcos O . — - -
vy=AAB => . => Contrainte non holonome : |xsin@—ycos@—af =0
y+acos60 = ALsin @

Résolution par Lagrange : —a—L—a—L =0, *+ Z/I i
dt o q; aql Jj=1 a%
o R,LAB et 50A4//AB=>5r=0
Réactions : _ =0 =0 (V = O)
mg L 600G =>or=0
IR
dt og, 0q; “= 7 0q,
T ——(x2 +yz)+lml€26’2
Contrainte : 6xsinf —Jdycosd—aod =0
X = Asin@

mx mxcos@+mysind =0
my =—-Acos@ 5

=>4 équations, 4 inconnues V25— 2 => 3 équations de mouvement < mk~6sin 6 + mia =0
mk“0 =—Aa

.. ) . xsin@—ycos@—ab =0
xsind—ycos@—al =0
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Question 3 : Canon (4 points)

Un canon lié rigidement a un wagon au repos sur une voie ferrée tire un obus de masse m a la vitesse v dans la direction
indiquée sur les schémas. La masse totale (wagon + canon sans obus) est M.

Sachant que la force de frottement entre la voie et le wagon est constante et vaut R, déterminer le recul X du wagon.

Identification des différents états du systéme :
t; = avant le lancement de I’obus (x; =0;x=0);
t, = Au moment du lancement ( x, = vitesse initiale du chariot ; x=0) ;
t; = le chariot recul suite a la vitesse acquise lors du lancement de I’obus. (x; x) ;
t,= Le chariot est a I’arrét apres unrecul X (x, =0;x =X );
Aprés le départ de 1’obus : Systéme {canon + wagon} = 1 solide entre le temps 2 et 4.
Rem : I’axe des x est dirigé vers la gauche.

d . 0 dit X M .

SR= YF_ = Mi=-Fy, = L; M= J'O ~Fpy s => iy = Fyy X
Avant le départ de I’obus Systéme {canon + wagon + obus} Il n’y a pas de forces extérieures suivant ’axe x. => il y a
conservation de la résultante cinétique suivant I’axe x.

d . , . . m
ERX =0 jusquent, 1R, =R, =>R,, =0etR,, =Mx,+mvcostd=>x, :—ﬁvcosé’
ent=0: y= M ., m*v?cos’0

2MF/}’ot

X
2F frot
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Question 4 : (6 points)

Une tige pesante de longueur L et de masse m,
infiniment mince, peut glisser sur les axes OZ et O.X.
OJX; reste constamment dans le plan horizontal OXY
et peut tourner autour de OZ. L’extrémité A de la tige
est reliée au point O par un ressort linéaire de rigidité
k et de longueur libre L,. Ce ressort est enroulé autour
de OX;. On néglige tout frottement.

Déterminer la vitesse angulaire de la barre AB.

5tige =¢JlZ _elyl et ERI/RO :(blz

Déterminer I’accélération angulaire de la barre 4B.

Wyge =PL =01, et @ o =PL

Etige = (2512] _Hlyl +0¢)]x1

Déterminer I’accélération du centre de masse de la barre AB.

-~ = .= = — T — L. - L —
04=xl, =>v, =x1, +xpl, =Lcosdf1, +Lsinbpl, et AG:—551n01X1+500s¢912

- - — == (. L )+ L.\ L. .~ L -~ L. - L . .=
Vg =V +wxAG :[x—zcosﬁej L +(x¢—551n0(p) 1, —Esmgﬁg :Ecost%’lxl +55m9¢1y1 —EstHL
dv, . )= » R . 0=
=> EG:E:(—£sin002+£cosﬁé’j L +(£cosﬁ(p9+£sm€¢) L, + —£cos¢9492—£51n60j L
dt 2 2 b2 2 n 2 2

L s~ L . o=
+Ecosﬁﬁ(plyl —Esmé?q)z I

gy 1Ry Ve

ag = (—%sin 06* +§cos€é—§sin 49(2)2JTX1 +(L cos 6’gb¢9'+§sin Hgb]Tyl +(—§cos 06° —%sin GéjTZ
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a; =a, +EXE+5X(5XE):

(—Lsin 06* +LcosH¢§—Lsin6’(p2)Tx1 +(W+Lsin 09 + L cos 9‘%)Tyl

L 5T L. .. L V- L.
_Ecosﬁﬂlxl +[—Esm6’§0—;—/co(90/¢)J 1, —Esml%’lz]
(%sm 00% + Esm@go jlxl +[—Mjfyl —%cos Hészl

=>a; = [-%sin 06° +§cos«9§—§sin a(pz)Txl +[Lcosﬁ(p6’+§sin H(ﬁ)Tyl +(—§cos€92 —%sin HéJ_L

Déterminer les équations de mouvement.

a_)tige :¢IZ _elyl et ER]/RO :¢lz
x=Lsin@ => x = Lcos 60

a:xil =V, :)'chl +xngyl =L00569TX| +Lsin9¢')Tyl et AGz—%sinHTxl +§cos€Tz

Vg =V +@x AG :K)&—écoseéjiq +(x¢—§sine¢j@| —ésineal zgcoseéiq +§sin0¢Tyl —ésmaéTZ
2 2 2
m . L - . L . . L. 242 1 5 )
T=—||x——=coslf | +| xp——sinbp | +—sinf°0° |+—(1, 0" +1 sin” )@
2 {( 2 j ( ? 2 (oj 4 } 2( 72 5 )

2 2 2 2
T(H,(p,x):%(fcz—Lcos6’9)'c+x2¢')2—Lsin@x(bz-ir%sinz 9¢2+%92] ;("E 6 + %(p sin e]

2
7(6,9) :%%(9'2 +sin’ 097 ) +

1 ml?

2 12

(62+s1n o )

(92 +sin? 6’(2)2) => T(Q,(p) = %T

2

L k 2 L k L L k . 2
V=—mgcos@+—(x— =—mgcos@+—| x—— | =V (0,0)=—mgcos@+—(Lsinf—

Lngeos 0+ (g = E g 2(x 2} (0.0)= = mgeoso %)

2
=>|L(6,¢) = %%(92 +sin? O¢* )—%mgcos«?—g(LsinH—xo)2

also) (52 2

2 2
%9—%2sm6’0059¢ —%mgsm9+k(Lsm9 xO)Lcos9 0

2
=> £(0—51n29¢ )—Amg51n6’+k(Lsm9 xO)Lcosé? 0

mL2 <2 e . 5 .
s1n ¢ + 2 sin 6 cos 66 0= sin“ O +sin2600p ) =0
- 6(/) gg = 0%+ 4 Vﬂ i )= 3 = (sin” 05 %)
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Déterminer le moment cinétique de la barre au point A ainsi que sa dérivée.

z

0 0 0 |[-@cosd 5 5
— 7 : = L mL” — mL . . - T
Mgs=I10=|01, 0 -0 |=-1,01, +I ¢sin01, :—791%+F(osm0(cosé’lxl+smﬁgl)
0 () I, @sin 6
— mI*( . sin20~
=M, = 01 O
avee >Mg = ( — L - +sin’ golzj

— = [ mL mL’ mL?
AGxR—{ Z (cos9s1n6’)(p1 +T(COS 0 —sin 0)91 2 (sm Hgo) ]

ml? ( sin26 .

—_— 1 +cos2€«91 —sin’ @
2 5 —— ol colzj

— ml? ml? ml? | — ml* ., .~
MAz—Tcosﬁsm@wl +[ 2 (cos 6 —sin? 9)—? Qlyl—Tsm Opl,

—  ml? . = = . .=
M, S —sin20p1, +| 3 cos20 —1 |01, —2sin’ Gl
12 1 \—ﬂgzl ol 1

2cos” -

6cos’ 0—4

2
mL (g)sngl —91 +sin’ 9(01 j

avece

o 2
mAG 7, :mZL ( 51n2249

gol +cos’ 496’1 —sin ¢9¢71j

A:6

— 2 -—_ —_—
M mL( sm29¢1 +(3cos 60— 2)6?lyl—sin249¢)lzlj

sin 26

- 4 2 2 :

— mI? ( 2 J mL 2 .. mL .. sin26 ..\ ml*

I - p = % (3cos 6’—2)6’(0:7 —cos2600p — 3 1] _T<3COS 60— 2)49

zd( 3cos® 02 9) 2 2 ) . 2
mL ( ) - nlzg sin26?(p2 =%((3sin26’)6’+(3cos2 6’—2)6’)—%sin26’¢)2

6 dt

2o
I d(—sm Hgo) mi2 . ,
1 : = —sin28p —sin” 6
76 dt 6 ( ? 60)
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Déterminer I’ensemble des équations scalaires permettant de trouver les réactions en 4 et B. (Ne pas résoudre le systéme
d’équation)

R;(0.Y,.Z,).Ry(Xy.Y5.0),R; (0,0,mg), F (~k(Lsin6-x,),0,0)

R=mv; = m[£cos€6‘ij +m[£sin9¢}] —mésinﬁéi
2 ! 2 n 2

L. .o L . L. . .
m(—zsmﬁﬁz+Ecost90—5s1n9¢)2j:—k(L51n0—x0) (1)

s Lo
m(Lcos9¢)0+5sm9(p):+ (2)

L o L.
m[—zcoseﬁz —Esmt%j:—mg (3)

—_— 2 —_— -—_ p—
oM, :%(—sin29¢lxl +(3c0820-1)01, ~2sin’ 651, )

_ L. - - - .
o in, 4 :—ngsm@ly1 —LcosOYg 1, +XgLcos@l, —YzLsinfl,

voxv, = em L 2 00¢1. Ly 0cos 06”1
ovava—+m751n (ox]—m751n cos L,

ml? . sin26 .\ mL* ) - .
1XIZT(—008290§0— 3 q)j—T(%os 9—2)0¢=—Lcos6’+m75m ) (4)

2 2 2
-1, :%((3sin26’)9+(3cosz 9—2)9)—%91129(;;2 L

2
L :%(—sin 20¢ —sin’ 9(}5) = — sind (6)

. L. :
= —mg3s1n€+ cos@— m7s1nﬁcos 06° (5)
Les équations 4 et 5 sont redondantes => a utiliser pour vérifier les équations de mouvement

dMg  _
dt = me,G

2

mlL .. sin20 .. ml* .| L L
cos2606p + +——60p |=—cos8@Y, ——cos Y,
2[ TR (pJ 2 ) B

ml? (. sin20 ., L . L L .

—| -0+ =——sinfZ, +—cos@X, ——cosOk(Lsinb —x,
12( 2 q’j QAT 575 ( 0)
2

m . D e . A _£. _£.
F(sm 69 +sin 2496?@) =3 sinfY, 5 sin @Yy

. 2
(4)sin6—(6)cosd = (7) : (cos 2000 + sm229 ¢+%H¢Jsin9 - (sin2 06 +sin 299¢)cos 0

ml* (. sin20 ., L. L L. . L S A
1)cos@—(5)=(8):——| -0+ =——sinb|Z | +—cos@| m| ——sin 80" + —cos 86 ——sin O
M ®)=® 12( 2(pj 2 2 ((2 2 2 ?
=@8)-3)=9)
2 .
:ﬂ(_9+w¢z :——sinﬁm(—£0054%’2 —£sin09+gj+£cos¢9 m(—ﬁsinﬁﬁz+£cos€0—£sin€¢)2
12 2 2 2 2 2 2 2 2
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Question 5 : Cycliste en cote (4 points)

Un cycliste grimpe une pente d'angle 6. L'ensemble constitué par le cadre du vélo et le cycliste est considéré comme un

solide indéformable S, de masse M et de centre de gravité G. La roue arriére a une masse M, un rayon R’, et son centre de

gravité est en D sur 'axe de rotation de la roue arriere par rapport au cadre; idem pour la roue avant (M, R’) autour de £

(seule la contribution de la masse circonférencielle des roues est prise en compte pour leurs propriétés d'inertie).

Le plateau du pédalier S” sur lequel le cycliste exerce un couple C a un rayon R"; ce plateau tourne par rapport au cadre

autour du point O (la masse du plateau est considérée comme négligeable). La roue arriére est entrainée par l'intermédiaire

d'une chaine (supposée inextensible et sans poids) reliant le plateau du pédalier S” avec le pignon de la roue arriere, de

centre D et de rayon R (ce pignon de masse négligeable est solidaire de la roue arriére).

Autres données (pas toutes nécessairement utiles...) :

- Ladistance entre les points 4 et B de contact des roues vaut 3R’. Le point G, centre de gravité de S se trouve a une
hauteur du sol égale a H, AG’ étant égal a R’ (G ’est la projection de G sur le sol);

- Toutes les liaisons sont sans perte.

Déterminer la (ou les ) équation(s) différentielle(s) du mouvement.
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coordonnées généralisées : x

S(M) pour le cycliste

S '(M",R',G,", ") pour la roue arriere
S,'(M",R',G,",w,") pour la roue avant

S"(0,R",w") pour le pédalier

Par Lagrange :
-2 .2 2
Mx M'x” 1 M'x" 1
T = +0+ +=M'R* " + +—M'R? w, "
2 2 2 g
cycliste roue arriere roue avant

v =Mg(xsin6’+Hcos6’)+M'g((x—R’)sin49+R'cos9)+M’g((x+2R')sin9+R'cos¢9)
=V =(M +2M ") gxsin 0 + const

Contrainte de roulement sans glissement :

_ _ ., = X _ _ = X ox
VI] =le+a)1'><G1]1 =>a)1'=F et v12 :vG2+a)2'xG2[2 =>a)2'=F=>5O!'=F

Rapport de rayon : R"w" = Rw'=> R"o6a" = Roa'

Travail du couple:&:C&x":Ci&a':C—R ox
R" R"R'
L:%(M+4M')5c2—(M+2M')gxsin6’
d (oL oL R
=—|—|-|—|=0,: (M+4M")Xx+(M +2M"')gsinf =C——
dz[axj (ij 0.+ |( Ji+( g R"R'
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BROUILLONS

-10/11 -



NOM, PRENOM @ ..ot NUMERO®: .....cccoceevennenes

BROUILLONS
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