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Répondre sur le questionnaire et ne dégrafer que les brouillons

Cinématique : Inertie :
V, =V, + DX BA 1=\ (x’xié'aﬁ—x“xﬁ)dm
- - systéme
a, =1, +ExBA+@x(@DxBA) I = Pt T
i
Cinétique : 2P
— _ 1820 =
R=my, I -1,
Mao=Mp+ABXR et M, =; D+mAG X7, Igﬁzlgﬁ+m(a25“ﬂ—a”’aﬁ)
2
_ — 1 _=
T=—2+my,. (a)XAG) E l,.
d - d— — — d = _
ER E, EMA_vava+m ; ETZZFh‘vh
~ d oT _dT 3%
L=T-V et Ea—a—ql Z/l —l avece Q th
_ _ _ dMg, _ -
C, =I'Qxwo = dt, =m,;+C,

Question 1 : Le tenseur d’inertie (3 points)

Que représente la formule ci-apres 1826 = ? Dans quelles condition(s) est-elle applicable ? Décrivez la

y X
méthode utilisée pour trouver cette formule (sans faire la démonstration) ?

C’est la formule permettant de déterminer I’angle €duquel il faut faire pivoter le systeéme d’axe Oxyz pour
obtenir les axes principaux.

Cet angle caractérise la rotation autour de I’axe z dans le sens positif, et est donc valable pour un solide dans le
plan Oxy. (z=0 pour tous les points du solide => P, et P,, comme Py et Py, sont nuls)

Pour retrouver cette formule, on fait une rotation autour de I’axe z d’un angle . On écrit la matrice de
changement d’axe [ ;] entre les nouveaux axes (OXYZ) en fonction des anciens axes (Oxyz). A I’aide de la
formule de changement de base, on calcule les moments d’inertie Iy, Iy ainsi que le produit d’inertie Pyy en
fonction de I,, I, et P,, dans les anciens axes. Les axes principaux sont les axes dans lesquels les produits
d’inerties sont tous nuls => Pour trouver le @ correspondant aux axes principaux, il faut annuler Pyy. :

I -1

y X

P, =0=>1g20=
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Question 2 : (4 points)

Dans le plan vertical, une plaque carrée de masse M et de c6té H peut glisser sans frottement horizontalement.
La barre homogene AB, de masse m et de longueur L peut tourner sans perte autour de la liaison rotoide en A.
Le ressort horizontal CD relie le point C du bati au point D du solide, a une hauteur /4 (=GD). La rigidité de ce
ressort vaut k et sa longueur au repos vaut OA.

En prenant l'angle 0 pour parametre de configuration du systeme :

1. Déterminer I’énergie cinétique et 1’énergie potentielle de la barre en fonction des degrés de liberté du
systeme.

HU=AE,0A=L,; x=DC=>L,—x—H =Acos@ et = .H =x=L,-H 1+L
sin @ tgl
2
T= l£92 +{1M5c2} avec x=—flcos@+ psin66 = H 1+L 0
2 3 2 136

2

L . k 2 L . k- 1
V=—mgsin@+—(x— =—mgsin@+—H"|1+—
2 8 2( lO) 2 8 2 ( tgﬁj

2. En fonction des coordonnées utilisées a la question 1, déterminer la ou les équations de mouvement du
systeme
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1 coordonnée 6 :

2 2 2
r=| 1 g Ly 1L | @2 | et v=Lmgsing+ K m2[ 14
23 2 1226 2 2 190

) 2
L= l£92 + lMstin46?92 —£mgsint9—£H2 1+L
2 3 2 2 2 190
_ d dL B_L
dto6 00
) 2
ML G MH? 1+L2 6 —4MH? COtffee lMHZQZ(—4C°t§9j—£mgcosa+km(1+L) 12 =0
3 tg-60 sin” @ 2 sin“" @) 2 1g6 )sin” @
2 2
=> £+ MI;I 6 —-2MH* COtfeﬁ +£mgcos€—kLZ[I+L]:0
3 sin" @ sin” @ 2 sin” @ g6
2 coordonnée @ et x :
ITml | [1. 5 L .k 2
T= 0 M. et V=—mgsin@+—(x—
{2 3 } {2 x} 28 2(x ho)
avec une contrainte : dx————356 = 0 et un multiplicateur de Lagrange 4, =>ﬂl(5x— > 5¢9=Oj
sin” @ sin” @

2
:>L:Bm§ ezH;sz}_gmgsmg_g(x_lo)z

doL L <, 00, mI®. [ L H
T N Wiic AL N B 6|=-
; [ 2mgcos } A

dr 96 06 7960 3 sin® @

_Jaor o &, 09 Tk ~
RS S

dt ox ox 7 ox
X— Z 6=0
sin” @
2 2 2
| P M G o 28 g2y Ly cos 0 M (1+Lj=o
3 sin" @ sin” @ 2 sin” @ 1g0
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3 coordonnée €, x et u :

1

2
T =B%92}{EM;‘C2} et V =§mg sint9+§(x—lo)2

avec deux contraintes : 4, (6x+ Jucos@— usin 650 =0) et A, (Iusin €+ pcos 866 =0)

PEYREYRD: —_—: —0—[—§mgcos€}=—/11,usint9+/12,uc050

doL oL <&, 99, mI* .
2,1.
J

~" 96 3

ia_L_a_L_Zp:,a.% : MX—[—%Z(X—LO)} =4
=1

droi ox S ox
P36,

= ia_L'_a_L=z/l.ﬁ : 0=4 cos0+4,sin0
drof ou 4=’ ou

X+ f1cos@— p1sin 6 =0
fsin @ + 11cos 60 =0

2 2 2
=> £+ MI;I é—ZMHzﬂéz +£mgc080— kh; (1+Lj=0
3 sin"@ sin” @ 2 sin” @ 180

Question 3 : Le disque dans un anneau (5 points)

Le probleme est plan (2-D). Le systeme, soumis a I’effet de la gravité, est composé de :

- Un anneau de masse M, de rayon R et de centre A, qui roule sans glisser sur un sol plat.

- Un disque de rayon a, de centre B, et de masse homogene m.

- Une barre AB, de masse négligeable, articulée en A et autour de laquelle le disque peut tourner librement

En cours de mouvement, ce disque roule sans glisser sur la piste de forme circulaire formée par I’intérieur de
I’anneau.
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1. Déterminer la ou les équations de mouvement en utilisant les multiplicateurs de Lagrange.
Pour ce faire, procéder aux différentes étapes :

a) Déterminer le(s) degré(s) de liberté du systeme ainsi que les coordonnées généralisées.

2 degré de liberté {6}, 3 coordonnées {c, 5,6} avec @ypyee 51 = AL By 52 = PL3 Byp =01,
¢ Condition de roulement sans glissement en / point de contact entre S; et le sol

{ Viesol =Vies, => 0=V, + @ X Al = i1, - R&I, => i = Rdx

ou

2 degré de liberté { .8}, 4 coordonnées {x,., .6} avec @,y 51 = CL5 Byyye 57 = PL3 By =61,

(&

b) Déterminer la/les contraintes éventuelles

Condition de roulement sans glissement en D point de contact entre S; et S,
B B Vpes, =V +@ XAD = i1+ Ra1,

Vpes, =Vpes, =\ _ L — - L
Vpes, = Vg +@XBD =il +(R-a)0l, +apl,
=>4 ((R-a) 80 +adf— RS =0)

ou

Condition de roulement sans glissement en D point de contact entre S; et S,
Vpes, =Vy+@ XAD = i1, +Ra1,

Vpes, =Vg + @ XBD = i1, +(R-a)01,_+afl,

= 4 ((R-a) 86 +adf—Réax=0)

Condition de roulement sans glissement en / point de contact entre S; et le sol

Viesol = Vies, => 0=V, + & X Al = i1, —Rd1, => A, (5x— Rda =0)

Vpes, =Vpes, =>

¢) Déterminer I’énergie cinétique du systeme

2 .

2
T :[MRzaz]Jer(Rzaz +(R-a)’ 6> —2Rd(R—a)ésin6)+%%ﬁ2}

avec vg, =Vy =V, +@yp XAD =>vy = i1 +(R-a)61, =xl, +(R—a)9(—sint9Tx +cos6ﬁy)
0)9)

2
T=[1Mx2+lMR2d2}+ lm(jc2+(1e—a)292—25c(R—a)9'simsr)+lm“ B
2 2 2 2 2

d) Déterminer I’énergie potentielle du systeme
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V=mg(R-(R-a)sin@)=-mg(R-a)sind+C <

e) Déterminer la/les équation(s) de mouvement en fonction du/des degré(s) de liberté déterminé(s) a la
question 1.

2
L= [MRZQZ]{%m(RZaZ +(R-a)’ 6 ~2R@(R-a)fsin6)+—"= '2}+mg(R—a)sin9

%aa_z_gz "{1 : (2M +m)R*é&—mR (R —a)sin 86 —mR (R —a)cos 0% =—A R

d oL OJL _ 3¢1 ‘ ma’ e ma,

dt 9f aﬂ_ﬂ“aﬂ P B=ha=>A =28

dr 36 89
m(R—a)2é—mR(R—a)Sinﬁd—mR(R—a)cos99d+de(R—a)écos9—mg(R—a)cosé?:/7,1(R—a)

+ contrainte : (R—a)@+afi—Ra=0

ou
[ I N B 200 .. » 1 ma® :
L= EMX +EMR a” |+ Em(x +(R-a)" 6 —2x(R—a)t9s1nt9)+ET,B +mg(R—a)sin@

doL_OL_, % , 22 (M +m)5—m(R—a)sin66 - m(R - a)cos 06° = A,

dr 9% Ox ox

d L oL a¢1 a¢2 . ) . ma
- = :MR“&=-AR-A4R= =-MRO—- A, =—-MR& ——
790 32 a9 G=-hR-HR=>1, -4 a-—=-5

dJdL JdL _ 8¢1 a¢2 ) ma’®
di 98 aﬂ_ﬂlaﬁ ﬂzaﬂ '
T71d oL oL _, 9¢ 8¢2 .
dr 90 ae_/%ae 22 '

m(R-a)’ é—mR(R—a)sm 6 —mR (R —a)cos 80c +mRc(R—a)@cos@—mg (R—a)cos@= 4 (R-a)

= A ="

+ contraintes :
(R—a)9+a,[3—Rd'=0

X—Ra=0
, ~(R-a)6 , R&—(R-a)é
en fonction des coordonnées & et 6 [ﬁ= ¢=(R=a) ; b= G¢=(R-a) J
a a
— 3m 1 2
== [2M+—JRa—m(R—a)[E+sm9j9 m(R—a)cos 66
3—m(R—a)2€—m(R—a)R(E+sm0j (R—a)cos8=0
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2 degré de liberté {.6}, 3 coordonnées { &, 5,6} avec @ypypyp 1 = AL Byge 52 = BL: Byp =061

T =BM5¢2 +%MR20'52}+{%m(5c2 +(R-a)* 6 —ZX(R—a)ésin9)+%m§2 ﬁz}
V =mg(R-(R-a)sin@)=-mg(R-a)sin0+C
® Vg, =Vy =V, +@,, XAD =>vy =1, +(R-a) 01, =il +(R—a)6(-sinO1, +cosbl,)
avec ¢® Condition de roulement sans glissement en / point de contact entre S; et le sol

Viesol = Vjes, => 0=V, +@ XAl = &1, - Ril, => i~ R =0
. 1 . 2, . - 1 ma® .

_ _ 2.2 1 2.2 _ 2 _ - 2 _
= L=[ MR ]{zm([za +(R-a)* 6 —2Ra(R a)051n0)+2 iy }mg(R a)sin 6

Condition de roulement sans glissement en D point de contact entre S; et S,
Vpes, =Va +@XAD = i1, +Ra1,
Vpes, =Vg + @ XBD = i1, +(R-a)01,_+af1,
=>4 ((R-a) 86 +adf— RS =0)

avec une contrainte : Vpe s, =Vpe s, => {

d oL oL d
_____ﬂlﬂ

33 3013 : (2M +m)R*¢&—mR (R —a)sin 06 —mR (R —a)cos 66° = 4R
a a a

doL oL _,0¢ ma® , , _ma ;

wap ap Map 2 PrAemAETA
=> ia_L_a_L=/'lla_¢1

dt 00 d0 200

m(R—a)’ 6—mR(R—-a)sin 8 —mR (R —a)cos 06d +mRct(R—a) 6 cos 6 —mg (R—a)cos 6 = 4 (R—a)

+ contrainte : (R—a)@+af—Ra=0

(2M +m) R*&—mR (R —a)sin 66 — mR (R —a) cos 66° :—%Rﬁ

=> m(R—a)2é—mR(R—a)sin&(')Z—mg(R—a)cosé?:%(R—a)ﬂ
. Ré&—aff . Ra—ap
0= ; =

(R—a) (R—a)

=> C'est compliqué de remplacer &

B

a—(R-a)é ..:R(')Z—(R—a)éj

. R
en fonction des coordonnées & et 6 ( p=

(ZM +37ijd—m(R—a)(%+sin9jé—m(R—a)cos&éz =0

37m(R—a)2 é—m(R—a)R(%+sin9jd’—mg(R—a)cost9:0

-7/14 -



«NUMERO» - «Nom» «Prenom»

2 degré de liberté {, 0}, 4 coordonnées {x,a, B,6} avec @, 51 = d’Tz; Opisque 52 = ,B ; Dy = GTZ

2
T:[lMx2+lMR2d2}+ lm()'c2+(R—a)292—25c(R—a)95int9)+lma B
2 2 2 2 2
V =mg(R-(R-a)sin@)=-mg(R-a)sin0+C
avec Vg =Vy =V, + @, XAD =>Vy = X1 +(R—-a) 61, =il +(R—a)6(-sin o1, +cosbl,)

2
= L= BM;& +%MR2a2}+Bm(x2 +(R-a)’ 6 —ZX(R—a)ésin€)+%%Bz}+mg(R—a)sinﬁ

Condition de roulement sans glissement en D point de contact entre S; et S,
B B Vpes, =Va +@ XAD = i1, + R,
Vpes, =Vpes, =\ _ = = . -
Vpes, =Vg + @ XBD =il +(R-a)8l, +afl,
avec 2 contraintes : 1 =>4, ((R—a)50+adB - Réa =0)
Condition de roulement sans glissement en / point de contact entre S; et le sol

Viesol =Vies, => 0=V, +& x Al = i1, —Rd1, => A, (5x— Rda = 0)

2
= L= BM;& +%MR2a2}+Bm(x2 +(R-a)? 6* —2%(R—a)@sin 0)+%%ﬂ2}+mg(R—a)sin0

ia_L—aL_zia‘”l zz (M +m)5—m(R—a)sin 6 —m(R-a)cos66” = 4,
dt ox Ox
d oL oL 8¢2 2. . . ma
== : MR*G =-AR- AR =>4, =—MR#— A, =—MR# ———
dtadaaﬂq tho G=-AR-LR=>1, a-4 a-—-p
d L oL _ 8¢2 ., _ma
Y aﬁ_ﬂlaﬂ *hs =h="F
T>1d oL _OdL _ . d¢ a¢2
w26 90 a0 30
m(R-a)’ 9—mR(R—a)sinﬁd—mR(R—a)cos99d+de(R—a)écos9—mg(R—a)cosé?:/11(R—a)
+ contraintes :
(R—a)9+a,[3—Rd'=0
xX—Ra=0
, —(R-a)0 ., R&—(R-a)b
en fonction des coordonnées o et 6 (ﬂ = ( a)g; = a-( a)g]
a a

(ZM +37’"]Rd—m(R—a)Gmnejé—m(R—a)cos092 =0

37m(R—a)2 é—m(R—a)R(%+sin9jd’—mg(R—a)cost9:0

2. En fonction des degrés de liberté définis & la question 1, déterminer les composantes de la force de contact
exercée par I’anneau sur le disque S, au point D.
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Réaction R;, = —N sz - TTyz

Théoreme du moment cinétique sur S, en D :

d —— ma® ma m -

—Mg; =m, g =>——pf=—al =>T=-——pF=>T=—((R-a)0-Ra)| (1
g 6, =g, ) B > b 2(( ) ) ¢))
Théoreme de la résultante cinétique sur S, :

d— = _5_ .= T . - S \T
ER =F, =>R=mil +m(R-a)0l, =micosfl_ +m((R-a)6—isin6) 1,

{mjc'cosH—m)'csin 00-m((R—a)6—isin@)0=mgsin6-N (2)

—mii sin @ — mx cos 0 +m(R—a) @ +micos 08 = mg cos 0T (3)

=>mRétcos@—m(R—a)6* =mgsin@—N =>|N =-mRécos@+m(R—a)d” +mgsin6

Question 4 : Plaque (5 points)

Un solide S est constitué par :
= une plaque homogene ABOCDEA, de masse M. 1l s'agit pratiquement d'un rectangle de longueur 2H et
de largeur H auquel on aurait enlevé le quart supérieur gauche.
= deux tiges homogenes A’A’’ et D’D’’, chacune de masse m et de longueur 2L, soudées
perpendiculairement a la diagonale AD de la plaque, de telle facon que le centre de la tige A’A”’
coincide avec le sommet A de la plaque, tandis que le centre de la tige D’D’’ coincide avec le sommet
D.
Le solide S tourne a la vitesse angulaire @ constante autour de 'axe AD.

A

G = le centre de gravité de la plaque seule ;
D = la distance entre le centre de gravité et 'axe AD.

1. Déterminer le tenseur d’inertie dans les axes Oxyz du systeme S. (2 points)
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2
En considérant M =Rectangle complet (O p2 H 2y petit rectangle (U pT)=p2H 2

Iy =Ly + Liany + Liopy

_sz_p3H2
2

2
H
2 2 (j 2 2 m(2L)* m(2L) 2 2
I, =|| p2H? rH +PH [ﬁj + (21) + () = MH” | m2L
2 oo 2 4 12 12 12 3
pH? H?
2 12 pH?
2
L
L 12 i
2 2
Iy:Iy(M)+Iy(AA')+Iy(DD') avec OA=| — H2+(—j 0,0| et OD= H2+(—j ,0,0

2 12 2 2
pH® H* )
P nPH
2
ut’
L 3 _
MH?> m2I> MH? 5mH?> 5MH? 5H* 21
IZ =IX+Iy = + + + = +m +—
12 3 3 2 12 2 3
2 2 _
P, =((0) .- o+ 2E [H r0+0=ME e oG o
0p2H 2 4)) pn* 24 2 4

2

2. Déterminer le tenseur d’inertie dans les axes OXYZ du systéme S. (2 points)
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— Iy =P 0 1y =cos@1 +sin HTy 2
Io=|-Py Iy 0 | avec <_ o _ ou cos&=ﬁ et sin9=ﬁ
0 0o 1, ly =—sin&1, +cosbl,
o ) ) 2 4 4
Iy =sin” 01, +cos Hlx—2s1nt9c:0st9ny—§Iy +§IX—§ny

—>IX —g

+ — + -— = +
3 2 12 3 5 24 6 5 2 3

+
5
I = cos® o1, +sin® 01, +2sinfcos P, :il , +21x+iPx,
575 57

2{1&4}12 SmHZJ 4[MH2 m2L2J 4 MH> _ MH® 2_m(5H2+£J

5

4( MH* 5mH*)\ 2(MH?> m21*) 4 MH* MH?* 2m(_ _, 2I*
=], = + +— + +— = +—|5H"+
3 2 50 12 3 5 24 3

2. 4. 4 4 2 4
I =Ix+ly =2l w2l =Pyt ol + 2L+ P, =§1y ey

5°°5 57 575 575
6( MH?> 5mH*)\ 6(MH> m2L*| MH? 6m(5H> 2I°
=1,=— + - + = +— +—
50 3 2 50 12 3 2 5( 2 3
=sinfcosf 29 sin )P, = = 3
Py, =sinfcos (—Iy+1x)+(cos —sin )ny— g(—1y+1x)+ngy

2( ( MH? 5mH? MH? m2I? 3MH?> 3MH?> 2m(2I* 5H?
+ + + += = +——-
5 24 40 5

= Py, =—| —
s 3 2 12 3 3 2

3. Déterminer la dérivée du moment cinétique en O du systeme S. (1 point)

Iy - -\w —
O est fixe => Mo =70.(7)= Py - -1 0|= IXa)TX —PXYa)TY => dd 9 _ CT)XMO =—PXYw2TZ
t
0 - =)0

seul le produit d'inertie est nécessaire :

dMo {3MH2 2m[2L2 SHZH -
=—|- +— 'l

d 40 5|03 2
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Question 5 : Gyroscope (3 points)

On veut éviter le déraillement du train représenté ci-
contre et avangant a vitesse constante.

Déterminer la position du gyroscope qu’il faudrait
placer sur le deuxieme wagon et préciser son sens de
rotation pour empécher le déraillement du train vers
I’extérieur.

Le train tourne a vitesse constante => conservation du
moment cinétique.

dMg,
dt
o= a)TZ avec @ constant

=m,g +Cg

le couple extérieur a contrer : m, ;6 =—C, T}

Pour contrer ce couple, le couple gyroscopique doit etre
C,=C,1, =I'Qxwl,

=> Le moment cinétique du gyroscope (I'Q) doit etre
suivant l'axe — 1 => M Gayr = -IQl,

Donc on va placer une roue sur le wagon de maniere a
avoir son axe de révolution suivant I’axe x. On la ferra
tourner de maniere a avoir le vecteur de rotation
propre de la roue vers le centre des rails.
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BROUILLON
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BROUILLON
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