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Appliquées Corrigé de la séance 9

Update 11/01/2006 : Ex 5 : complément pour le déplacement virtuel
Update 19/04/2006 : Ex 1.b et Ex 4.2

REMARQUE : seul le potentiel variable est précisé. Etant donné que le potentiel va étre dérivé dans le théoréme
de Lagrange, seul les potentiels variables nous intéressent.

1.b

B 3 degrés de liberté (les coordonnées de Lagrange : x, y, 6)
G(x,y) A Dans un plan horizontal (V=0) : formule de 1’énergie cinétique appliquée & un solide
1N indéformable.
M 1= om(( @Y (ay¥) 1[0 7 X
L=T=|"v2+—al,o| =22 +2| |+=al0 . 0 e,
2 2 solide 2 dt dt 2
0 0 I.(A+I,(B)

2 . 2
=m(x2+ )‘12)+ﬂ¢92 avec I (A)=1,(A) +md2:ml— (z' passant par A).
4 ' —— 4

=0 masse
ponctuelle
d L JL .. L :
X ————= = ¥=0 => x:x0=>x=x0t+x0
dr ox Jx
-ia_L_a_L—o = y=0=> y=vy,=>y=vy.f+
y'dta)'/ dy y Y=Y Y=Yl T Yo
g:ia_lj_a_Lzo => 9:0 => é:éoz>a=é0t+ao
dt 06 980

L’énergie cinétique peut aussi se trouver par la formule ci-dessous pour un systéme de points, en exprimant
les coordonnées des deux points et en les dérivant.

4 degrés de liberté (les coordonnées de Lagrange : x, y, 6, 1)

Dans un plan horizontal : Energie cinétique appliquée a un systéeme de points. B

1 m((dx,\ (dy, Y| m((dx jz dy jz G(xy) 0
T=—)mv2=—||—2| +|=2| |+=|| =2 | +|=2| | A  p¥--—2
=g 2my 2((6&] (dt) 2\ Uar di A n e
avec A(x, — g cosb;y,; — g sin@) et B(x, + g cos@;y, + g sin @) '

n n

di Lsin@—"Lcos68) et Vg (x +Ecosn9 —Esin 60, y +Qsino9 +Qcos 60)
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2C?
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La 4°™ équation peut aussi s’obtenir avec le théoreme de la conservation de 1’énergie : T +V = E,

d(T+V)
dt

2

m C
=>—17—mn2 +k(n-1)=0
>277 mi] (mﬂzJ (77 )

= m(2%% + 2yy)+%(2f7ﬁ+ 271762+ 217268 ) + k (n—1)77 =0




1.c Sionaune tige de longueur [ seul le moment d’inertie est différent par rapport au premier cas :

. mil?
L=T=— (xG 2+ y5H)+ EE 62 => Mouvement inchangé.

1.d Dansle plan vertical, on doit rajouter le terme du potentiel dans le Lagrangien L=T-V

. ) 2 . . . . 2
L=m(x2+y2)+mTt92—2mgy avec y: y=—g => y=-gt+Yy, =>y=—gE+yOt+y0

2. 2 degrés de liberté (x, §) => 2 coordonnées de Lagrange => 2 équations de mouvement

Toutes les forces dérivent d’un potentiel => Formule avec le Lagrangien et Q;=0

Axes centrés en A : z = verticale descendante, x = horizontale dirigée de B vers C => vitesse angulaire positive
suivant y.

1 _ o= 1l_=_ 1_. .
T=T,+T, avec Ty, = EMvi + WA.(wx AG) + E(o.IA.a) = Esz car le triangle ne tourne pas.
=0 (w=0)
. L. 1 2 1 =
Pour le point matériel de masse m :T,, = —mvg + — @1
=0 (point_

matériel, TG =0)

Vp =Ty +@X AP =(i+(6cos0)1, +(fsinfL, => T, =%m(x2+£292 +2(6icos6)

V=—-mglcos@ => L=T-V =%M5c2 +%m(5c2+€292+2€95ccos0)+mgécos6
d oL JL oL d JL oL
————=0:—=0 => =0=> — = A est une intégrale premiere : Mx + m(x+{cos60)=A
dr ox ox  ox dr 0% o srep ( )=
ia—L—a—L—O 00 + ¥cos 6+ gsin@ =0 (ou directement avec T +V = E))
dt 06 06
3. Systeme a un seul degré de liberté (6)=> 1 coordonnée de Lagrange => 1 équation de mouvement
Toutes les forces dérivent d’un potentiel mais avec un couple extérieur => Formule avec le Lagrangien et Q*;
Vg = LéTg 3 Vp = LéTg =>Vp =V, =V; => Le solide 2 est en translation curviligne : @, =0
M 1_= _
T= 2( mvg > +— a)llG1 a)lj+(7sz2+Ew2.IGz.w2j
U (LY diml? o) (M, 2) 1 2120 M s
T=2—m 26| +=6 |+| =(LO) |==m=—6>+—1¢
2 \2 2 12 2 2 3 2
L L
V=—ngcose—ngcose—Mchose=—(m+M)chosH
2
L:T—v=lm2i92+£L292+(m+M)chos9
2 3 2
, N daL _oL_ . 20, >
Le travail du couple C : 7=C30=0,00 => ————=0Q, : m—60+ML*0+(m+M)gLsin@=C
dt 96 06 3
)% , d oT dT 27 o ,
ouQy=C——=C—-(m+M)gLsinf => ——-—= tm—O0+ML0=C—(m+M)gLsin@
Q=C-Tg=C(m+M)s i96 a0 "3 (m+M)g
4.1

2 degrés de liberté (r, ) => 2 coordonnées de Lagrange => 2 équations de mouvement
Toutes les forces dérivent d’un potentiel => Formule avec le Lagrangien et Q;=0

Systeme {Tige (M) + masse (m)} : Théoréme de Lagrange

T=T,+T, ou T, Z%MVO+M—0 (aJXOG)+;a)IO @=

O fixe

T, :%va+M— (a)xGG) %@.76.(7) :%mvé=%(f2+r292)

I;=0 (masse
ponctuelle, 7; =0)

2
T:ﬂ(i2+r2492)+l£492 et V:—Mg£cosl9—mgrcos€+£(r—ro)2
2 2 3 2 2



4.2

1mr

=>L=%(f2+r292)+ 92+Mg§cos0+mgrcos¢9—§(r—r0)2

d BL oL
dr oF  or
d oL oL 2

————=0: mr29.+m2ri’0'+£é+Mg£sin9+mgrsin9:0 2)
dt 06 960 3 2

Systeme {Tige (M)} : (m est au point P) Théoreme de Lagrange

T_IML
2

Z==0: mi—mré* —mgcost9+k(r—r0) 0o M

et |0y =N22 nz 2% iy mgLsing
26 26 2

N=-NT, et 0P=rT: 60P=2225,19%0 50 5/T 4,501, = 2P0 =T o 22,7,
or 00 or 00

N T N~ L o . o S~ aac aac L . T T
ouyMg =Mgl, et OG:E(cos91X+smt91y) 52} 5 5r+w5023(—31n91x+cos01y)5t9

= aaLrG:O et aaigzg( s1nt91 +cosf1. )

£t§+§sint§?

d oT dT MIL? . L
L'équation de Lagrange | ————= => 0 =—rN—-——sin6@Mg => N =—-ML
q grange |56 a6 % 3 2 8 ,

OU en utilisant directement ce qui a été calculé précédemment :

2 2
Lo LM G Lo [€OL AL
3 2 dr 96 06

é+§sin OMg=—-rN

11 est préférable d’utiliser les théorémes généraux pour trouver les réactions de liaison (voir TP 8)

5.

1 degré de liberté (6) => 1 coordonnées de Lagrange => 1 équations de mouvement
Il y a une force extérieure ne dérivant pas d’un potentiel => Formule avec le Lagrangien et Q*;.

Axes : Axyz avec x dans le sens de F et z est la verticale ascendante. @ = a)TZ

d oL dL
=0,
dt 36 96
11y a roulement sans glissementen O : v; = xl =&x0G = —ré’Tx = x=-rf
L=T-V avec V=Const et T = lmvé 13 ? =lmr2t9'2 +lézm iz2
2 2 2 2

Avec O' l'origine du repere O ' xy

0p
Qp = 991 : pour un petit déplacement 6, ona O' 0'A= x1 —Rl => 50A = Sx1, R51 =Ox1 +R5O1,

26
: — 17
Oronavuque i=-r donc Sx=-rd8 =>50'A=(R-r)d01, = a(/;A 08 => Qg=(R-r)F
le déplacement peut aussi se calculer a partir de O qui a une vitesse nulle : OA = —(R - r)T) = §0A = (R - r]
N .. . F(R-r
AL oL _ . m(r’+i*)0=(R-r)F => oo LR=r)
dt 89 89 m(r2 +i22)
. . . Fr(R—r)

La poulie va reculer avec une accélération : ¥ = ————

m(r2 +izz)

Pour les problemes relatifs au Tps et aux laboratoires, contactez Emmanuelle.Vin@ulb.ac.be
Pour les problemes relatifs aux projets Matlab, contactez CFAO.Matlab@ulb.ac.be

Corrigés disponible sur http://cfao.ulb.ac.be/cfao/teaching/meca2/tps.html




