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Répondre sur le questionnaire et ne dégrafer que les brouillons
Si vous avez besoin de plus de place, répondez au verso de la page en question (correcteurs

différents)

d — —

~—R=D)F

dt Z ¢

d _ _ =

?MA=mZ><Z+mCA avec M,=M,+ABXR ou Ma=mAGxv,+1,d
’ ,

d . = - vy —
ET—ZF,,V,’ avec T—T+va.(a)><AG)+

Question 1 : (4 points)

Soit trois barres pesantes, homogenes, identiques, de A
masse m et de longueur L. OA est fixée en O par une B
rotule, AB est articulée a OA en A, BC est articulée a
AB en B. C est une glissiere.

0

1. Combien de degré de liberté comporte le systeme ? Justifiez.

2 degré de liberté :

3 coordonnées / solide = 9 coordonnées
- 3 rotule = 2 équations de liaison

- 1 glissiere = 1 équation de liaison

=2 ddl

2. Quelles sont les inconnues (de mouvement et les réactions de liaison) ?

2 ddl : angle 6, et 6, définis respectivement entre les tiges OA et AB avec ’horizontale
Réaction de liaisonen O : Xp et Yo
Réaction de liaisonen C : Y

Réaction interne en A : X, et Yyu
Réaction interne en B : Xz et Yj
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3. Quelles sont les équations permettant d’établir ces inconnues ?

Par les théorémes généraux :

S1+S2+S3 : Théoréme du moment cinétique en O sur tout le systeme : 1 équation liant &, , &, et Y¢
Théoreme de la résultante cinétique sur tout le systeéme projeté sur x : 1 équation liant 6, , &, et Xp
Théoreme de la résultante cinétique sur tout le systeéme projeté sur y : 1 équation liant 6, , &, , Ycet Yo
=>3 équations, 5 inconnues

S1:

Théoreme du moment cinétique en O sur S1 : 1 équation liant 6, et X, et Y
Théoreme de la résultante cinétique sur S1 projeté sur x : 1 équation liant 6, , X, et X
Théoreme de la résultante cinétique sur S1 projeté sur y : 1 équation liant 6, , Y4 et Yy
=>3 équations, 5 inconnues

S1+S2:

Théoréme du moment cinétique en O sur S1+S2 : 1 équation liant 6; 6,, , X et Yp
Théoreme de la résultante cinétique sur S1 projeté sur x : 1 équation liant 6, 6,, , X et Xo
Théoreme de la résultante cinétique sur S1 projeté sur y : 1 équation liant , 6,, ,, Yz et Y
=>3 équations, 5 inconnues

9 équations, 9 inconnues

4. Etablir ces équations (sans détailler les calculs mais en montrant clairement comment établir chaque terme et
chaque grandeur fondamentale)
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Théoreme de la résultante cinétique sur tout le systeme projeté sur X :
1 équation liant 6, , 6, et Xp

Théoreme de la résultante cinétique sur tout le systeme projeté sur y :
1 équation liant 6, , 6, , Ycet Yy

R=YK

R, =mvg

—R=F, avec Vg =V, + @ X0G, ;V; =V, + @, X AG, ;v =V + @ X BG,
et la contrainte : Lsin 6, + Lsins @, = Lsin 6,
F =R, +R. -3mg

les axes sont fixes : seules les composantes seront dérivées;

L - . - L, . - =\
0G, :E(cosgl I +siné, ly):> Ve :E(—sm 6,1, +cos6, ly)n91
Voo =V, + 9‘21 XA_G2= L(—sin 6,1 +cost91Ty)¢9'1 +%(cos:9ﬂy —sin 921)9'2
Vgs = Vg —19'37Z ><B_G3= L(—sin 6,1, +cos 0@,)19'1 + L(cosHZTy —sin 921)0'2 +§(—cost9ﬁy +sin93Tx)93
=>R(S,+5, +S3):m{57L(—sin6’lTx +cos6’1Ty)6"1 +37L(cos QZT}, —sinQZTx)éz +§(—cos6’3iy +sin6’3Tx)6.’3}
m[%(—sin&li)él+37L(—sin€21)9'2+§(+sin6’31)6}3}:X0

SL —\,5 3L s L —\ -

m{7(+cos€1]y)01+7(cos€2]y)6’2+E(—cos03]y)6’3}=Y0+YC—3mg

Théoreme du moment cinétique en O sur tout le systeme : 1 équation liant &, et 6, et Y

—M,=m,, avec

dt
M, = ZMQ

M, =M +0G,xR;

les axes sont fixes : seules les composantes seront dérivées;

i, =Y 0G,xmg+O0CXR.

Question 2: Gyroscope (3 points)

1. Démontrer le théoréeme du moment cinétique d’un solide muni d’un gyroscope.
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Théoréme du moment cinétique en G : =m, g

Systeme constitué d'un solide S dans lequel un gyroscope (solide de révolution) g" est en rotation.
Rotation du solide S : @ ; Rotation propre du gyroscope autour de son axe de révolution : Q

=> Le gyroscope subit donc une double rotation : @+ Q

Vitesse des points appartenant au gyroscope par rapport au solide : Vho = £_2><G0Ph0

0—

Résultante cinétique (relative) du gyroscope R’ = J. Vhodm0 =MV =

0 (centre de masse du gyroscope

fixe dans son repere relatif)

Moment cinétique (relatif) du gyroscope par rapport a son centre de masse :

M’ =j G P x(¥,%dm) =j G°pY x(ﬁxGOPh" )dm° = j [(GOP,? .G°PY )Ez—(GOJD,? .K_Z)G()Pho}dmo =IO
I" = moment d'inertie central du gyroscope autour de son axe de révolution.

M_G=j @x(vhdm)ﬁ G_P,f)x(vhodm")=j ax(vhdmhj GGOx(thdm°)+j GORx(v,2dm’) = Mg , +T

@XJ. (Vhodmo )
=GGxR=0

avec M , représentant le moment cinétique du systeme (S + go) quand le gyroscope est a l'arret.

dMg _dMg Ldra_dMq,
dt dt dt dt

dMg _ _ _ _
dG S m, g —OXIQ=m, ; +I'Qxo=m,;+C, avec le couple gyroscopique : C, =I'Qx®
: . : :

+@XIQ = m,; en effet, [ et Q sont constants. Seul la direction de Q change avec @

=

- 4/16-




2. Appliquer ce théoreme a la roue de vélo représentée ci-
contre : cette roue verticale, attachée par un fil en O a son
axe (00’), est mise en rotation autour de cet axe.

La roue est modélisée par un cercle de masse M et de rayon R. &
L’attache en O est a une distance d du centre C de la roue.
Précisez chacun des termes du théoreme et décrivez le phénomene
Vue de Vue de
profil face
dMg, B _
oG +IQxo=m,;+C,
00'=axe x
ficelle = axe z

M , moment cinétique du systeme (roue) quand la roue ne tourne pas avec la rotation propre Q
=> Si le systeme se met en rotation autour de l'axe z (axe fixe), M , est constant
m, ; Somme des couples extérieurs : seul la gravité agit comme couple extérieur = Mngy

I"'Q moment cinétique du gyroscope avec T = Moment dinertie central = MR"
Q = rotation propre de la roue suivant + x

@ = rotation constante du systéme autour de l'axe z
Pour conserver le moment cinétique du systeme, le couple gyroscopique va équilibrer le couple extérieur
en s'opposant a ce dernier.
Il va créer un @ pour que le couple gyroscopique équivalant soit égal a — Mngy

Mgd
MR*Q

=> MR*Q1 x®= —Mngy => @ est bien suivant 1 et vaut : MR*Q1_x a)T7 = —Mngy =>m=-
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Question 3 : Chariot avec pendule de torsion (5 points)

Considérons le mouvement d’un systeme matériel
constitué de deux solides reliés par un ressort de £
torsion. Le mouvement est plan.

Le solide S; de masse m; peut se déplacer
horizontalement (G; est situé a une hauteur A
constante). Le solide S; est en contact avec le sol a T =, S
I’aide de deux appuis I et J. Le coefficient de
frottement entre le solide S, et le sol vaut f.

B ial

a 'a
Au point A appartenant au solide S, se trouve une rotule sur laquelle est fixé une tige AB (S,) de longueur 2L et
de masse m,. Un ressort de torsion (R), de masse et d’inertie négligeable, est placé entre les solides §; et S, de
telle sorte que I’action du ressort sur S2 est caractérisée un couple en A proportionnel a la raideur de torsion du
ressort, C, et a I’angle d’ouverture.

. [
+ ™

1. Déterminer le(s) degré(s) de liberté du systéme ainsi que les coordonnées généralisées que vous utiliseriez
pour représenter la dynamique du systeme..

Deux degrés de liberté {x, 8} et deux coordonnées généralisées {x, 6}

X

>
B
2L
g
S 0
A
b
X G S
h
Y
1 J

2. Déterminer la résultante cinétique du systeme.

R =mvg +m, (v, +@xAG, ) = mx1, +m, (x1,+LO1, ) = ((m, +m,) & —m,LOsin )1, +m,Lbcos b1,

3. Déterminer le moment cinétique en A du systeme.

2

M, =[m AG, x¥, |+ | my AG, X7, + 18| = mbi, —myLsin 651, +

4. Déterminer 1’ensemble des forces et couples agissant sur la tige.

R =-TL+N1; R =1L +N, 15 Ry =X, L +Y, 15 Fg =-mgl,; Fg, =-mygl; Cy =—COL

1
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5. Déterminer 1’ensemble des équations qui permettront de déterminer les réactions en /, J et A en fonction des
coordonnées définies a la question 1.

6 inconnues de réactions + 2 degrés de libertée => 8 équations pour tout identifier
m +m,)x—m,LOsin@—m,L8* cos@=-T,—-T, (1)

Th. résultante cinétique sur {S,+S, }: ( 1T ) . : . 2 b
myLcos @0 —m,Lsin 8> = N, + N, —(m, +m,) g (2)

o my i —m,Lésin @ —myLO* cosf =X, (3)
Th. résultante cinétique sur {S,} : . .
m,Lcos 06 —m,Lsin 06> =Y, —m,g (4)
mx=-X,-T,-T, (5 = (3)-()
0=N+N,-Y,-mg (6) = -2

Th. moment cinétique en A sur {S,} : mbX =—-aN, +aN,+CO—(b+h)(T; +T,) (7)

ou {Th. résultante cinétique sur {S,} : {

o d — _
Th. moment cinétique en A sur {5, } : EMA =My X vy + 0 4

41? .. )
"% G =—m,Lcos@0i—CO-LecosOmyg (8)

=> —m, Lsin 6% —m, L cos 08 +

o d— — — _
Th. moment cinétique en A sur {S, +S,} : EMA =mvg Xv, +m, 5

ou | => m;b¥ —m, Lsin 0% —m,Lcos 00x +

=—m,Lcos@0x — Lcos Omyg —aN, +aN, —(b+h) (T, +T,)  (9)=(7)+(8)

=> 6 équations indépendantes (1,2,3,4,7,8) + équations de Coulomb (7, = /N, (10)) et (7, = fN, (11))

6. Dans le cas ou le frottement est nul, déterminer la/les équation(s) de mouvement.

2 équations de mouvement : 1'€quation (8) ainsi que la résolution de I'équation (1) et (2) avec la (10) et (11)

17124L2 "

—m, Lsin X + 60 =—C6O—LcosOm,g (8)

=>
(my +my ) ¥—myLOsin@—m,LO* cos O = —f (mchos 66 — m, Lsin 66° +(m, +m2)g) (12)

=>Dans le cas d'un frottement nul :

m, a1’ ..

0 =-C60-LcosOm,g (8)

—m, Lsin X +

(m, +my) % —myLOsin@—m,yLO* cos@=0 (12)

7. Appliquer le théoreme de Lagrange pour trouver la/les équations de mouvement
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par le théoreme de Lagrange :
. . 41% .
T=|Lm i |+| Lm, (42 + 126> —2Lifsin 9)+1"’2—92 et V=mygLsin® =>L=T-V
2 2 2 12
Couple du ressort de torsion : C = —C QTZ opposé a l'accroissement 660 => Q, =—-C8
————=0, . mX+m, (X—Lsin&é—LcosHéz) =0

2
=> %%—%:QQ 2mz[[%+LJ@—L}&COS€9—L)'c'sinQJ—[—ngLcosﬁ—mszccosﬁé]:—Ct9

AL
=>m, TQ—LxsmH +m,gLcos8=-Co

Question 4 : Equilibrage de plaque (4 points)

Un solide S est constitué par :
= une plaque homogene ABOCDEA, de masse M. 1l s'agit pratiquement d'un rectangle de longueur 2H et
de largeur H auquel on aurait enlevé le quart supérieur gauche.
= deux tiges homogenes A’A”’ et D’D’’, chacune de masse m et de longueur 2L, soudées
perpendiculairement a la diagonale AD de la plaque, de telle facon que le centre de la tige A’A’’ coincide
avec le sommet A de la plaque, tandis que le centre de la tige D’D’’ coincide avec le sommet D.

Le solide S tourne a la vitesse angulaire @ constante

Y A
autour de 1'axe AD. ) Y
A’ C D, "
G = le centre de gravité de la plaque seule ; \3 d >
d=la distance entre le centre de gravité et I'axe AD. 0 %6 LK
E MV
L
e

1. Déterminer la somme des forces extérieures agissant sur le systéme ainsi que le moment total de ces forces
au point O.
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—  dR _ dMo .
F,=—| et m,, = car O est fixe
e Z e,0 dt

1y =cos@1_+sin BTy
Changement d’axes : < _ _ ol cos@=

_ et sinf =
ly =—sin@1, +cosbl,

2 i
5 5

En travaillant dans les axes Oxyz tournant avec la plaque : @ = w(cos 61 +sin GTY )

R= —Mda)TZ = F, :dd—R = &X R =—Md o’ (—sinHTx +cost9Ty)
t
Ix _ny - wcos @
Mo =1,0= -P, I, ~—| -wsin@ :(Ixa)cosﬁ—nya)sinﬁ)Tx +(—nya)cose+lya)sint9)Ty
0 0 - 0
_ dﬁo _ . .= . —
=>m,, = =wxXMo :—(I wcos@—P, ,a)s1nt9)a)s1nt91 +(—P wcos@+1 ,a)s1nt9)a)cost91
e, dt X Xy zZ Xy y 7z

=>m, ; = [cosﬁsin&(ly —Ix)+ny (sin2 6—cos® 9)](02Tz=> m,o = {%(Iy —Ix)—ng}}a)sz

OU En travaillant directement dans les axes OXYZ tournant avec la plaque : @ = wly

R=-Mdwl, => F, :CZ—R:EJXE:MdaIZTy
t

Iy - -\o —
— = _ — — _ dMO . — b—
Mo=I1,0=|-Pyy, — —|0|=Iywly —Pyyoly, =>m,, = 7 =0xMo =-Pyyo'l,
' t
0 - -0

ol Py, =sinécos 9(—1}, -i—Ix)+(cos2 6—sin® 19) Py=>m, :—(é(—ly +Ix)+%nyja)2TZ
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pH® p3H®

En considérant M =Rectangle complet (Dp 5 3

- petit rectangle (U oH® y=p2H -
2

2H? )

I =L+ Liaay + Liopy

2
H
’ ’ [j g ’ 2L)’ 2L) 2 2
I=||por? B _|PH_\2)  pPH”[H L meL) | | m2L) | mMH? mar
12 2 12 2 4 12 12 12 3
[pZHz
pH? H?
2 12 0,
2
HZ
i ) |
2
Iy =Lyony + Iycany + Iyopy avee OA=| = HZJ{%j ,0,0 :(_@,O,O] et 0D=[@,0,0]
2 2
2H 2 2 2 2 2
1. = p2H2( ) _ PH H_+pH (ﬁj +|:O+mH2§:|+|:O+mH2§:|=MH +5mH
’ 12 2 120 2 2 4 41773 >
Do pH’ H?
2 3 0,
2
HZ
L 5 |

2 2 —
P, =|(0) - 0+'0H . H\H +0+0:MH avec OG = —E,Eﬁ
DPZH2 2 2 4 0 24 2 4

2 2 2 2 2 2 2 5
Dans OXYZ => P, :z _MH"  5mH 4 MH + m2L 3MH” = 3MH" 2m|2L SH
5 3 2 12 3 3 )

+= = +
5 24 8 5 5

= = = = _ - 3MH? 2m( 21> 5H? -
=>|F. =Md&’ 1, = Md®" (—sin01_+cosO1 )| et |m, ,=-Pu@*l, =—|— il i @1
e Y ( X )) e,0 XY 40 5 3 2 V4

2. Si on veut que le solide soit équilibré dynamiquement, déterminer les masses m,’ et mp’ qu'il faudrait
placer respectivement aux points A’ et D’
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A 1équilibre dynamique :

ZE:‘Z—Rza‘)xﬁzRa)Tyzo :>E:(—Md+m1L—m2L)sz:O:>m1—m2:MTd
t
D i, = ‘uj" =@XxMo =—Py*1, =0|=> Py ,=0
: » :
2 2 2 o o
Pyo= _3MH +2_m 2L _SH7 +| —my JSHL + —mz@ avec OA'= —@,L,O ; OD'= @,—L,O
: 40 53 2 )| 2 | 2 | 2 2
2 3MH* 2m(2I* 5H?
(my+my) = 20 2 22
5HL| 40 5 3 2
Md
Mo =T
1 3MH* 2m( 2 5H*)\| Md 1 3MH* 2m( 21 5H*)\| Md
=m=—-;\- +—| —- +— et my=——|— +— — | |-—
JsHL| 40 5 3 2 2L sHL| 40 5 3 2 2L

Question 5 : Le régulateur de Watt (4 points)

Il s’agit d’un dispositif ancien et ingénieux permettant & un moteur de tourner a vitesse constante malgré les
variations de charge. Référez vous a la figure. La tringlerie tourne a une vitesse proportionnelle a celle du
moteur. Les masselottes (m; et m,) commandent le moteur : en montant elles diminuent 1’admission de
carburant, ce qui tend a diminuer la vitesse du moteur. Une accélération du moteur fait monter les masselottes
ce qui tire le manchon vers le haut, avec, comme conséquence, une diminution de 1’admission.

Caractérisation du systéme :

— Vitesse de rotation constante, notée w

— Les barres Om1 et Om?2 sont rigides, sans masse, de longueur L

— Les articulations en A, A’, B, B’ sont des articulations rotoides

— Les articulations A et A’ sont a une distance a de O

— Les barres AB et A’B’ sont rigides, sans masse, de longueur b

— Les deux masselottes sont modélisées comme des masses ponctuelles, de valeur m

— Le manchon est modélisé comme une masse ponctuelle de valeur M pouvant coulisser le long de 1’axe.

0

Par malheur il y a eu une erreur au
montage : I’articulation A’ a été mal
placée sur la barre, si bien que le
montage n’est plus symétrique ! Vous
devez donc considérer 2 longueurs
différentes, notées a, et a, pour les
segments OA et OA’ ! De ce fait, les
angles formés par les 2 barres avec
I’axe de rotation ne sont donc pas
égaux.

1. Déterminer les degrés de liberté ainsi que les coordonnées que vous utiliserez pour résoudre le probleme..

1 degré de liberté , 3 coordonnées {z,6,,6,}
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2. Déterminer la(les) équations permettant de trouver la ou les équations de mouvement.

T = [%M22}+[%mﬁ (Sin2 6,0 +6} )} -{%mLz (sin2 6,00 + 65 )} et V =—Mgz—mgL(cos6, +cosb,)

V=@ XOM, et @ =wl -1, =>V,, = —Lcosé?li, +Lsin6,6, 1+ Lsin w1,
avec . _ .- _
Vip =0, XOM, et &, =0l +6,1, =>V,, =—Lcos6, 1, +Lsin6,6,1 - Lsin 6,01,

= L= %Mz'2 +%mL2 (sin2 6, +sin’ 92)(02 +%mL2 (912 +922)+Mgz +mgL(cos @, +cosb,)

) b* = 2% +af —2a,zcos 6, => A, (207 —a,8zcos 6, +a,zsin 6,66, =0)
Deux contraintes :

b* = z* +a; —2a,zcos 6, => A, (2672~ a,07c0s 0, +a,zsin 8,08, =0)

L L _~&H, 99
d :zﬂj% tMZ-Mg =4 (z—a,cos6 )+, (z—a,cosb,)
x

dt 07 d7 “=
j=1
d oL oL ~& . 99; .
S ==y AL 26, —mI? @ sin 6, cos @ +mgLsin 6, = sin 6,
i 96, 06, z/ael e hcos6 +mgLsin6 = Aazsin 6

)4 00.
=> ia_L_a_L A ¢J

i3, : mLzé2 —mL*@” sin 6, cos &, + mgLsin 6, = A,a,zsin 6,
2

Jj=1
7z2—a,cos 6z +a,zsin 6,6, =0

Z—a,cosb6,2+a,zsin6,6, =0

3. Déterminer cette/ces équation(s) de mouvement dans le cas ou le systeme est rééquilibré et que a,=a,=b

Dans ce cas, nous n’avons plus qu’un degré de liberté : 2 équations de Lagrange avec 1 multiplicateur.
a=a,=b=>6,=6, et =4,

22 —bcosOz+bzsinf9 =0

P 0.
d oL OL 2’1 9;

S Mz Mg =24, (z~beos®
o oz iy TMETMe=2h(imbeost)

4oL oL
dt 96 06

=
L 09, ..

= z/lj a—ij’ . mI26 —mL* " sin @ cos @+ mgLsin 6 = 4,bzsin 6
j=l1

z7=2bcos®; z =—2bsin 06; 7 = —2bcos B6° — 2bsin 66

MZ-Mg bzsin @

=> mI*6 — mI>@" sin @ cos 6 + mgLsin = —————°>
2(z—bcosH)

M (~2bcos 6> —2bsin 06 ) - Mg
2(2bcos@—bcosb)

b2bcos@sin b = (M (—2bcos 66 —2bsin 919) —Mg)bsiné?

=>(m? +2Mb* sin® 6) 6 +(2Mb* cos Osin 0) §” — mL’&” sin 6 cos 6+ (mL+ Mb) g sin 6 =0
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