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Répondre sur le questionnaire et ne dégrafer que les brouillons

Cinématique :
Vv, =V, +@®XBA

a, =, +ExBA+@x(@DxBA)

Inertie :

1% =

systéme (

‘M _ A T
I =a'all

X' x' 0% — x%xP )dm

te20 = 28,
8=

y X

Igﬁ:13ﬁ+m(a25”ﬁ—a”aﬁ)

son axe de révolution : /[ =

Moment d'inertie d'un disque par rapport a

MR?

Moment d'inertie d'un cercle par rapport a

son axe de révolution : [, = MR?

Question 1 : (4 points)

Le manege représenté ci-dessous

sans le

support extérieur est composé de :

un bras §; pouvant osciller dans un plan
vertical et dont la rotation est caractérisée
par I’angle o.

un rotor S, fixé au bout du bras S; et
tournant avec une vitesse angulaire p
constante. Ce rotor entraine dans son
mouvement un disque de rayon R.

N nacelles (du type S;) fixées au bord du
disque. Ces nacelles peuvent osciller
autour de l'axe DD’. L’angle
caractérisant cette rotation est donné par
@, I’angle entre la verticale et I’axe CG
de la nacelle.

Nacelle vue de derriere
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1. Déterminer les différents systeémes d’axes que vous aller utiliser pour calculer la vitesse angulaire du solide
S.

0
X1 X3
Yi=Yo a Y2=y3 Va4
A Xo C X2
a 7 G
W0y g 22 Z3

0 )
R]/ R() H
Repere tournant autour de y; @ @y, =1,
R/R;:
Repere suivant la rotation du rotor et donc du disque : @y ,r =— ,512 =-— /ﬁzl
Ry/R;:

Repere attaché a la nacelle suivant son oscillation. @y = }‘/T%

2. Déterminer le vecteur vitesse angulaire du solide S;.

R; = Repere suivant la rotation de la nacelle S;

dans R, : —0'(sin,6'Tx2 +(crcos B+ 7")12 -pL,
dans R, : }'/sin,b’TX1 +(a+ j/cosﬂ)Ty1 —,B'TZl

3, = ~T, + BT, 471, {

avec f=p

3. Déterminer 1’accélération angulaire du S;.

_ da)S3 B da)SS,Rl

7 das
S5 ar dt

+E)R1,R0 ch)S3 =—>1
B
=& = [j?sin,B+ ycos ,B,BJTXI + [d+ ycos f—ysin ,B,BJTM + ysin ,BaTZl - d,B'Txl
=> = [7sinﬂ+ ycos BB — 0'{,6"}@1 + |:d+ ycos B— ysin ﬂﬂJTyl +[7sin B 1,
3 da, B dag

z = -
5 dr dt

+ W g, X Wp, R,
Rl

d Qs /R,

+wR2/RO Xa)S3 =
R,

=& = [—dsinﬂ— o'lcos/i',B'JTxZ + [(é'{cosﬂ— crsin BB+ }/)}T)z + 0'(sin,B}'/TZ2 + ,6';/12
=>& = [—dsinﬂ— aficos ff + ,B'j/JTXZ + [(&cosﬂ— Gf3sin B + }/)}T)z +[asin By]1,,

+ g, /g, X D, /R,

R,
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Question 2 : (4 points)

Enoncer et démontrer la formule de Steiner.

%(ax;ay ,a, ) =>x, = X, +a; avec X, les coordonnées du point P dans le systeme d'axe centré en G
Igﬁ :j (xl. X 5,15 - X, xﬁ)dm:j ((Xl. +ai)(Xl. +al.) 50,5 —(Xa+aa)(Xﬁ +aﬁ))dm=
1% :j (Xin.é'aﬁ +0,0,0,5 +2X,0,0,5— X, X 5~ X a5~ X 5a, —aaaﬁ) dm

Igﬁ:j (XiXié'aﬁ—XaXﬁ)dm+j (aiai5aﬁ—aaaﬁ)dm+2.|. Xiai5aﬁdm—j Xaaﬁdm—J- X pa,dm

Igﬁ :Igﬁ+m(a25aﬁ—aaaﬁ)+2ai5aﬁj Xidm—aﬁj. Xadm—aaj. X gdm => Igﬁ=1gﬁ+m(a25aﬁ—aaaﬁ)

—_— — _—
mGG; mGGy mGGp
j OPdm

T:>m0Gi:j OPl.dm=>mXi:I xidm:>O:j X;dm

Par définition du centre de masse OG =

Dans les axes aux centre de masse, les coordonnées de ce centre de masse valent (0,0,0)

Appliquer cette formule pour calculer le moment
d’inertie par rapport a I’axe y de la figure ci-contre :

2

M, ..R
cercle: I, =M, , ,R2=1,+1, =21 =>] =—Cd
a ercle -~ X Y o y y 2
2D sym
o L M,R?> M _R?
y'=diametre du cercle : Par symétrie : /. (cercle O)=1,.(L)+1,.(N) => 1. (V)= Z = ;
2 2 2 2 2 2 2
2 2 3
1, =ﬂ=>17 =L.—m| ] em| r=2E | 2P| 2 ma |2 g
’ 2 v V4 V4 2 V4 2 V4
Question 3 : (5 points)
Deux disques circulaires, chacun de
masse m;, sont connectés a 1’aide
d’une barre circulaire composé de y
deux quarts de cercle. Cette barre G 2
possede une masse m,. B« ‘K-H
r
Déterminer les moments d’inertie par Sa_X
rapport aux axes Gxyz du systeme. A Vue de haut
S1=Disque 1 ; S2=Tige ; S3=Disque 2
2
Disques : Par symétrie : [, =15, :%
2 _myr? 2_Smyr?

Parsymétrie : I, =1 ) =1 5= (5, =1, +mr = = car L) =15 T 15, =21

4
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Tige : par symétrie, I,(1)=I,(2) car on a bien la méme répartition

de masse par rapport a I’axe x. Nous pouvons tenir le méme
raisonnement pour I’axe y. La symétrie orthogonale ne modifie r
pas les moments d’inertie. => Iy(1)=1y(2)

En utilisant la formule démontrée a la question précédente :

3m,r? r 3m,r? r?
I},(2)= 2 —4m2;=> I),(Sz) = 2 —4m2;
y y y Dans le cas du demi-cercle, si on fait deux symétries
orthogonales, on passe de la configuration (3) a (5). Or ces
x R x symétries ne modifient en rien la disposition des masses
- . par rapport aux axes. On voit donc que dans les trois cas,
DT =7 — _ _myr® _myr?
3) @ 5) ona: [ =1 => Ix(2)—1y.(2)— => Ix(Sz) ==

Pour le systeme complet :

PR K s
2 2

2 2 2
P L
4 2 V.4

2 2 2 2 2
I.=2. Sy | | M 3morT gy T3 o 2122
4 2 2 2 7

—
Lisay Isa)

Que pouvez-vous dire sur chacun des produits d’inertie ? Justifiez.

Grace a la symétrie des deux disques par rapport aux plans yz, xy et xz, nous pouvons dire que tous les produits
d’inertie sont nuls pour le systéme constitué des deux disques.

Pour la tige constituée des deux quarts de cercle, nous pouvons dire que P,.=P,.=0 car tous les points de la tige
possedent une coordonnée z nulle. Quant a P,, il n’y a aucune symétrie, donc rien ne nous permet d’annuler ce
terme. 1l sera différent de zéro.

3
m r m
P, =P =P =P, +—=| —a.(r—a)- a’ ='0———2ra
y(barre) xy(ibarreA) xy(lbarreB) xy(lbarreA) a 2 R— = 2 2
2 2 2 GGy (ra—ap) AGCa=a0)
m pr3 m m I"z
=P , =P, +—=| a(-r+a)- a |=E——"Zra=> P barre) = ————myra
xy(EbarreB) B —_— BGZTZH.O) 2 2 T
GG, (~r+a,a,0)
p _ m2r2 _m2r2r __1112r2
xy(barre) — -
T T T

Si les disques roulent sans glisser sur un plan horizontal avec une vitesse constante v, déterminer 1’énergie
cinétique du systeme.

T=2Ty +T,,, avec T =20 +—&BI,& et v, =@dXIG=0l xrl =—vl =>&=-1

2 2 2 2 2 2
T =0l MY +l mr (V| Y +lm2r v
2 2( 2 r 2 2 2 \r
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Question 4 : (2 points)

Démontrer la formule donnant le moment cinétique en un point appartenant au solide.

M, = [ APx¥, dm avec P, A€ Solide =>7, =V, +@x AP

M, = [ APx (v, +@xAP)dm=M, = [ APXT, dm+ | APx(@xAP)dm=

M= AP din |, + [ AP(@xAP) dn=mAGx7, + [ (APAP)@dn~[ (AP.2) AP an
or par définition :

L@ =1, =( [ (4R AR 5,5~ 4P, APﬁ)dm)a)ﬁ [ (AR AR 6, @, - AP, AP, @) dm

[1 a)} =[ (AR AP @, - AP, AP; @;) dm= (AP* @, ~AP® AP, ) dm

=M, =mAGXv, +1,.0

Rem :

| APx(@xAP)| =8, AP, (29X AP) =8, AP,(8,,@AR,) =50, AP, (AR, )=(8,8,, - 8,5, ) AP, (@ AR, )

ijk kij

=3,,AP.@ AP, - 5,AP.0,AP, = AP, AP.&, — AP,AP.®, = AP’® — AP.% AP,

Question S : (3 points)
Une barre en acier (OG) de longueur L; et de masse m; est T
fixée en O et peut tourner librement autour de 1’axe z avec une y y
vitesse angulaire ¢. 5
Au bout de cette barre, en G, est fixée par une rotule une autre '
barre en acier (AB) de longueur L, et de masse m,. Cette
derniere peut tourner autour de son centre de masse, G, dans un
plan (Gy’z’) perpendiculaire a la barre OG. o 0 >
Ces deux barres sont modélisées par des tiges minces x
homogenes. 2/

Z Zz

Déterminer le moment cinétique du systeme constitué de ces
deux barres.

dans les axes principaux Gy"z" lié a la tige : = — ﬂTX + (DTZ = —,BI( + ¢cos ,BTZ — @sin ﬂTy
1. Dans les axes Oxyz

my.L’ 0 .
o B 0 0 12 m, L2 0 0 -p
My =M 555 = Loiesn - @=|| 0 0 [+ O i'—zcosﬂsinﬂ +0 0 0
0 m.L’ 0 m. L2 0 m,.L,} ¢

3 21‘22 COSZﬂ

Il
\Y

= m2 L2 BT+ mzléa Sln22ﬂ¢, i J{L_‘;’l +m2.lqzj+%coszﬂ}(ﬂ
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2. Dans les axes Oxyz tournant avec les 2 tiges. (S=S1+S2)

M M0<S1+s2) o(s1+52)-@
0 0 0 my.Ly”
5.
. o 2 0 0 0 0 B
M, =||0 ml‘sl“ 0 [+ o 0o 0o |+]0 mI> 0 ||-¢sinp
2 2 -
2 m,.L, 0 0 m,.L, pcos 5
o o Mo 0 0 =
L 3 i
'Y msz le S in BT m.L*  m.L’ 2 | T
My=- ﬁ]x 3 +m,.L, (081n,5]y"+ 3 +T+m2-l'1 ¢cos 1.
3. en considérant séparément les deux solides
M0=M0(S1)+M0(S2)
0 0 5
— F _ m,. —
Mo 51y =1o-0= 0 0= 13Ll Pl
ml.le @
3
My, =Mg+OGXR=1,.0 +m,(L1,)x L@l
2
m,.L,
D 0 .
12 -B

—_— 2 —_—
I;o,=| O 0 0 —@sin f |= ZLZ BL. + my.Ly ¢cos B1.
) ml | geosp

12
@ __mz‘Lz2 AL+ sz

(ocosﬁsmﬂ]} + 2 q)cos,Bcosﬁ]7

M_o(sz)z_mzl’l B1+ 21’2 ¢sm2ﬁ1 +( L2 pcos’ f+m,L, q)J]7

2 2
=>M0=_m2’1'§2 ,BTX+m 2Ly’ gsin231, +( Ly’ @cos” B+m, L, q)+m"311 (oJTz

Question 6 : (2 points)

Une tige AB de longueur 2L se déplace de maniere
telle que son milieu C parcourt a vitesse angulaire
constante ¢ un cercle de rayon R et de centre O, situé

dans le plan Oxz. La barre tourne de plus a vitesse
angulaire constante @ autour de C, dans le plan OXY.
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1. Déterminer la vitesse angulaire de la barre AB.

&=—¢1, +61, -1, +01,

2. Déterminer la vitesse de B.

Vs =V + @XCB=R@1, +(-@l, + 601, )x(Lcos@1y + Lsin 01, ) =—Lsin 1 + Lcos 001, +(Re+ LcosOp) 1,
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