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Question 1 : Chute d’un domino (5 points)

Un domino est déposé sans vitesse initiale sur une table horizontale avec une inclinaison 6, par rapport a la
verticale. On étudie son mouvement de chute en faisant I’hypothése d’un mouvement plan. On assimile le
domino a un parallélépipéde rectangle homogéne de masse m, de hauteur 4, de largeur L et d’épaisseur e.

1. Déterminer I’équation de mouvement.

Mo=M¢+OGxR=10@& carO e solide

Mo = mw+m£(§j+(ﬁj] o1 ) g

12 2 3 :

M e+h) .
dMo _ m, , :mgﬁ = mg(ﬁsinﬁ—gcosej
dt ’ 3 2 2

2. Quelle inclinaison g, initiale faut-il donner au domino pour qu’il tombe sur la table ?

Condition pour que le domino tombe sur la table :

ﬁsinﬁo —%cos@0 >0
6(t=0)>0 <

tan 6, > LN 6, > arctan (EJ
h h




3. Donnez une expression intégrale du temps mis par le domino pour tomber sur la table en considérant son
inclinaison initiale de 6,

e+h’) 40
mgd—e = mg(%sin@—gcosé’j

3 dt
ro(e?+h7) .
[/ mudﬁz =["mg 1 ing—S coso |do
0 6 % 2 2
e+h’) .
mgﬁz :mg(—ﬁcosﬁ—isin0j+mg(ﬁcoseo +£sin¢90j
6 2 2 2 2

méme équation : 7 +V = E, =mg (g cos6, +§sin Hoj

. do 3 2F, .
:>9:E: (e2+h2)\/( mo —g(hCOSG-i-eSlHH)]
2+h2 ,
=>]1¢’hute: (e )I de
3 ° | 2E, .
=20 —g(hcosf+esinb)
m

Question 5 : Equilibrage de plaque (5 points)

Une plaque rectangulaire de base B, de hauteur H et de masse M tourne a une vitesse angulaire @ constante
autour d'un axe vertical Oy. Le repére XYZ li¢ a la plaque est centré en O, milieu de la plaque. Ses axes OX et
OY sont paralléles aux cotés de la plaque, I'axe OZ étant perpendiculaire a la plaque (cf. figure de gauche).
L'axe de rotation Oy fait un angle @ par rapport a l'axe OY , le repére Oxyz étant également 1ié a la plaque (Oz
est identique OZ et Ox est perpendiculaire Oy et se trouve dans le plan de la plaque).
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1. Déterminer la résultante des forces qui agissent sur la plaque ainsi que leur moment par rapport au pole O.

z_g:d—=00ar§:0
dt
Zn_ae O—di\;a car O est un point fixe
mH’* 3
12 » wsin@ o ,
Mo = niz — || wcoso | =2 a)sinQTX+m wcosfl,
o o -\0
s 2 T 2 T
dMo _ mH a)sinﬁ—dlx L mB a)cos9ﬂ
dt 12 da 12 dt
mH> . —\ mB’ R
R a)smﬁ(—a)coselz)+ wcos9(+a)s1n912)

2 2
:(—m? o’ sin20+m§ o’ sinZHJTZ :%a)z sin29(Bz—H2)Tz :Z”_ie,o

2. On veut équilibrer la plaque statiquement et dynamiquement simplement en pergant deux trous circulaire de
rayon r (cf. figure de droite). Les deux trous seront percés en deux point P; et P2 :
- Le point P, sera placé quelque part sur la ligne A4, qui est perpendiculaire a I'axe de rotation et située
a une distance d de l'axe Ox.
- Le point P, sera placé quelque part sur la ligne BB, située symétriquement a la ligne A4’ par rapport a
'axe Ox.
Si les coordonnées des deux points P; et P, dans le repére Oxy sont (X;; d) pour P; et (Xa; d) pour P,
déterminer X; et X, pour que la plaque soit parfaitement équilibrée.

_ aM .
Zmeyo = 2 car O est un point fixe

dt
1 =cosfl, —sind1, > B
- T _ avec [, = et I, =
1, =sinf1, +cosb1, 12

2 ) . 5 mH? ., mB>

I, piague = COS 01, +sin” 01, +2sinf cosGP,, = cos 9—1 +sin’ @ >

i , . H’ 2
L, ugue =8i0° 01 +cos® 01, —2sin O cos OP,, =sin’ 9'm12 +cos? 012

H?> mB? '

Iz,Plaque = Ix + Iy: m12 + n car le solide est plal’l (ZD)

‘ mB®>  mH* \sin20
ny,plaque:sm&cos@(ly—lx):( o J :
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12

12 12 2
- =P, -0
Mo=|— I, -|o :(—%(32—Hz)sin29+p7rr2()(1—Xz)dja)Ir
- - =)0

2
m 2 .2 2 2 2 7 2 2 T
_{E(H sin“ @+ B~ cos 49)—p7rr (?+Xl + X, Da)ly
A T¢quilibre statique et dynamique :
Zn?wz =—(—p7zr2gX1)—(—p7zr2gX2): 0=>X =-X,

De plus, Y i, , = dZO =0:(—%(B2 —Hz)sinZH—i-p;rr2 (X, —Xz)dja)

:>_(_%(Bz —Hz)sin2(9+p7zr2(X1 _Xz)d)a)zi =0

B* —H?)sin 26
=>X1=ﬂ( 2)
48 prr-d

2 2 4
Ix :]x,Plaque_Ix,rl_Ix,rzzcoszemg +Sin29ﬁ_(p7;r +,07rr2d2j—(

4
,07;7” +p7zr2d2j

4

. H* B’ )
L=1, e =Ly =1, o =sin° 6’ml—2—i-cos2 gm__(,m;r + P”FZXlzj_(er +,07rr2X22j

mB*  mH? \sin26
PW :Rry,plaque _Rcy,rl _Rcy,rZ :[ - J _(O+pﬂ-r2de)_(O_pﬂ-r2X2d)

dl,

dt

Question 3 : (2 points)

Un disque posséde un moment d’inertie / par rapport a son axe de
révolution et tourne avec une vitesse angulaire @ dans le sens indiqué

ci-dessous. La distance entre le pivot P et le centre de masse du disque
est h.

1. Déterminer les forces et les couples qui agissent sur le systéme.
2. Sans donner les équations de mouvement, expliquez précisément
le mouvement.

Forces : mg en C, centre du disque

couple du au poids : mghsiny sortant de la feuille

Couples : ) — = _
couple gyroscopique : C, =TQx @

-4/10 -




Le couple gyroscopique s’oppose au couple di a la pesanteur => la seule rotation provoquant ce couple est une
rotation autour de 1’axe z dans le sens négatif.

Le disque précessione autour de I’axe z, avec une vitesse angulaire égale a
Q=-wl, surle dessin

I'=1

ég :Fﬁxa_):—mghsint//Ty :>63=—m—ghTz

lo

Question 4 : Cycliste en cote (3 points)

Un cycliste grimpe une pente d'angle 6. L'ensemble constitué par le cadre du vélo et le cycliste est considéré

comme un solide indéformable S, de masse M et de centre de gravité G. La roue arriére a une masse M, un

rayon R’, et son centre de gravité est en D sur l'axe de rotation de la roue arriére par rapport au cadre; idem

pour la roue avant (M, R’) autour de E (seule la contribution de la masse circonférencielle des roues est prise

en compte pour leurs propriétés d'inertie).

Le plateau du pédalier S” sur lequel le cycliste exerce un couple C a un rayon R"; ce plateau tourne par rapport

au cadre autour du point O (la masse du plateau est considérée comme négligeable). La roue arricre est

entrainée par l'intermédiaire d'une chaine (supposée inextensible et sans poids) reliant le plateau du pédalier S”

avec le pignon de la roue arriére, de centre D et de rayon R (ce pignon de masse négligeable est solidaire de la

roue arricre).

Autres données (pas toutes nécessairement utiles...) :

- Ladistance entre les points 4 et B de contact des roues vaut 3R’. Le point G, centre de gravité de S se
trouve a une hauteur du sol égale a H, AG’ étant égal a R’ (G ’est la projection de G sur le sol);

- Toutes les liaisons sont sans perte.

—

Déterminer la (ou les ) équation(s) différentielle(s) du mouvement.
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coordonnées généralisées : x

S(M) pour le cycliste
S,'(M',R',G,",m,") pour la roue arricre
S,'(M",R",G,",m,") pour la roue avant

S"(0,R",®") pour le pédalier

Par Lagrange :
Mx* M'x* 1 M'x* 1
T= +0+ +—M'R% " + +—M'R” ®,"”
2 2 2 2
cycliste roue arriére roue avant

V:Mg(xsin¢9+Hcost9)+M'g((x—R')sin¢9+R'cos9)+M'g((x+2R')sin¢9+R'cos¢9)
=V :(M+2M ')gxsin9+const

Contrainte de roulement sans glissement :

-, = X - X
vV, =v. +0,xXGl =>w'=— et v, =v, +0w,*xG Il = ®,'=—=oa'=—
I, G, 1 141 Y 1, G, 2 2t 2 TR

Rapport de rayon : R"@w" = Rw'=> R"déa" = Roa'
R
RH'RI

ox

Travail du couple : 67 =Coa" = C%é‘a '=C

L :%(M +4M ") x* —(M +2M ') gxsin 6

d(oL) (oL R
_>E(§)_[§j_g" (M +4M ") i+(M +2M )gsm@_C—R"'R'

Question 5 : Disque dans une benne (5 points)

Le probléme est plan (2-D). Le systéme, constitué de deux corps, est soumis a I’effet de la gravité suivant 3 :
(a) corps nl : benne supportée par deux rouleaux. Les rouleaux, de masse et d’inertie négligeables, permettent a
la benne de “glisser” horizontalement sans frotter sur un sol plat. Le profil de la partie interne de la benne est
circulaire de centre 4

- masse M., inertie [

- distance AB=L

(b) corps n2 : disque de rayon a et de centre B. En cours de mouvement, ce disque roule sans glisser a
I’intérieur de la benne

- disque de masse homogéne m

- disque de rayon a.
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X3

Déterminer la (ou les) équation(s) décrivant le mouvement par la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

Benne : S, (M,1) R=repére li¢ a la benne

Disque : S, (m,R,é) R,=repére li¢ au disque

R, =repére ou z; estli¢ a AB

OB = xIcl + LTZZ =V, = )'cil + L(/)I(2 =(x+ Lgcos go)Icl —Lgpsin (/)Ty1
Mx*  m

1 ma® -
T="" 4 —(*+ 20> +2Lx¢pcosp)+——~F0?
2 2( ¢ ¢ ¢) 2 2

V =C—-Lmgcos@
Contrainte de roulement sans glissement : / = point de contact entre S, et S,

Vies, =xil +(L¢+619.)Icz =V, =5€Txl = Lop+af=0

ce qui nous donne comme contrainte (¢,) avec A,: Lop+ad0=0

d aL)—(aLj:/L%:>(M+m)jc'+mLCOS(pgb—mLsin(0¢)2—0=0

) \ar) " e

2
dfaLy (aL)_ o0 mas
dt\ 06 060 00 2

d a—LJ—(a—LJ:A%:> mL2¢+mLXcos¢M+M+mgLsin(p:&L

di\og) o @
Lo+ab =0

=Systéme de 4 équations a 4 inconnues

3mL’ .
ma ;: mL . ~ @p+mLicosp+mgLsing =0

=>|A4 =—60 =———¢@|=> Equations de mouvement{ 2
2 2 . . .
(M+m)x+mLcosg0(p—mLsmg0(p =0
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Déterminer la (ou les) réaction(s) de laison entre le disque et la benne.

3ml?

@+mlLxcosp+mgLsing =0

(M +m)x+mL cos pp—mLsin g’ =0

Théoréme de la résultante appliqué a S, : —7,1_—N, L

2 2

R=mv, =m(i+Lgpcosp)l —mLpsingl,

m()'c'+L(}5cos¢)—Lsin(p(/>2)=—stin(0+T2c05(p (1)
=>

m(—ngEsingp—mLcosgogbz):mg—N2 cosp—T,sing (2)
()singp +(2)cosp : mising—mLep® =mgcosp— N, => N, = mg cos @ —misin ¢+ mLe’
(D)cosp—(2)singp : micosp+mLp =T, —mgsing =>T, =—mXcos@p —mLPp—mgsing
Ou par le théoréme du moment en G :

2
ma- ma ;  mL .. A o
O=al,=>T, = 76’ = —T(p et grace a la premiere équation de mouvement :

T, =—7(p= mL@ + mx cos ¢ +mg sin ¢

- 8/10 -




