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Cinématique : Cinétique :
Vv, =V, +®xBA E:mVG:>d—R:I7
a,=a,+zxBA+®x(x BA) A B
i Mi=Mp+ ABxR aM . _ _
Inertie : — => =m, , +mvg XV,

Mo=T,@+mAGXT,

2

RN ]
I =afajil

T = m;”‘ +mVA.(5xE)+

Lagrange :
tgzg_ Xy ﬁ
1. dor_aor_,
17 =17 +m(a2§“ﬂ —a“aﬂ) dtéq, oq,

Question 1 : Rotation d’une barre (3 points)

Une barre uniforme de longueur L et de masse m, est
soudée a un axe. Cet axe est en rotation dans les
support 4 et B avec une vitesse angulaire constante .
Rem : on suppose que B ne supporte pas de force
suivant 1’axe.

Rem : le poids de la tige est négligeable.

AN

Déterminer 1’expression de la force supportée par I’appui en B en fonction de 6.
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RI(x'y'z") lié a la barre avec x' suivant la barre : ddﬂzn?w avec Mo=Mp+OPxR
; :
0G= L1, -p1 | ; R=m®%% L1, OP=-b1
2 dt 2 7
—  ml = e
Mp= 01, car tous les produits d'inertie contenant du z sont nuls
—_ —_— _ — 2 — — “— 2 «— —
Mo=Mr+0PxR="E 91Z+m(—b1z)xm£91,=mL le+mb£91x,
3 273 2
dMo _ _ bL = - ~ _bL, - = =
=> Mo : m;@z l.=cRy 1, —cRy 1 => m;@z(cosﬁly—smﬁlx)chBx I, —cRy, 1,

=>R,, —mPL 3 cos0 et R, —mPL g sing—> R, =mb—Lé’2(cosé’Tx +sin9T,) avec R, _mPL
2¢ ’ 2¢ 2¢ ! 2¢

9'2
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Question 2 : Panneaux en rotation (4 points)

Un ensemble de panneaux attaché a un systéme d’axe xyz 5L mm Ji
tourne avec une vitesse angulaire (2 autour de I’axe / A\ ¢ mm
vertical z. Simultanément, les panneaux tournes autour de \ A
I’axe x dans des sens opposés avec une vitesse angulaire o\ o
constante . TEN

1 2 f:-'f =

A\
‘1\; b

1. Déterminer I’accélération angulaire de la plaque A. \.

R1(xyz) repére lié a l'axe : @y, o = QL

R2(x,y,z,) repére lié au panneau A : @,z = @y L. => @y 5o = QL + @, 1
do

E R1

i

=0

=g

+ Dy po X W= wOQ ly

2. Déterminer la vitesse du point P

5Rl/Ro :QTZ = 51

@) ro :QTZ +a)oTx =@, =>¢&,= a)OQTy

Vo =Voaino0) O, xQ_P = Q(a +b)Ty +Qc(—cosﬂ£)+ a)oc(cos/ﬁz —sinﬂTy)
=V, = —Qccosﬂi + (Q(a + b) - a)ocsin,B)Ty + a)occosﬂTz

Votwsnon = Vo + & x00=Q(a+b)],

QP = cTyz = c(cosﬁTy + sinﬂTz)

avee
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3. Déterminer I’accélération du point P quand = 90°

+ Dy o XVp = [chinﬂa)ﬁx —w,ccos B1, — wycsin f1 ] ~QQccos B1, - Q(Q(a+b)- w,csin B) 1,

=>a,= [2chinﬁa)0 -Q(a +b)]1 —[chcosﬂ + chcosﬂ]Ty —wicsin A1
ou
a, =0, +& xOP+®,x @, x OP
a, = [—QZ (a+ b)TX] + [a)OchinﬂTx] + [—chcosﬂTy + (Q(wocsinﬂ)i + @, (—oycsin B) 1 ) - a)ozccosﬂTy]
=>a, = [Za)chsin,H -’ (a+ b)]I - [chcosﬁ + a)ozccos,b’]Ty - [wozcsinﬂ]i
avec @, =a, + & x00+d x @ x00=-Q (a+b)1, ou & =a,=0
= [Za)ch - (a+ b)]i —w,cl.

=>ap | B=90°
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Question 3 : (3 points)

h

Le moteur électrique a une masse totale de 10 kg et est supporté par *;“ﬂ*
deux appuis en 4 et B attachés au disque en rotation. (a=120mm, PR
b=180mm)

L’armature du moteur a une masse de 2,5 kg et un rayon de
giration de 35 mm. Ce moteur tourne avec une vitesse de 1725 tours
par minute dans le sens précisé sur le dessin. Le disque sur lequel le
moteur est fixé tourne avec une vitesse constante de 48 tours par
minute dans la direction montrée.

Déterminer la composante verticale des forces de réaction sur les
appuis A et B.

%
2o\
1«,3#':}! |
o (TN

-ul

Rem : Simplifier au maximum ’expression.

Mg
dt

@ et Q constant :

=0=im,,+C

e, g

172527 'w_48.2.7r
60 60

avec Cg :”F(_)ch)" avec m =2,5kg ; r, = 0,035m ; Q

C. = 2,5k.(0,035mmy? 112527 8827 _ 230 g, s
¢ 60 60 1000

=>0=aR, —aR, +mrg2Qa)

) {d_R
dt

=>a(Mg—RB)—aRB +mrg2§2a)=0

=0=R,+R,— Mg

z

mr’Qaw 2t 2
@—i— B 81+35 T .£=5981+49'23'7[

R, = " 2509, 9,
_ 2 2 1000 40.24
mr’Qa 2 7t 2
R, =M8 _MLE0_gg g 35 23 _5ggy 29237
2 2a 1000 24 40.24

-5/11 -




Question 4 : Systeme bielle-manivelle + disque soumis a la gravité (4 points)

Le systéme comporte deux barres AB et BC homogenes identiques de masse m et longueur L et un disque
homogeéne de masse m et de rayon 7. Les barres sont articulées en 4, B et C grace a des liaisons rotoides
parfaites. Le coefficient de frottement entre le sol horizontal et le disque est supposé suffisant pour éviter tout
glissement. @représente I'angle que fait la direction verticale avec la barre AB. « est I’angle caractérisant la
rotation du disque.

On demande :

1. de déterminer sur le dessin le CIR de la barre BC.

2. d'établir I'(Ies) équation(s) du mouvement (en fonction des parameétres de 1’énoncé) par le théoréme de
Lagrange en prenant comme coordonnées généralisées « et 6.
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relation entre 0 et & (x=AC=2Lsin@) : x=rd =2Lcos0 => 4 (2L cos 056 — rda = 0)

0G, = %sin 01 + %cos HTy

2 2 2
lﬂéz +|— 9—co 00* + =—sin> 06* +l£02 mx2+lmr a’
23 24 4 212 2" 22

2 2 2
T= l£02 " o12 cos? 6’«9'2+EL—6'?2+1—mL 6 +3mr o2
23 2 2 4 2 12 4
1 8ml’ 3mr’ .,

T=—""""0%+ml’cos’ 09* +
2 12

~N
Il

1 8ml? - 3mr?

V=—2.(mg%cos€] = L—2 > 0* + mL* cos 60* + a’ +mgLcosf

ia—L,—a—L A e 3 2 —Ar=> A = 3 i = —im(—zL sin 06° + 2L cos 60
dt 0oa OJa 8a 2 2 2
d 0L oL 8mL* .

276 38" 21 =>— =0 +2mI’* cos® 00 — AmI’ cos Osin 00 + 2mI* sin @ cos 06” + mgLsin@ = 1, 2L cos O

=> %4‘ 2cos? 6’)6’ sin 200* + i smH (3 $in 2606 — 6 cos> Hé)

= (3+800s 0)6’ 4sin200* + Zsm@ 0
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Question S : Essieu (3 points)

On considére le systéme matériel constitué d’une tige rigide horizontale, de longueur 2L et de masse m, a
répartition de masse uniforme, équipée, a chacune de ses extrémités (et orthogonal a la tige), d’une roue
cylindrique verticale, de masse M et de rayon R, libre de tourner autour de son axe coincidant avec la tige (voir
la figure). Les roues sont modélisées comme des disques, c.-a-d. des figures planes.

Les roues parcourent une circonférence de rayon 2L, ce qui signifie que le point milieu de la tige est fixe ; de
plus, les 2 roues roulent sans glisser sur le sol. On exerce sur la tige un couple pur de valeur C(f), d’axe
vertical. La fonction C(t) est donc supposée connue.

Choisissez les coordonnées généralisées. Y a-t-il une relation liant ces coordonnées et leur dérivée ?
Déduisez-en le nombre de degrés de liberté du systeme.

Angle caractérisant la rotation de la tige
Angle caractérisant la rotation des roues

‘7 ctige :La) 0 TH L
Vitesse de C; (centre du cercle ) _Cl e 1 ( ) = |0, =—,

vCleroue = Ra)Z (w)TH R

=>1ddL
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Déterminer la (ou les) équation(s) différentielle(s) décrivant I’évolution du systéme

VCletige :LHTH }:> ¢:£6
vCleroue = R¢16’ R

R1 1i¢ a I'axe avec z vertical. => @y, 0 = @ = o1
R2 lig alaroue 1 => @, =@, =01 + @1
L-¢l,

R3 lié alaroue 2 => @,y 5 = 0, =0

2 12

axe

V=0 (potentiel constant)

L=T

2
AT T o [™Mpayp + MR 16— e
dt 00 00 3 2

2L 2 242 2 2
:lluez} +2{ML0 +1(MR 4 MR ezﬂ :_(
2 4 rouel{(/'):%tﬂ 2 3
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Question 6 : Bateau (3 points)

Un bateau est modélisé sur la figure ci-contre.

En supposant que chaque solide S; est caractérisé par sa masse m;,
la position de son centre de masse G; ainsi que d’une matrice

d’inertie [/ , déterminer tout ce que vous pouvez déduire du
1

systéme sans faire de calculs pour identifier les éléments d’inertie.

0G, = (al.,bi,cl.)
3 4 -D, -E 3 A4, -D, -E,
IGI(SI) =\-D, B -F|; Icz(sz) =\-D, B, -F, *l

_El _E Cl _Ez _Fz Cz

Sg G!

— A3 _D3 _E3 _ A4 _D4 _E4 —— 55
]GZ(SS) =\-D; By, -k |; ]G2(54) =|-D, B, -F,

-E. -F C _E -F C (mat=tige ; voiles=triangles)

3 3 3 4 4 4

S1: grace a la symétrie du domaine d'intégration suivant l'axe y: D, = F; =0

S$2: le mat est suivant z, => le domaine d'intégration unidimensionnel est suivant cet axe (0,0,z,)
=C,=D,=E,=F,=0; 4,=B,

S3: Le domaine d'intégration est nul suivant l'axe y, (pas d'épaisseur)
Pben2D =>B,=4,+C, ; D,=F, =0

S4: Le domaine d'intégration est nul suivant l'axe y, (pas d'épaisseur)
Pben2D =>B,=4,+C, ; D,=F, =0
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Déterminer chacun des ¢léments de la matrice d’inertie du systeme complet évalué en G1.

4 0 0 (c—¢) 0 (4, -a,)(c—¢,)
1_01(s2) 0 4 0|+m, 0 (al a2)2 +(c —02) 0
0 00 (a -a,)(¢ c2) 0 (a —a)
G,G, =(a,—a;,0,¢c, —¢;) et G,G, =(0,0,¢, —
A, ¢~ 0 _(az _a3)(cz _cs)
Ipsy=| 0 4+C 0 (a,—a,) +(c, —¢,) 0
—E, a3) ) 0 (a2 -a, )2
0
=1, G/(53) 163(“) m, 0 (61—63)2 0
0 0 0

A=[AI]+[A2+m2(c1 —02)2J+[A3 —m3(c3—cz)2+m3(c3 —cl)z}
Bz[Bl]J{A2 +m2((a1—a2)2+(c1 —cz)z)J+[(A3+C3)—m3((a2—a3)2 +(02 —c3)2)+m3(c1 _03)2}
- C=[C1]+[O+m2(a1 —a2)2]+[C3—m3(a2 —a3)2}

D=[0]+[0+0]+[0+0]=0
E=[El]+[0+m2(a] —a2)(cl _c2)]+[E3 _m3(a2_a3)(c2_c3)]
F =[0]+[0+0]+[0+0]=0
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BROUILLON
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BROUILLON
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