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:>377—m772(m—772J +k(77—1)

B 3 degrés de liberté (les coordonnées de Lagrange : x, y, 6)
G(xy) Dansun plan horizontal (V=0) : formule de I’énergie cinétique appliquée a un
N

solide.
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:m(x2+y2)+%¢92 avec IZ(A):IZ.(A)+md2:mIZ (z' passant par A).

Or, le moment d'inertie d'un point (masse ponctuelle) est nul, donc il ne reste que le terme md? :

d oL oL .. . .
X: ————=0=> X=0 = x=x, =>x=x +x,
dt ox Ox
AL GGy gy s
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L’énergie cinétique peut aussi se trouver par la formule ci-dessous pour un systéme de points, en
exprimant les coordonnées des deux points et en les dérivant.

omx Oomx omx dmx dmx dt X
Rem: —=m; —=0; —=0; —=—"—=m—
ox ox ox dx dt dx x
4 degrés de liberté (les coordonnées de Lagrange : x, y, 6, 1)
Dans un plan horizontal : Energie cinétique appliquée a un systéme de points. B

1 m((dx,Y dy Y om((dx,Y dy ? G(xy) 0
L=T== my2="j|| =4 | 4| XZ4 A Y Rt S TN e B e N o (S

Q2 2[(dtj (dz} 2|\ U di A -
avec A(x, —gcos 0;y: —gsin 0) et B(x, +gcos 05y, +%sin 0) o

VA()'C—gcose+gsin9¢9;y—gsin9—%cosﬁé) et VB()'H%cos&—ﬁsinﬁé;y+ﬁsin9+%cos€9)

L=m(i? +y'2)+%(772+7729'2)—§(77—1)2
x: k=0 => x=xt+x,

y:y=0 = y=yi+y,
md

. . . m .
=>10: LL(26)=0 =6+ 276 =0 et Zppo=C
S (70) 720 + 21y et 11
. 2
n: Zii-2nor+k(n-1)=0 = ﬂﬁ—2C3+k(n—1)=o
2 2 2 mn

La 4™ équation peut aussi s’obtenir avec le théoréme de la conservation de I’énergie : T+V =E,

=ik 2yj})+%(2f77’7’+ 20762+ 21266 )+ k (n—1)7 =0

0

2.
Si on a une tige de longueurl: L=T = %()&G 2+ ysH)+ % m; 67 => Mouvement inchangg.




1.d Dans le plan vertical, on doit rajouter le terme du potentiel dans le Lagrangien
2 2

ml
L=m(x*+y?)+— 1 —2mgy avec y: y=—g => y——gt+y0—>y——g2+y0t+y0

2. Condition de roulement sans glissement :
X=R¢p, ; =R, ; x=rf=2 (1)
o 5 parametres de positions :

60° 30 4 équations liant ces paramétres dépendants
=> 1 ddl = 1 coordonnée généralisée

1 1 _= m mR* m m,R* mr* .
T=Y|=mv, *+—al, o |=| —Li*+——¢> |+| =222+ —2—@7 |+| 0+—0*
(2 i"G; 2 it G; lj (2 4 golj (2 4 % 4
2 .9 2 .o 2 -2
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V =mgxsin60+m,g(Lsin60—zsin30) = mngT—ngEZ-i-ng% avec le sol comme réf.

z=C—(L—x)ou C estlalongueur du cable. => V = mlgx73 - ng%x + Const

3
L:T—V:%(m1 +m, +%Jx2—gx(m—%J+Const

2

Toutes les forces dérivent d'un potentiel :

my —3m
4oL oL _ =0 : l(3>ml+3m2+m)5c'+g _\/gml_ﬂ =0=>X= ( 2 1) g
dt ox Ox 2 2 (3m, +3m, +m)

OU par la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

T= Z( mye 24— a)iIGia_)ij:[%x2+mngbf]+(%z'z+m24 ¢§]+£0+m7r92j

X =R, o0x—Rop, =
z=Rp, . 0z—Rop, =0
x=r6 ox—rofd =0
2=r0 0z—ro6=0

V = mgxsin60+m,g(Lsin60—zsin30)+ Const avec le sol comme réf.

V3L

3 1 3 1
V=m1gx——m2g—z+m2g— = mlgx——ng—erConst
2 2 2 . 2 2

C est la longueur du cable.
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m ., MR ., m, . mR" ., mr’
X+ =+ =
2 s 175 g 27y

L=T-V= — 0 —mgx~— 23 +m2g%z+C0nst

Toutes les forces dérivent d'un potentiel : a)a ) o Z l%
ar\oq, ) aq, g,




+ A
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ia_l_’_a_l‘_zli%: mlR ——RA (1)
dt 0p, Op, T 'op 2 -
doL oL _ 'a¢i . mR* G, =—RA, (2) (1): ﬂ'l___gol
e e T 2 @) :4 mR .
. =— o
dt ox  ox ~  Ox 2 ) ‘/§m1 mR .
d oL oL od BG)H) :mi+g =
_*‘_—Z/@—" myX — g— A+, @)
#e & T8 @H2)  mi— g = MR
4oL _ oL _ 2’1% 9 e —rh 5 2 2 2
dto6 06 < o0 -
Bm, mR . . my, mR .
(1),(2),3),(4)->(5) : —9_— - Tl_ ; ¢1_m2x+g72_ ; é,

mré + 2m X + m R, +2m,%X + my,Rp, = gm, — g\/gml

Si on fait les remplacements en fonction de x, on obtient :

mx +2m % + m X + 2my X + m,x = gm, — g\/gml

=> (3m1 +3m, +m))'é

= (mz _\/§m1)g

Tzlm
2

1 mR?

))L 3 OG=x1, +R1, => v, =(x-RO)1, +x01,

Condition de roulement sans glissement :

VPecorde :xg‘Ty]
B d(xTlerRTlerRTyz) o — L .
erdisque: dt ZX]X1+xe]yl_R01XI_R(9+(p)]xz qu;dx}vﬁ—l—xe])/l-i—Ri
0=P
=x=-R¢
2
N2 . 1 mR? X .
L:T—Vz—m((x—Ré?) +x292)+5m2 (e-%} +mg(xcosd — Rsin6)

e:m(xzé+2xxé—R(x—Ré))

mR?

g

x:m()'c'—Ré)—m—R 6-=> —mxéz:mgcos9:>ijé—§R67—x¢9'2:gcos€ (—
2 R 2 2

6- %) =—mgxsin@ —mgR cosé

=> x0 + 2x0 — RO* =—gsinf (=th§‘ )
y

Condition initiale pour que la corde reste verticale :

0(0)=0 et 8(0)=0 => Xz%g

Les axes centraux principaux : // a AEng en G. Les produits d’inertie sont tous nuls.

mR? mR*  mh? 2= - o1 nY
lig =" Lo =le ==, et a)=¢97(1§G+1;G), v62=22+5(R+5j 6
2 . 2 . 2 2 .
r=" z'2+l R+ﬁ 6> +l mR l6?2+ mR? | mh 162 et V=mgz+C
2 2 2 20 2 2 4 12 )2
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a) Aﬁxe:szzl

avec / constante => on a une rotation uniforme @ =6, + 6t

o1,

5 (9+ )2 et V=—mg(xcosl9—Rsin¢9)

1




2 .
b) Amobile L=T-V = %Z’z + m%@z —mgz (2 degrés de liberté)

. IS . 5
z: z+g:0=>z:—g5+zot+zo et 6: 0=0

=>0=0,t+06, (2—2 =0=> Z—Ié = constante => intégrale premiérej

I
T+V=E, est une deuxiéme intégrale premicre.

5. 4 /\ R Coordonnées généralisées :
"I ox X 4 u : détermine la position du centre de masse de la planche (S;
! (suivant x)
Sy 1 . .
z T @ : détermine la rotation des deux rouleaux (S; et S>)
I . .
“ » 7 % il n’y a pas de glissement entre les rouleaux et la planche donc on
| 7  E— 7 1 peut écrire @ en fonction de u.
[ ] B L
G C,

Vieq, =rgl =V p=ul, =>¢=u/r

0 : détermine la rotation du demi-disque autour de 4. (S,)

x : détermine la position de A (suivant x)

=> il n’y a pas de glissement entre le demi-disque et la planche donc on peut écrire x en fonction de u.
Degré de liberté = 2 .Les paramétres u et € détermine entiérement la position du demi-disque.
Calculons les équations du mouvement par Lagrange.

Considérons le systéme complet = {2 rouleaux (m) + planche (m) + demi-disque (M)}

= 2 52
T=T, +Ty +T, +T; avec Ty =1551 I, @ =%m2r ¢2=%m“ (avec 7, =0);
1_ = _  1mi® _=_ 1 . _
Iy, 5%, Ie, 55, ;Ts3szvf;JrEa)S}.IB.a)S}:Emuz (avec @, =0)
! s T = _ MR>
T, EmVG+EwS4‘[G'wS4 avec @5 =—01 ,1, = 5 — Ma?

Vg =V, + 0, sz(u +R6"—ac0s6’t9')i +(asin99)Ty (avec JG = (—asin@)i +(R—acos0)Ty)

M . . . . . 1( MR> .
=T, = 7(142 +R’0° +a’0” +2R0i —2acos 061 — 2a cos€R¢92)+5( —Mazjﬁz
V=Vs +Vs +Vs +Vs =0+0+rmg+(R—acosf) Mg =C —aMg cos

1 o 13M ;. . : :
=L =5(2m +M )i’ +537R26’2 + MRO1 — Ma cos 061 — Ma cos ORE* + aMg cos 6

Toutes les forces dérivent d'un potentiel

=>ia—L.—a—L=O: MR 3—R—2a0050 6 +M (R—-acos®)ii+ MRasin09” + aMgsiné =0
dt o0 06 2

=>ia—L.—a—L=0: (2m+M )i + M (R —acos8)d + Masin06” =0
dt ou Ou

Intégrales premicéres :

T+V=E,: %(2m+M)u2 +%3TMR292 + MRO1 — Ma cos 001 — Macos ORO* + C — aMg cos6 = E,
6_L:0 => ia—L'zo :>8—L‘:C0nst: (2m+M )i+ M (R - acos8) = Const
Ou dt ou ou

Pour les problémes relatifs au Tps et aux laboratoires, contactez Emmanuelle.Vin@ulb.ac.be
Pour les problémes relatifs aux projets Matlab, contactez CFAO.Matlab@ulb.ac.be

Corrigés disponible sur http://cfao.ulb.ac.be/cfao/teaching/meca2/tps.html




