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Appliquées Corrigé de la séance 9

l.a 3 degrés de liberté (les coordonnées de Lagrange : x, y, 0)

B
Dans un plan horizontal (V=0) : formule de 1’énergie cinétique appliquée a un solide. G(xy) )
M1 omf(axp (aV) 1 [0 ° Y
L:T:(v62+a).16.a)) =7 [xj +( yj +—@
2 2 2

— — w.l0 . 0
solide 2’ dt dt
0 0 [I.(A)+1.(B)Rem
omx
=m(x>+y avec I (A)=1.(A)+md?*= m— (z passant par A). e
Or, le moment d'1nert1e d'un point (masse ponctuelle) est nul, donc il ne reste que le terme md? : Omx =0
d oL oL ) - . a
X: ————=0= i=0 = x=x,=>x=x¢+Xx, omx
dt &x  ox o O
d oL oL .. o . : :
yi—————=0=>y=0= y=y,=>y=pl+y, %:@ﬁ
dt oy Oy dx dt dx
d OL OL .. . . . ¥
0: === = =0 =>0=0,=>0=06,t+0, =m=
dt 00 00 X
L’énergie cinétique peut aussi se trouver par la formule ci-dessous pour un systéme de
points, en exprimant les coordonnées des deux points et en les dérivant.
1.b 4 degrés de liberté (les coordonnées de Lagrange : x, y, 6, 1)
Dans un plan horizontal : Energie cinétique appliquée a un systéme de points. B
2 2 2
d d d. d G(xy)
dt dt 2 dt dt n
avec A(x, — T cos 0;y. — 7 in 0) et B(x, + 7 cos 0;y. + 7 in 0) '
2 2 2 2
VA(X—QCOSQ+QSin99;y— i sin@—gcosﬁé) et VB()'C+Qcos9—Qsineé;y+gsin9+ﬂcos€€)
2 2 2 2 p 2 2 2 2
xX:X=0 => x=xt+x,
L—m( e ) ( 292) k( = V=0 =>y=yt+y,
m(xX*+y)+—(n*+n n-1) ==, . .. . .
2 3 0: ﬁ1(7720):0 =n20+2n16=0 et ﬂ7720=C
2 dt
L7 %r]——n92+k( -1)=0 = 2C (n-1)=0
La 4™ équation peut aussi s’obtenir avec le théoréme de la conservation de 1’énergie : T + V =E,
d(T+V : . ’
ar=+v)_ m(zxx+2y'y)+ﬂ(2f7ﬁ+2777‘792+27729@)+k(n—1)ﬁ =0=" 5 2 < +k(n-1)=0
dt 4 2 mn?
Le Si on a une tige de longueurl: 7 =7 = *(xc +9)+— 1 ml? 292 => Mouvement inchangé.
212
1.d Dans le plan vertical, on doit rajouter le terme du potentiel dans le Lagrangien
2 2

L=m(+)?)+2—6~2mgy avec y:ij=-g => y=-gt+y, —>y——g2+yot+yo

2. — . —
T:ﬂvc2 lﬂez avec OG = x+£sin6’ 1+ icosﬁ x+lﬁcosc9 —iesine 1,
2 212 2 2 2 2 !

2 .
et V——mglc059 = =" +l 6’2+21x6’cos€ L ml +mg£cos€
2 2 4 2 2 12 2

X: mk+m£§cos€—miézsin¢9=0 a—L.=C intégrale lére
2 2 ox
? . > [ .
O: m—O+m—icos@+m—0O+mg—sind =0
4 2 12 2
Pour des petits mouvements (a 1’équilibre stable) : sin@ =6 ; cos@ =1 et les termes non linéaires sont négligés

X+£é:0 et £é+£+ié+§9:0
2 4 2 12 2




3.

Les axes centraux principaux : // a2 AEn en G. Les produits d’inertie sont tous nuls.

mR> mR*  mh? IOV Y- .o 1 hY
lig =" Lo = Lo ==+ etcv:€2(%6+kﬁ);\%2222+2(R+2j 6>

2 . 2 . 2 2 .
r=" z‘2+l R+ﬁ 6> +l mR l492+ mR +mh 192 et V=mgz
2 2 2 20 2 2 4 12 )2

2, .
a) Afixe: 7= %02 avec / constante =>on a une rotation uniforme & =6, + 6t
2
b) Amobile J=T-py=""s221 1 e 92— mgz (2 degrés de liberté)
2 2

2 . L L
z:Z4+g=0=>2z= —g%+ Zt+z, et 0: 0=0 =>0=6,t+0, (29 = constante => intégrale premiérej

T+V=E, est une deuxiéme intégrale premiére.

Le seul degré de liberté est 6 (O=r6/R). w(cercle)= ¢5-9 car défini la vitesse angulaire relative du cercle 0 et

¢f défini la vitesse angulaire d'entrainement du cercle .
. 2
Ve =R=(R=r)cosgs ve*=(R—rPg 1o=""— 1 V=-mg(R~r)cos
2

T=%((R—r)2¢fz)+ 1 mr2(¢_9) %m(R—r)zqu ; L:T—V:%m(R—r)2¢2+mg(R—r)cos¢

22
T+V=E, est une intégrale premiere.
oL 3 . 0L . 3 . .
—=—m(R-r)¢p ; —=— R-r)sing => —(R- +gsing=0
29 SMR=r)4 o9 mg(R —r)sin ¢ S (R=r)g+gsing

Pour de petits mouvements : 44 ;24 =0 avec w*= 28 = oscillateur harmonique

3(R-7)

est le moment d’inertie du cone par rapport a la génératrice de -~

contact g. ® = la vitesse instantanée de rotation.

Dans le plan de symétrie du cone passant par g, on a :
OA=lIcosa ; OA=1Icos’al +lcosasinaTy s o=l

Le seul degré de liberté est 0. O est un point fixe du solide. /,
<. .

v, =Y, +AO0x® =lwcosasinal.
v,=A0'01 =lcos?ab1.
3MR? 3MR?* 3Mh?
I.= ;1= + ;
10 ’ 20 5
I, = J'(y2+zz)dm :J.((x'sina —y'cosa)*+z¥)dm :I(x‘zsinza+y'2cosza—2x'y'cosasina+(cos2a +sin %) z?)dm

h? 3MR? R2(3ALR2+3A4h2] 3MR?

} == 6’cotga

=cos’al,—2cosasinaPl, , +sin’al ,=— +— = (R*+6h%)
’ ’ 10 2\ 20 5 20(R?+ h?)
. M .
avec R=I/sina; h=Icosa => Ig=%51n2a12(1+500s2a)

V =-Mgz, =-Mg % lcos?acos@sin B; T = %% I2sin 2a cotg?a*(1+5cos2a)
doL oL
dt 00 00
Intégrale premiére: T+V = E, => [(1+5cos2a)0*—10g cos@sin = —10g cos b, sin B

L=T-V = =0 =>I(1+5cos2a)f +5gsin@sin f =0
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