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Cinématique du solide, cinématique instantanée, CIR

Formulaire

Distribution des vitesses : v, =V, + @X BA

Distribution des accélérations : a, =a, +& X BA + &X ((T)x ﬁ)

Distribution des vitesses et accélérations

1.

v, et vy sont les vitesses (vecteurs coplanaires) des extrémités
de la tige AB a I'instant . Déterminer a cet instant la vitesse
angulaire de la tige en fonction de v,, v; et 6.

Le parallélogramme ABCD est en rotation dans le plan Axy,
autour du point A.
Si o est constant, calculer la vitesse et 1’accélération de son
centre de masse G en fonctionde 8,6 et 8.
Utiliser

a) la méthode de dérivation des coordonnées.

b) les formules de distribution des vitesses et des

accélérations.

Ay

Mouvement instantané

3.

On considere le systéme a 3 barres coplanaires représenté ci-
contre. La barre AB, a cet instant, a une vitesse angulaire
instantanée de 6 rad/s et une accélération angulaire instantanée
nulle.

On demande de déterminer les vitesses et accélérations
angulaire instantanées correspondantes pour les barres BC et
CD.

A I’instant ou le systeme représenté est dans la position
indiquée (OC verticale, BC horizontale), @=2rad/s et v4=1.2m/s.
1.) Calculer a cet instant la vitesse angulaire de BC.
2.) Déterminer la position des centres instantanés de
rotation de BC et de AB et vérifier graphiquement.

7
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Une plaque triangulaire est accrochée a I’aide de deux barres de
longueur différentes.
1. Calculez la distance AC pour que la hauteur OS du
triangle soit horizontale dans la configuration donnée
par le dessin.

A T’instant représenté, la barre AE tourne a la vitesse angulaire

constante 0 de 3 rad/s.

2. Quelle est la vitesse angulaire instantanée ? de 1a
barre CD ?
3. Calculer la vitesse et I’accélération du point S..

> o

Un mécanisme dessiné ci-contre est utilisé pour pousser des
petites boites de leur position de stockage sur un convoyeur. Au
moment initial, OD et BC sont en position verticale. BC tourne
a vitesse constante dans le sens horlogique pour effectuer un
tour toutes les deux secondes. Pour la position dessinée,
déterminer la vitesse angulaire de chacune des barres ainsi que
la vitesse a laquelle la boite est poussée horizontalement sur le
convoyeur.

Mouvement relatif

7.

Bille se déplagant dans un tube en rotation.

Le systeme est constitué d’un tube s pouvant étre mis en
rotation autour de I’axe vertical Oz a I’aide d’un moteur. On
désigne par o la vitesse angulaire (constante) de ce tube par
rapport au bati Sy. A ’'intérieur de ce tube, une masse m, de
centre de gravité c, peut rouler sans frottement.

Déterminer 1’accélération du centre de gravité ¢ de la masse m.

Les deux branches d’un T symétrique ont méme longueur L. Le
T, ABC, est articulé en A sur un axe vertical OZ. Un point P
peut se déplacer le long de BC. Le T peut tourner autour de A
dans le plan vertical zOx, qui, lui-mé&me, peut tourner autour de
OZ.

a) Déterminer la vitesse ainsi que 1’accélération du point
D.
b) Déterminer la vitesse du point P mobile sur la tige BC

S
=

a

v
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9. Ala fin de la piste de décollage, 1’avion effectue une légere y
rotation avant de décoller. La vitesse et ’accélération de I'avion ‘
exprimées au niveau du point C sont v, et a,.

L’angle 0 entre le sol et I’avion évolue avec la vitesse ®=d6/dt
et 'accélération € = dw/dt. Une personne A marche vers 1’avant
de I’avion avec la vitesse et 1’accélération suivante : v, et a,.
Déterminer la vitesse et 1’accélération de la personne A vue par
un observateur au sol.

10. Une tige mince AB de longueur 3L est reliée comme indiquée 7z 4
sur la figure par deux glissieres a deux droites perpendiculaires
OX et OZ qui tournent dans un plan fixe Oxz. W]
Calculer les composantes dans les axes XYZ de la vitesse B
(absolue) et de I’accélération (absolue) du centre C de la tige
1. par dérivation des coordonnées de C dans les axes XYZ
2. par application des formules de distribution des f
vitesses dans un solide 0 >
3. apres avoir déterminé le mouvement du point C.
Déterminer entierement le mouvement instantané de la tige AB
4. pour un observateur attaché aux axes XYZ
5. pour un observateur attaché aux axes xyz (discuter les différents cas correspondant aux valeurs de @et

)

eCIR

11. C C

(a) (b)

Déterminer pour chacun des deux cas, la vitesse angulaire de la barre CB a I’instant dessiné.

12.Un tapis roulant incliné d’un angle @ par rapport a I’horizontale et avangant & une vitesse constante v, permet de
passer avec des caddies du niveau parking au niveau magasin du supermarché. On considere un caddie parvenu
au niveau supérieur dont les roues avant ont déja parcouru une distance x sur le sol horizontal.
L’entre-axe entre les roues avant et arriere est L
La personne qui pousse le caddie marche sur le tapis roulant et le fait avancer avec une vitesse relative v,
Les roues, de rayon R, roulent sans glisser sur le tapis
et sur le sol.

On demande :

1. la vitesse et I’accélération angulaire d’une des Ve

roues arriere. —
2. la vitesse angulaire du caddie L
3. la vitesse du point d’une des roues arriere qui -

se déplace le plus vite - L sol fixe
4. la vitesse du point d’une des roues arriere qui 1

se déplace le moins vite N N Pt . x R

tapis roulant >

5. laposition du CIR du caddie.
p e 4

Vi
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13.La roue circulaire de rayon r tourne librement autour du bras
coudé CO en rotation autour de I’axe vertical a la vitesse “
angulaire constante de p rad/s. Le disque roulant sans glisser sur
le plan horizontal a une distance R. de I’axe de rotation.
1. Déterminer entierement le mouvement instantané du disque
(’axe instantané de rotation, la vitesse angulaire wet
I’accélération angulaire £de la roue).
2. Déterminer la vitesse et 1’accélération instantanée du point
du disque opposé au point de contact. R

PS : L’axe x est toujours horizontal.

14. A I'instant ou le disque de rayon R est dans la position indiquée
sur la figure, et en supposant que les vitesses angulaires ; et
@; sont constantes dans le temps,

1) Déterminer les composantes dans les axes xyz (x est
I’axe horizontal du mécanisme et y 1’axe vertical) de la
vitesse et de I’accélération angulaire du disque, ainsi
que la vitesse et I’accélération du point A.

2) Discuter le type de mouvement du disque en fonction
des valeurs @;, @, et w;. Et préciser dans chaque cas ce
qui permet de caractériser entierement ce mouvement.

3) Tous les points de 1’axe hélicoidal instantané ont-ils le
méme vecteur accélération ?

NB : O est un point fixe

15. Un disque de rayon R peut rouler sans glisser a I’intérieur d’un
anneau circulaire mince (fixe) de centre O et de rayon 4R.
Au centre C du disque est articulée une tige mince homogene
de longueur 4R dont I’extrémité D peut glisser le long de
I’anneau.
Le systeme est dans un plan fixe.
En choisissant comme coordonnée généralisée I’angle € indiqué
sur la figure, déterminer les types de mouvement du disque et
de la tige, et indiquer ce qui les caractérise entierement.
Calculer les composantes dans les axes xy de la vitesse et de
I’accélération du centre de masse G de la tige.

16. Une tige homogene AB est fixée en A et s’appuie sur un disque
circulaire de rayon R et de centre C de maniere telle qu’il y a
roulement sans glissement entre les deux solides, alors que le
disque peut se déplacer sans frottement sur I’horizontale passant
par A (le systeme est dans un plan vertical fixe).

Déterminer la vitesse du point C ainsi que la vitesse angulaire de

rotation du disque en fonction de 6 et 8
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17.La bague extérieure du roulement a billes roule sans glisser vers
la gauche avec une vitesse de son centre O égale a v.
L’axe central qui est enserré dans la bague intérieure du
roulement, tourne dans le sens trigonométrique avec une vitesse
angulaire 2.
Déterminer la vitesse angulaire instantané @ du roulement du
bas.

18.La figure ci-dessous représente un broyeur. La roue circulaire (AB) de rayon R tourne librement autour du bras
CD en rotation autour de 1’axe vertical OO’ a la vitesse angulaire constante de 2 rad/s. Le disque AB roule sans
glisser sur le plan horizontal.

L0’ B

N

0

1) Déterminer entierement le mouvement instantané du disque (la vitesse angulaire @ et I’accélération
angulaire € de la roue).
2) Déterminer la vitesse et I’accélération instantanée du point du disque opposé au point de contact.

19.En 1985, John Howard établit un record de vitesse a
vélo. Roulant derriere un véhicule servant a réduire la
résistance de I’air, il atteint une vitesse de 152 miles a
I’heure. Le mécanisme d’entrainement de la bicyclette
est composé d’une roue dentée de 12cm de rayon relié
al’aide d’une chaine a une autre roue dentée de 3cm de
rayon. Cette derniere est solidaire d’une roue dentée de
10cm de rayon reliée par une deuxieme chaine a la
roue dentée de 3cm solidaire de la roue arriere. Le
rayon de la roue arriere est de 23.5cm.

Lorsque cet athléte roule a une vitesse de 152 miles a
I’heure, quelle est la vitesse de rotation du pédalier (en
tours par minutes) ?

PS : 1 mile=1.609344 km
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Caractéristique des mouvements

20.Deux tiges AB et HE, de longueur L, sont soudées a angle droit A
en (milieu de AB) pour former un té. La glissiere H peut
coulisser sur OZ et la tige AB glisse dans le plan fixe OXY.
La position du té est repérée par les angles @ et 6 variables. NH
A I’instant représenté sur la figure ci-contre, on demande :

1. de calculer le vecteur vitesse angulaire
instantané du té ;

2. de calculer la vitesse des points H, A, B et
E; 0 — p

3. de discuter la nature du mouvement (3)

7=z

instantané en fonction de 4 et 4 ; dans
chacun des cas identifiés, caractérisez
entierement celui-ci.

Cinématique des solides

21.Déterminer une relation exprimant la vitesse verticale v de la
voiture en fonction de €. Le piston sort du cylindre a la vitesse
u.

2 2
REPy = 2u\/b +L° —2bLcos @
Ltan 6

22.Le probléme est plan (2-D). Le systeme, soumis a I’effet de la
gravité, est composé de : g
- Un anneau de masse M, de rayon R et de centre A, qui roule
sans glisser sur un sol plat.
- Un disque de rayon a, de centre B, et de masse homogene
m.
- Une barre AB, de masse négligeable, articulée en A et
autour de laquelle le disque peut tourner librement

En cours de mouvement, ce disque roule sans glisser sur la piste
de forme circulaire formée par I'intérieur de 1’anneau.

Déterminer la vitesse angulaire de chacun des solides en fonction des degrés de liberté que vous définissez.
Déterminer la vitesse ainsi que 1’accélération du point B.
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23.Un cube de coté d a son centre de masse G fixé sur une tige 0
OG, qui le traverse par le milieu de deux faces opposées. B

L’extrémité O est fixe et OG = L. La tige OG tourne sur elle-
méme ( 6 (1)), et est, de plus, animée d’un mouvement de Q_) ‘ A
rotation ( ¢( t)) autour d’un axe vertical fixe avec lequel elle fait l
un angle constant o. a

Déterminer la vitesse du point A (un des sommet supérieur du
cube)

0,

a) par les formules de distribution des vitesses.

b) par la méthode de dérivation des coordonnée dans les axes liés a la tige.
Déterminer 1’accélération angulaire du cube dans les axes liés a la tige.
Déterminer 1’accélération angulaire du cube dans les axes liés au cube.

24.Le double pendule de la figure ci-contre est placé dans le plan
vertical. Ce double pendule est constitué de deux barres
homogenes AB et BC de masse m et de longueur L. La barre AB
est reliée au bati s par une liaison rotoide parfaite en A et a la
barre BC en B par une autre liaison rotoide parfaite. La position
de ce pendule est repérée par les angles 6, et 6;; I'angle 6, étant
l'angle que fait la barre AB avec la verticale et I’angle & est
I’angle que fait la barre BC avec la barre AB.

On demande d'exprimer en fonction de ces deux angles la vitesse absolue vg; et 1'accélération absolue ag; du
centre de gravité G, de la barre AB ainsi que la vitesse absolue vg, et I'accélération absolue ag, du centre de
gravité G, de la barre BC par rapport au bati.

25.Le bras OA tourne autour du point fixe du cylindre O a la

vitesse de 90 tours par minute dans le sens horlogique. a
Déterminer la vitesse angulaire de rotation instantanée du solide S
central S;.

1. Sila bague extérieure est fixe

2. Sila bague extérieure est en mouvement de rotation de

80 tours/min autour de O (sens anti-horlogique).

Vérifier graphiquement. S,
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26.Le manege représenté ci-dessous est composé de 3 bras (S,)
fixés rigidement sur S; (moteur de rayon r). Ce socle tourne  la

vitesse constante & autour de ’axe vertical. Sur chacun des bras
S, (de longueur L) est articulé un bras S; (vertical au repos). Le
mouvement du bras S; se fait dans le plan défini par S, et S;. Une
nacelle S, est fixée, en son centre, au bout du bras S;. Celle-ci

tourne autour du bras avec une vitesse angulaire constante 7,
Un bonhomme est assis dans la nacelle S, , sa té€te (P) est située
a une hauteur £ de la face supérieure de la nacelle.

1. Déterminer le vecteur vitesse angulaire de la nacelle
occupée par le bonhomme.

2. Choisir le repere dans lequel vous exprimerez la vitesse du
bonhomme. (Préciser les axes sur le dessin) 60°

3. Quel vecteur allez-vous donc utiliser pour dériver les axes
de votre repere ?

4. Si le bonhomme est solidement attaché (considérer la
nacelle et le bonhomme comme indéformable), expliciter
la (Ies) équations donnant la vitesse de la téte P ainsi que
tous les termes (vecteurs) compris dans ces équations sans
effectuer les produits vectoriels.

Position au repos

5. Déterminer I’accélération angulaire de la nacelle S,.
6. Déterminer I’accélération subie par la téte du bonhomme P (en explicitant tous les termes encore inconnus
et sans effectuer les produits vectoriels).

27.Un manege a sensation est modélisé de la maniére suivante :
Un disque Sy, incliné d’un angled, par rapport a I’horizontale, est en rotation constante (@;) autour de I’axe OO’
passant son centre O dans le sens horlogique.
Quatre dispositifs semblables (S, Sp, Sc, Sp) sont placés aux quatre points du disque (O,, Op, O, Op) distant
d’une longueur L1 du centre du disque. Chacun de ces dispositifs tourne autour de son centre (respectivement
suivant les axes O;0; ) avec une vitesse angulaire constante w2 dans le sens anti-horlogique par rapport au
disque Sy.
Le dispositif Sg est constitué de deux bras de longueur L, soudés en leur centre (Og), de méme pour les autres
dispositifs.
A I’extrémité de chaque bras (par exemple C) est articulé une cabine. Le support de la cabine est articulé en C et
permet une rotation (@js(t)) suivant ’axe CC’. La cabine est elle-m&me en rotation (@y(t)) autour de I’axe AA’.
(Rem : Détailler les reperes ainsi que les angles utilisés.)

1. Ecrire la vitesse et I’accélération angulaires absolue ( wete ) de la cabine S¢,, dans un repere de
votre choix centré en C.
2. Ecrire la vitesse absolue que subit la téte du passager de la cabine (située a une distance L; de I’axe
CC’ et L;de I’axe AA”).
Sans calculer les produits vectoriels ni les sommes, écrire I’équation de I’accélération absolue que subit la téte
du passager ainsi que le détail de chacun des termes compris dans cette équation.
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28.Un ventilateur peut étre modélisé de la maniére suivante : un
moteur dans le socle S; permet la rotation autour de I’axe CC
avec la vitesse angulaire g ainsi que la rotation autour de son
axe BO. Le solide S dont le centre est séparé de B d’une
distance égale a b permet de faire tourner le ventilateur autour
de I’axe OD avec la vitesse angulaire p. Le rayon du solide S;
est R. Ce solide est distant de a du centre O du solide S,.

=

Exprimer la vitesse angulaire du disque S;.
Exprimer I’accélération angulaire du disque S;.
Déterminer la vitesse du point A.

Déterminer 1’accélération du point A.

29.Un bras manipulateur d’atelier flexible, chargé de transporter des pieces d’un poste de travail a 1”autre est
composé de :

On considere les vitesses de sortie des vérins constantes et égale a V=1 mm/s.

un bras OA, de longueur 2a, 1ié au bati par une liaison pivot en O.

un bras AB, de longueur 24, 1ié au bras OA par une liaison pivot en A.

un vérin d’épaule CD lié au bati par une liaison pivot en C ainsi qu’au bras OA par la liaison pivot en D
(situé a la moitié de OA)

un vérin d’épaule DE lié au bras OA par une liaison pivot en A ainsi qu’au bras AB par la liaison pivot en
E (situé a la moitié de AB)

V2

OC=a—
2

Déterminer la vitesse de B en fonction des parametres ¢, Set V.
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30.Le manege représenté ci-dessous est composé de :
- un bras fixe vertical muni d’un rotor incliné a ¢; constant®
- un bras S; fixé sur ce rotor tournant avec une vitesse angulaire @; constante.
un rotor S, fixé au bout du bras S, (incliné de &, constant par rapport a ce dernier) et tournant avec une vitesse
angulaire @, constante.
6 bras (du type S;) répartis tous les 60° sur le rotor S, et tournant avec une vitesse angulaire @s(f) dans le plan
du rotor S,.
Au repos, le rotor S, ainsi que les 6 bras sont horizontaux.

Rem : Pour plus de compréhension, les dessins ont été représentés dans une situation instantanée particulicre.
Tenez bien compte de toutes les rotations représentées.

Déterminer les différents systemes d’axes que vous aller utiliser pour calculer la vitesse angulaire du solide S;.
Déterminer le vecteur vitesse angulaire du solide S;.

Déterminer 1’accélération angulaire du S;.

31.Un ensemble de panneaux attachés a un systeme d’axe xyz b e \BA
tourne avec une vitesse angulaire £2 constante autour de I’axe -
vertical z. Simultanément, les panneaux tournent autour de 1’axe / A c mm

x dans des sens opposés avec une vitesse angulaire constante @.
1. Déterminer I’accélération angulaire de la plaque A. -

2. Déterminer la vitesse du point P & o
5 ‘/* . -
e o g mm

™

5. Déterminer I’accélération du point P quand 8= 90°

iy i3 ?*E;:'
¥ “ED o
’ A
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Tenseur d’inertie

Formulaire

Element du tenseur d'inertie : 1% :I (xixié‘“ﬂ —x%x* ) dm

systeme

Changement daxe : I % =o' o/ I"

xy

I -1

y X

Axes principaux : tg26 =

Steiner : I =1% +m(a25”’ﬂ —a“aﬂ)

Rappel : avec l'axe z = axe de révolution

3D : I =j (2% +3?)dm=l, +1,-21,

1 1
=1 = 2I.-21, = 2I, et I, = —=+I = =
z ~ e x x ~ 2 e 2
z=axe de 2D(z=0) z=axe de 2D(z=0)
révolution révolution

Rappel : Utilisation de la formule de Steiner

P, = Ixydm = I(xG +a,, )(yG +a,, )dm =P, tma,a, +a, J‘dem+ayG Jdem

0 0
ou IP =1+ M (azé'aﬁ —aaaﬂ) =>-P,=-P,, —Ma'a” =>P =P, +ma,a, avecx=xg+a'
En pratique : A,
PYe 7T — 2 2 _
OG(aXG NN ) =1, =1 +m(ayG +a; ) et Py =P +m(axcayc )

Calcul du moment d’inertie du solide S par rapport a I’axe x passant par
O:
I,=I,_+md,

G G
Parfois, il est plus facile de calculer le moment d’inertie par rapport a un
axe ne passant pas par G :

I, =1 +md =>1=1_+md’ =1 +m(d} -d. )
A G A"G 7 G G A 7

X XXG XaXG

Des animations matlab sont disponibles sur le site : http://beams.ulb.ac.be/beams/teaching/meca200/matlab.html

1. Déterminer les moments d’inertie d’une plaque rectangulaire homogene de masse m et de coté L, 1 par rapport a
ses médianes.
Déduire les moments d’inertie par rapport a x et y de chacune des deux plaques carrées homogenes (de coté a) de
méme masse spécifique superficielle p représentées ci-dessous, ainsi que leurs rayons de giration par rapport a
ces axes.
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Yy y y
A A A
X X X
> > Cmmme e >
(®) (©
(a)
Yy y y

>
>
g

P »

(e)
(d) ®)

2. Déterminer les moments d’inertie d’une plaque rectangulaire homogéne de masse m et de coté L, [ par rapport a
ses médianes.

Déduire les moments d’inertie par rapport a x et y de chacune des trois plaques homogenes de méme masse
spécifique superficielle p représentées ci-dessous, ainsi que leurs rayons de giration par rapport a ces axes

y
a2
3a/2
3(1\: X; a 3a|— X#
3a/2
a a/2
a a a a : a a a a a a a
() (b) (©)

3. Déterminer les moments d’inertie /, et I, ainsi que le produit d’inertie P,, des tiges minces homogenes de masse
spécifique p et de longueur a.

4y 4y 4y L I
! '. i e | !
' ' . 1 a
' X 'a X ' X ! Poox di\ x
—— [ — > P > Loty Lo-No >
la d
@ (b) o tc) @ ©

4. Déterminer les moments d’inertie d’une plaque rectangulaire homogéne de masse m et de c6té L, 1 par rapport a
ses médianes.

Déduire les moments d’inertie par rapport a x et y de chacune des trois plaques homogenes de méme masse
spécifique superficielle p représentées ci-dessous, ainsi que leurs rayons de giration par rapport a ces axes.
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Mécanique Rationnelle 2 Enoncés : Tenseur d’inertie
A A A
| I I
1 1 1
1 I +
1 I I
| I I
T 1 1
1 I 1
1 1 1
a 1 a T 1
1 1 1
L- - L- -p a (I -
a
a a a
a
a a a a

5. Déterminer les moments d’inertie /, et /, ainsi que le produit d’inertie P,, des deux systémes composés chacun
de tiges minces homogenes AB, BC, CD, DE de masse spécifique p ayant la forme indiquée ci-contre.
(DE=demi-cercle)

W..om
a
e
a
EQ;' D
E/Vy Vy
(a) (b)

6. Déterminer les moments d’inertie d’un cercle, d’un disque et d’une sphere.
Déduire les moments d’inertie d’un demi-cercle, d’'un demi-disque et d’'une demi-sphere.

O @

Cercle Disque Sphere
Y4 Cercle Y4 Disque Y2 Sphere

>

7. Déterminer les moments d’inertie I, et I, de la tige mince
homogéne ABCDE de masse spécifique p ayant la forme
indiquée ci-contre. (BCD=demi-cercle)

><vm
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8. Déterminer les moments d’inertie /, et /, ainsi que le produit
d’inertie P, du systéme composé de tiges minces homogenes
AB, BC, CD, DE et EF de masse spécifique p ayant la forme
indiquée ci-contre.

a ™
v
=

9. Calculer le tenseur d’inertie associé au disque S dans le repére
Oxyz. L’axe de rotation du disque fait un angle o avec ’axe Oz.

10. Déterminer le tenseur d’inertie en O du volume homogene de
masse m situé a I’intérieur d’un tétragdre rectangle homogene
OABC (OA=a, OB=b, OC=c)

11. Deux disques circulaires, chacun de
masse m;, sont connectés a I’aide
d’une barre circulaire composé de
deux quarts de cercle. Cette barre
possede une masse m1,.

1. Déterminer les moments d’inertie
par rapport aux axes Gxyz du systeme.

Vue de haut

2. Que pouvez-vous dire sur chacun
des produits d’inertie ? Justifiez.

12. Une plaque plane homogene de masse m est délimitée par un D
parallélogramme ABCD de c6tés 2a, 2b. C
Calculer le moment d’inertie de cette surface par rapport a I’axe % G
perpendiculaire a son plan passant par son centre de masse G °
Sous quelles conditions I’ellipse centrale d’inertie est-elle un
cercle ? o
Déterminer la direction des axes principaux d’inertie en A, et A 2a B
écrire 1I’équation de I’ellipse d’inertie en A.
Calculer le moment d’inertie de la surface par rapport a la
diagonale AC.
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13.Un solide homogene plein de masse spécifique p est constitué
d’un cube de coté 2R creusé par une demi-sphere de rayon R. A

1. Calculer ses moment d’inertie par rapport aux axes ¥, y,

z centré en O du cube. -

2. Déterminer s’il existe des points de 1’axe z ou N

I
I
i
I’ellipsoide d’inertie se réduit a une sphere. Dans S
I’affirmative, indiquer comment les obtenir. E
Calculer le produit d’inertie P, au sommet O’ ' — y
I

_________________ ____}

\

v

\<

\\

\\

QTR CT

14.Un solide S est constitué par :
= une plaque homogene ABOCDEA (S;), de masse M. 1l D’
s'agit pratiquement d'un rectangle de longueur 2H et de ]
largeur H auquel on aurait enlevé le quart supérieur L o
gauche. VE \ c D >
=  deux tiges homogenes A’A’" (S,) et D’D’’ (S;3), chacune
de masse m et de longueur 2L, soudées
perpendiculairement a la diagonale AD de la plaque, de 0 %G N
telle fagon que le centre de la tige A’A”’ coincide avec le - D
sommet A de la plaque, tandis que le centre de la tige
D’D’’ coincide avec le sommet D. )
G = le centre de gravité de la plaque seule ;
d=la distance entre le centre de gravité et I'axe AD.

Déterminer le tenseur d’inertie dans les axes OXYZ du systeme S.

N

15.Déterminer le moment d’inertie par rapport a son axe de
symétrie d’une surface homogene de masse m en forme de
calotte sphérique de rayon R.
Particulariser ensuite aux cas d’une demi-sphere et d’une sphere
creuse.

16. Calculer les moments d’inertie principaux en A pour la plaque
homogene hachurée de masse 4m.
Esquisser I’ellipse d’inertie en A.

2R

2R
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17.1. Calculer les moments d’inertie d’une plaque homogene de A
masse M en forme de triangle rectangle par rapport a ses y
cOtés de I’angle droit. B

2. Calculer le produit d’inertie P,y
3. Dans le cas ou b=4cm et h=6cm, déduire la direction des
axes principaux d’inertie en O et les moments d’inertie
principaux correspondants. h
4. Comparer les valeurs de ceux-ci a celles de /, et I,.
5. Si h=b, déterminer le moment d’inertie par rapport a 1’axe
AC avec C situé a une distance b de B (BC // axe z)

18. Déterminer le moment d’inertie de la tasse par rapport a I’axe
vertical passant par son centre.

La tasse est modélisée par un cylindre creux avec les
caractéristiques suivantes :

D = diametre extérieur ; e = épaisseur des bords ; H = hauteur
totale ; 2e = épaisseur du fond

L’anse est définie par un demi cylindre creux de hauteur et
d’épaisseur a et de rayon externe b.

19.Un monocycle peut étre représenté de la maniere suivante :
la roue (Solide A) est modélisée par un disque creux, de masse
m;, de rayon extérieur 3a et de rayon intérieur 2a.
Le chassis, de masse m;, est composé de plusieurs tiges
homogenes comme représenté sur la figure. Le chassis est fixé a
la roue, en O, par une liaison de type rotule.
La selle est un triangle isocele, de masse m;, de base a, de
hauteur 2a et d’épaisseur a/2. La selle est fixée au bout du
chassis en son centre de masse.
La personne qui est assise sur ce monocycle a une masse i, et
des rayons de giration égaux a r (r, = 0) par rapport aux axes y
et z passant par le centre O. Les produits d’inertie sont nuls en
son centre de masse.
Le chassis, la selle et la personne sont solidaires pendant le
mouvement, on peut les considérer comme un seul solide
(Solide B). Le centre de masse de ce dernier est donné par
xg=8a.

chassis

Déterminer le tenseur d’inertie de chacun des deux solides et justifier vos résultats

20. Un canon est représenté ci dessous. Il est composé de
- deux parallélogrammes plein homogene de c6tés respectifs a,b,c (S;) et a/2,b,c (S;) de masse volumique p
et de centre de masse respectif G et G,.
- quatre roues (S;;) de rayon R, de masse my. Ces roues sont modélisées par des disques pleins fixés sur les
bords du parallélogramme abc. (Ces roues sont placées a distance égale du centre de masse G,)
- un canon (S;) modélisé, par un cylindre creux de longueur L et de rayon intérieur (r;) et extérieur (r,)
ayant une masse M. Ce canon est fixé au milieu de la face bc du parallélogramme a/2bc
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L

b . PR
/ AL e—
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R | | e

R

\4

d P
] ~

|
e i

Déterminer le tenseur d’inertie du canon au centre de masse G; du parallélogramme abc

21.Un bateau est modélisé sur la figure ci-contre.
En supposant que chaque solide S; est caractérisé par sa masse m,
la position de son centre de masse G; ainsi que d’une matrice

d’inertie I , on demande :

1. déterminer tout ce que vous pouvez déduire du systeme sans
faire de calculs pour identifier les éléments d’inertie.

Sy
2. Déterminer chacun des éléments de la matrice d’inertie du
systeme complet évalué en G1.
N “l'
0G, z(ai’bi’ci) 5
S? G! ¥
B A -D, -E B A, -D, -E, : s
G(S1) — D B -F|; IGZ(SZ) =|-D, B, -F
_El _Fl Cl _Ez —F. 2 Cz . . .
(mat=tige ; voiles=triangles)
A, -D, -E, A, -D, -E,
162(53) =|-D;, B, -F |; Gy (5 — -D, B, -F,
_E3 _F3 C3 _E4 —F, 4 C4

Un volant de badminton est représenté sur la figure ci-contre. Il
est composé d’une demi sphére pleine de masse M, et de rayon
r, sur laquelle est posé un cylindre plein de masse M, de hauteur
L et de rayon r. La jupe du volant, de masse M; est représentée
par un tronc de surface conique de hauteur H et de rayons
respectifs 2R et R. Le centre de masse du tronc de cone est situé
sur ’axe z” a une distance SH/9 de O.

Dans les axes Ax’y’z’: I, =1, =A, I, =C.

Le volant tombe au sol en suivant une courbe parabolique. Le
volant subit une rotation autour de_z’:wI et autour de y'=a,. La
vitesse du point G vaut vg= -vg 1.

Calculer le moment d’inertie du volant par rapport a ’axe z” et
I’axe x’ (Il est demandé de résoudre cet exercice sans calculer
d’intégrale).

L=r/3; H=4R; L+r=H/2=2R; 7’ c=91/10 pour le volant complet.
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Formulaire : Si z = I’axe de révolution.

Pour une sphére pleine de rayon R (axes en G)
Moment d’inertie par rapport a 1’axe z : I,=2MR?/5 avec M=p4nR3/3 y

Pour une demi sphére pleine de rayon R (axes sur la base)
zg(demi sphere)=3R/S.
Moment d’inertie par rapport au plan xy : I,,= MR%5

Pour un cylindre plein de rayon R et de hauteur h (G : centre de masse du

cylindre)
Moment d’inertie par rapport a I’axe z : ,=MR?%2 et
Moment d’inertie par rapport au plan xy : I,,= Mh?%12 z

Pour une cone creux de rayon R et de hauteur /4.
Moment d’inertie par rapport a I’axe z : ,=MR?%2 z

2
Moment d’inertie par rapport au plan xy : [xy=~'. ctdm =Mh?/2

y y
[R2 L 12
avec M=pnR R?+h

23.Soit, la plaque trouée d’épaisseur négligeable et de masse surfacique o représentée sur le plan ci-dessous. La
distance c est la distance entre le centre de masse du demi-cercle et I’axe X.
Calculer le moment d’inertie I, et le produit d’inertie Py,, en A (origine des axes X et Y) de la plaque.

|LJ|
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Résultante et moment cinétique

Formulaire
Résultante cinétique : R = mv,

Moment cinétique par rapport a A : May=Mp+ABXR
Moment cinétique par rapport 2 A( A€ Solide) : M 4 =mAG XV, + I:A.(T)

2
Energie cinétique (A€ Solide): T = % +my, .((T)X AG) +

1 =
Sol,.0

24.Une plaque rectangulaire homogene de masse m et de petit coté 2a, de grand coté 2b, tourne a la vitesse

angulaire o autour d’un comme indiqué sur les figures de 4 manieres différentes. Dans chaque cas, calculer la
résultante cinétique, le moment cinétique au point O et I’énergie cinétique de la plaque.
Décomposer les vecteurs dans les axes xyz attachés a la plaque.
! Ne pas utiliser d’intégrale pour calculer les tenseurs d’inertie mais le théor¢me de Steiner vu a la séance 5.
Z A Z A Z A Z A
U S w USw @

2

e B (8

w
(a) (b) (c) (d

25.Une plaque homogene de masse m en forme de triangle rectangle, de cotés de 1’angle droit OA=b ; OB=h, est en
rotation continue de vitesse angulaire @ comme indiqué sur les figures.
Dans chacun des cas représentés, calculer la résultante cinétique de la plaque, son moment cinétique au point O
et son énergie cinétique, en décomposant les vecteurs dans les axes Oxyz attachés a la plaque.

Z A Z A

Z A Z A
| Yw
B B B B W
a w \~
y y y y
o A (0] A ( E (0 j A (0] A
(a) (b) (c) (d)

26.Une plaque rectangulaire homogene de masse m et de cotés AB=2a, BC=2b, tourne a la vitesse angulaire
wautour d’un axe z disposé de 6 manieres différentes. Dans chaque cas, calculer la résultante cinétique, le
moment cinétique au point O et I’énergie cinétique de la plaque.

Décomposer les vecteurs dans les axes xyz attaché a la plaque.
Za Z

. Ya Za ZA o Az
Uy ® Uy ® Eqm C B k_)'(DC B %
D c D C D C
. . Y D\® A D A D A D
X A B . A x B . zIA B, «x g X e
y y X y y
(1) @) (3) 4) (5) P
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27.Une plaque rectangulaire homogene ABDC de masse m et
de coté L et 2L, peut osciller dans un plan vertical.
Calculer sa résultante cinétique, son énergie cinétique et son
moment cinétique en G et en A lorsqu’elle est articulée en A
et en B a deux tiges de masses négligeables comme indiqué
sur la figure (a) et sur la figure (b)

28.Une tige mince homogene, de masse m et de longueur L est
soudée au centre d’un disque circulaire homogene de masse
M et de rayon R, perpendiculairement a celui-ci. L’autre
extrémité de la tige est attachée en un point fixe O d’un plan
horizontal sur lequel le disque roule sans glisser. Calculer le
moment cinétique du systeme par rapport a O, ainsi que sa
dérivée par rapport au temps (composantes dans un systeéme
d’axes au choix)

29.Un triangle isocele, rectangle, ABC, tourne librement autour
de son coté AB. (Glissiere en B, articulation en A). Le long
de AC est soudé un cylindre de rayon R et de hauteur
AC=h.
L’assemblage est tel que I’axe du cylindre se trouve dans le
plan du triangle. La masse du cylindre est M, celle du
triangle est négligeable. En utilisant comme variable 0 et Z
= OA, calculer le moment cinétique du cylindre en A.
Exprimer les résultats dans un systtme d’axes au choix.
Considérer les cas suivant :

1. A est fixe (rotation uniquement, Z=constante)

2. A est animé d’une vitesse ZL (rotation et

translation)

30.Un solide ABC composé de deux tiges minces homogenes, de
masse m et de longueur 2R et soudées en B, est soudé au centre
d’un disque circulaire homogene de masse M et de rayon R,
perpendiculairement a celui-ci. L autre extrémité du solide ABC
est attachée en un point fixe A d’un axe vertical OO’. Le disque
roule sur un plan horizontal sans glisser.

Calculer le moment cinétique du systéme par rapport a A.

Ay

31.Déterminer le moment cinétique au centre G de la plaque
rectangulaire homogeéne ABCD tournant autour de la diagonale
AC.

2 2a
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32.Une tige mince homogene AB de masse m et de longueur 3a est
reliée par deux glissieres a deux droites perpendiculaires OX et
OZ qui tournent dans une plan fixe Oxy & la vitesse constante ¢.
Une plaque homogene carrée DEFH de coté a et de masse M
peut tourner librement autour de AB (BD=DE=FA=a) a la

vitesse angulaire ¢ (& étant défini par rapport a la
perpendiculaire a AB dans le plan Oxz).

Calculer I’énergie cinétique et le moment cinétique en O du
systeme..

33.Une masse ponctuelle m effectue un mouvement d’oscillation
dans la glissiere AB suivant la loi : x = a cos(@?).
A cette masse est articulée une tige homogene de longueur a et
de masse 3m, qui peut tourner dans le plan fixe Oxy, a
I’extrémité de laquelle est soudée une sphere homogene pleine
de masse M et de rayon R.
Calculer la résultante cinétique, 1’énergie cinétique ainsi que le
moment cinétique en O du systeme.

34.Une barre en acier (OG) de longueur L; et de masse m; est fixée
en O et peut tourner librement autour de 1’axe z avec une vitesse

angulaire ?

Au bout de cette barre, en G, est fixée par une rotule une autre
barre en acier (AB) de longueur L, et de masse m,. Cette
derniere peut tourner autour de son centre de masse, G, dans un
plan (Gy’z’) perpendiculaire a la barre OG.

Ces deux barres sont modélisées par des tiges minces
homogenes.

Déterminer le moment cinétique du systéme constitué de ces
deux barres et sa dérivée.
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35.Le demi c6ne inhomogene représenté ci-contre a une masse M
et une masse spécifique p=kz en P(x, y, 7).
Déterminer :

1. le tenseur d’inertie en O dans les axes (x,y,z) ;

2. la condition pour qu’il existe des points en lesquels
I’ellipsoide d’inertie soit une sphere, et déterminer ces
points lorsqu’ils existent ;

3. le moment d’inertie du demi cdne par rapport a une de
ses génératrices (2°).

4. Calculer le moment cinétique de ce demi cone en O si
ce dernier tourne librement autour de sa génératrice z’

().

36.Un systeme est composé d’un fil mince homogene formant un
cercle de centre O, de rayon R et de masse M, et de deux tiges
minces homogenes identiques, BC et AD, de longueur R et de
masse M chacune, soudées a angle droit au centre A de BC de
maniére a former un T.

Le cercle peut tourner (vitesse angulaire 6) autour de I’axe
vertical Oz, qui fait un angle constant o avec la perpendiculaire
a son plan.

Le T est fixé en A au point le plus bas du cercle, et peut tourner

(vitesse angulaire ? autour de I'axe y") dans le plan
perpendiculaire a celui du cercle et tangent a celui-ci en A.

”

3 95 )

Calculer I’énergie cinétique de ce systeme ainsi que les composantes dans les axes Ox’’y’’z’” de son moment
d’inertie.

Un volant de badminton est représenté sur la figure ci-contre. Il est
composé d’une demi-sphére pleine de masse M, et de rayon r, sur
laquelle est posé un cylindre plein de masse M, de hauteur L et de
rayon r. La jupe du volant, de masse M; est représentée par un tronc
de surface conique de hauteur H et de rayons respectifs 2R et R. Le
centre de masse du tronc de cOne est situé sur I’axe z’ a une distance
5H/9 de O.

Le volant tombe au sol en suivant une courbe parabolique. Le volant
subit une rotation autour de z’=wj et autour de y’=a,. La vitesse du
point G vaut vg=-vg 1,. -

L=r/3; H=4R; L+r=H/2=2R; 7z’ c=91/10 pour le volant complet.

Dans les axes Ax’y’z’: I, =1, =A, I.. =C.
1. Calculer le moment cinétique du volant en A. (Poser
M=masse du volant.)
Calculer I’énergie cinétique du volant.
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Théoréemes généraux

Formulaire

s d —= =
Théoreme de la résultante cinétique — R = F,
que - YR,

£ g c d — _
Théoréme du moment cinétique calculé en A : ZM A =MV XV, +m, 4
; :

avec M_A=M_G+EXE ou MAzmA_Gx7A+7A.cT) si Ae S

m;’z‘ +mVA.(cT)><E)+

o.1,.0

d = _ 1
Théoréme de I’énergie cinétique d_T = Z F,v, avec T = 3
t

1. Un canon lié rigidement a un wagon au repos sur une voie ferrée tire un obus de masse m a la vitesse v dans la
direction indiquée sur les schémas. La masse totale (wagon + canon sans obus) est M. Sachant que la force de
frottement entre la voie et le wagon est constante et vaut R, déterminer le recul X du wagon.

HONNG)

2. Deux disques pleins tournent autour d'un méme axe. Le disque W
1 dans le sens anti-horlogique et le disque 2 dans le sens >

horlogique. Les disques ont le méme rayon R, E ﬁ M,
M2 = 3M1 et = 4(1)2

(a) Sile disque du haut tombe sur le disque du bas, quelle
sera la vitesse angulaire finale de I'ensemble?

(b) Quel pourcentage de 1'énergie cinétique initiale est
présente apres l'interaction entre les deux disques (la
hauteur de la chute est négligeable)? )

M;

3. Un patineur sur glace de 74 kg dont les bras sont étendus a I’horizontale tourne sur lui-méme autour d’un axe
vertical a la vitesse angulaire de 1 tour par seconde.
Estimer sa vitesse angulaire quand il a rabattu ses bras le long de son corps.
Dans ce but, modéliser a I’instant initial les bras du patineur par des tiges minces homogene de 68 cm de long et
de 7kg chacune. Le reste du corps du patineur est modélisé par un cylindre homogene de 60 kg et de 33 cm de
diametre. A I'instant final, le patineur est modélisé par un cylindre de 74 kg et de 33 cm de diamétre.
Nous négligerons le frottement entre les patins et la glace.
Pourquoi ne peut-on pas utiliser la loi de la conservation de 1’énergie cinétique pour résoudre ce probleme ?

4. Un solide S est constitué par :

* une plaque homogéne ABOCDEA, de masse M. Il s'agit D’
pratiquement d'un rectangle de longueur 2H et de )
largeur H auquel on aurait enlevé le quart supérieur YoAy L
gauche. \

= deux tiges homogenes A’A’’ et D’D’’, chacune de masse
m et de longueur 2L, soudées perpendiculairement a la B
diagonale AD de la plaque, de telle fagon que le centre
de la tige A’A’’ coincide avec le sommet A de la plaque,
tandis que le centre de la tige D’D’’ coincide avec le
sommet D. L

5. Lesolide S tourne a la vitesse angulaire @ constante
autour de I'axe AD.

&~
Q
SR
&y
~
A!
S

Page | 26



Faculté des Sciences Appliquées Syllabus d’exercices
Mécanique Rationnelle 2 Enoncés : Théoremes généraux

G = le centre de gravité de la plaque seule ; d= la distance entre le centre de gravité et I'axe AD.

1. Déterminer la somme des forces extérieures agissant sur le systéme ainsi que le moment total de ces forces
au point O.

2. Si on veut que le solide soit équilibré dynamiquement, déterminer les masses m,’ et mp’’ qu'il faudrait
placer respectivement aux points A’ et D’

5. L’axe AB, de longueur L et de masse négligeable, entralne dans X m
sa rotation (® constant) autour de 1’axe y deux masses m
placées aux extrémités de deux tiges de longueur R et de masses A
négligeables. Déterminer les composantes x et z des réactions
en A et B dues au défaut d’équilibrage lorsque le plan formé par
I’axe AB et les deux masses est confondu avec le plan xy.

el
O
e

+«———Pe——Pe—>
L/3 L/3 L/3

6. L’axe AB, de longueur L et de masse négligeable, entraine dans sa rotation (® constant) autour de 1’axe y trois
masses m (0,6 kg). Ces masses sont placées aux extrémités de trois tiges de longueur R (150 mm) et de masse
négligeable. Ces trois tiges sont séparées entre elle d’une longueur L/4 (L = 800 mm).

Si I’axe tourne a une vitesse constante de 1200 tours/min, déterminer les composantes des réactions de liaison
R, et Ry agissant sur les deux supports.
On néglige I’effet de la pesanteur.

&

7. Ecrire les équations du mouvement d’une roue cylindrique
homogene de rayon R, roulant sans glisser le long d’un plan
incliné faisant un angle de 30° avec 1’horizontale, et reliée au
point haut du plan (point A) par I’intermédiaire d’un ressort, de A
raideur k et de longueur libre L, dont I’autre extrémité est fixée
al’axe de la roue de telle fagon qu’il soit parallele au plan.

Quelle est la fréquence d’oscillation ?

Comment peut-on définir 1’énergie mécanique totale de ce
systeme ?

Cette énergie est-elle conservée ?

8. Un bloc homogene de masse M est posé sur une
surface plane. On tire un projectile de masse m qui '
pénetre dans le bloc a une vitesse v, et en ressort a
une vitesse v;.

M i

a) Déterminez a quelle vitesse v le bloc part < S ”
apres la collision.

b) Sile bloc est déplacé d’une distance s, AN : M=3 kg ; m=60 gr ; vo=600 m/s; v;=400 m/s;
déterminer le coefficient de frottement entre $=2,70m

le bloc et le sol.
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9. Un wagon pesant de masse M est laché sans vitesse

initiale sur un plan incliné faisant un angle o avec D

I’horizontale. Une masse m peut glisser sur la plate-

forme en étant attachée a un ressort de constante de

rappel k et de longueur au repos / et dont 1’autre

extrémité est fixée en A sur la plate-forme.

A TDinstant initial, cette masse m est abandonnée sans

vitesse initiale dans la position indiquée, le ressort O

étant étiré d’une longueur 4.

a) En négligeant tout frottement, déterminer la loi du
mouvement X(7) du wagon.

b) A partir de quelle valeur de k commence-t-il par
remonter la pente ?

10. Un solide, constitué d’un disque homogene de rayon R et de
masse M et par une tige sans masse de longueur h soudée
perpendiculairement au disque en son centre, roule sans glisser
a vitesse angulaire constante sur le plan horizontal Oxy.
Calculer la vitesse angulaire limite & partir de laquelle le contact
entre la tige et le sol serait rompu.

11. Deux roues cylindrique et homogene de rayon R, de masse m;
et m; roulent sans glisser sur les deux plans d’un diedre faisant nmr.
des angles de 30° et 60° avec I’horizontale. ny, R
Les centres des deux masses sont reliés par une corde m;, R
inextensible et sans masse, passant (sans glisser) par une poulie
cylindrique de masse m et de rayon .

Quelle est la tension dans la corde ? 60° 30°

12. Une demi-sphere pleine homogene, de rayon R, est maintenue sur une
table horizontale parfaitement lisse, avec sa base parallele a un mur
vertical poli auquel elle est tangente. On I’abandonne a elle-méme et elle y
se met a glisser sous 1’action de la pesanteur. 0
a) Montrer qu’au moment ol le contact cesse avec le mur vertical,

3 [15gR

la vitesse du centre de masse de la demi-sphere est 16V 2
b) Etudier ensuite le mouvement ultérieur, et montrer que o) X
I’inclinaison de la base de la demi-sphere sur 1’horizontale ne

45
arc cos——
peut excéder 128

13.Un chariot de masse M peut se déplacer sans frottement le long !
d’un rail horizontal. A ce chariot est attaché, par une de ses Ai
extrémités (A), une barre homogene de longueur L et de masse \
m. La barre peut osciller autour de son point d’attache. i
Déterminer la (les) réactions de liaison au niveau de I’attache de Q A

cette barre en fonction de 8; Oeth.
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14. Soit trois barres pesantes, homogenes, identiques, de masse m et A
de longueur L. OA est fixée en O par une rotule, AB est B
articulée a OA en A, BC est articulée a AB en B. C est une
glissiere.
C
s s
1. Combien de degré de liberté comporte le systeme ? Justifiez.
2. Quelles sont les inconnues (de mouvement et les réactions de liaison) ?
3. Quelles sont les équations permettant d’établir ces inconnues ?
4. Etablir ces équations (sans détailler les calculs mais en montrant clairement comment établir chaque terme

et chaque grandeur fondamentale)

15.Deux projectiles, de masse 10 kg chacun, sont tirés simultanément d’un véhicule d’une tonne dont la vitesse
initiale, avant le tir, est de 1,2 m/s dans le sens opposé au tir.
La vitesse relative des projectiles par rapport a la plate-forme est de 1200 m/s.

Calculer la vitesse de la plate-forme apres le tir, en supposant que les rails sont polis.

16. LO-@-O_‘

) e 7

Deux barges A et B, de méme masse, M, sont immobiles sur une eau calme. Une voiture de masse m,
initialement a I’arrét sur la barge A, se met en marche et atteint une vitesse de 50 km/h a la sortie du tremplin
(incliné a 15° par rapport a I’horizontale).

Déterminer la vitesse de la barge v apres 1’arrét de la voiture sur la barge B.

17.Un triangle est composé de 3 barres homogenes ABC, de coté L.
Le triangle de masse M se déplace dans un plan vertical. Son
coté BC glisse sans frottement sur une horizontale fixe. Au
sommet A est suspendu un pendule simple de masse m et de
longueur 1 qui oscille dans le plan ABC.

Une force horizontale F agit sur le triangle. On constate en
régime que I’angle @ entre le cable du pendule et la verticale
reste constant pendant le mouvement.

Déterminer la valeur de 8en négligeant tout frottement.
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18.Le disque S, de rayon R est immobile. La tige $* liée par des
rotules au disque Sy en O et au disque S en C est en rotation.
L'évolution de I'angle du bras &) est supposée connue. Les
masses des différents solides homogenes sont m (pour S§), m*
(pour S*) et my (pour Sy). Le solide S roule sans glisser sur le
solide Sy.
Déterminer :
1. larésultante des forces qui s’exercent sur le solide S.
2. le moment par rapport a O des forces qui s’exercent
sur le solide S.

19.Le solide cylindrique de rayon r est au repos sur une plaque S .
quand une force P est appliquée a cette plaque. Si P est suffisant r A
pour causer un glissement entre la plaque et le cylindre a tout cov/ ’
moment, déterminer le temps nécessaire pour que le cylindre N L

atteigne la position représentée en pointillé (distance s de la
position initiale).

Déterminer aussi la vitesse angulaire ® du cylindre dans cette
méme position. Le coefficient de frottement entre le cylindre et
la plaque est f.

20. Soit un solide cylindrique de longueur L. Il est composé d’un
cylindre creux de rayon extérieur r; et de rayon intérieur r, (p;)
et d’un cylindre plein de rayon r, (py).

a) Calculer sa vitesse angulaire s’il est laché en haut
d’une pente (incliné de o) avec une vitesse nulle.

b) Pour deux solides de rayon extérieur identique et ol
les densités volumiques p; et p, sont inversées,
déterminer la relation entre les deux rayons intérieurs
pour que les deux cylindres, placés sans vitesse initiale
au somment du plan incliné, arrivent simultanément en
bas de celui-ci.

c¢) Montrer que dans le cas d’un cylindre homogene, le
temps de parcours ne dépend pas de la masse.

21.Le mélangeur fixé en O au mandrin d’une foreuse est constitué Z
de 7 troncons de longueur b et de masse volumique p. Avant

d’étre plongé dans la peinture, le mélangeur tourne a une y
vitesse angulaire constante @ autour de I’axe z. Déterminer le
moment de flexion M en O, base du mandrin *b
*b
R
<« - >
b|b

22. La plaque rectangulaire représentée ci-dessus (vue de haut) est
en rotation autour de I’axe 0’0”’.

En supposant les éléments du tenseur dans les axes OXYZ
connus, déterminer les réactions de liaison dans les paliers O’
(palier buté) et O’ (palier guide) lorsque la plaque est mise en
rotation a vitesse constante @. 3
La distance entre les deux paliers est L. o’ 6
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23.Une porte glissiere de masse m; =450 kg est entrainée dans son 1.5m 1.5m
mouvement de translation par un contrepoids de masse m; 4, ¢~ > & B
=50 kg auquel elle est reliée par un céable. 1 |
1.5m

Déterminer 1’accélération de la porte et les réactions de liaison A

aux roulettes A et B en négligeant tout frottement. Tim

G
mj

24, Une barre uniforme de longueur L et de masse m, est soudée a
un axe. Cet axe est en rotation dans les support A et B avec une
vitesse angulaire constante @. Rem : on suppose que B ne
supporte pas de force suivant I’axe.

Rem : le poids de la barre est négligeable.

Déterminer 1’expression de la force supportée par 1’appui en B
en fonction de 6.

25.Une masse m glisse sans frottement sur une tige mince homogene OA
de masse M et de longueur L qui tourne librement dans un plan vertical
autour de son extrémité O. La masse est reliée a A par un ressort de
masse négligeable, de coefficient de rappel & et de longueur libre L-r,
En utilisant les théorémes généraux :
1. Déterminer les équations du mouvement
2. Déterminer les réactions de liaison de la masse m sur la tige.

26.Une tige mince coudée homogene pesante OABCD de longueur
4L et de masse 4m peut tourner autour de I’axe horizontal OE. A
La tige est reliée a ’axe OF par une butée en O et une glissiére
enE.
Elle est abandonnée sans vitesse initiale dans la position
indiquée sur la figure (AB vertical).

1. Déterminer, en fonction de 1’angle 6 entre la verticale
ascendante et AB, la vitesse angulaire de la tige.

2. Déterminer les composantes de la réaction de liaison
en E dans des axes attachés a la tige.
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27.Une plaque rectangulaire de base B, de hauteur H et de masse M tourne a une vitesse angulaire @ constante
autour d'un axe vertical Oy. Le repere XYZ lié a la plaque est centré en O, milieu de la plaque. Ses axes OX et
OY sont paralléles aux cotés de la plaque, I'axe OZ étant perpendiculaire a la plaque (cf. figure de gauche). L'axe
de rotation Oy fait un angle @ par rapport a l'axe OY , le repére Oxyz étant également lié a la plaque (Oz est
identique OZ et Ox est perpendiculaire Oy et se trouve dans le plan de la plaque).
1. Déterminer la résultante des forces qui agissent sur la plaque ainsi que leur moment par rapport au pole O.
2. On veut équilibrer la plaque statiquement et dynamiquement simplement en per¢ant deux trous circulaire de
rayon r (cf. figure de droite). Les deux trous seront percés en deux point P; et P2 :
- Le point P, sera placé quelque part sur la ligne AA’, qui est perpendiculaire a 1'axe de rotation et située
a une distance d de 1'axe Ox.
- Le point P, sera placé quelque part sur la ligne BB’, située symétriquement a la ligne AA’ par rapport a
l'axe Ox.
Si les coordonnées des deux points P; et P, dans le repére Oxy sont (X;; d) pour P; et (X5; d) pour P,,
déterminer X; et X, pour que la plaque soit parfaitement équilibrée.

y A

b

28. Soit, la plaque trouée d’épaisseur négligeable et de masse surfacique
Ray Rpy (o} reprfsentee sur le plan ci-dessous. Elle tourne a une vitesse
Al Rax P @ = @], autour de son axe X. Elle est maintenue en P par une liaison
T T Az — TI® Rez induisant une réaction Y eten Z ; et en A par une liaison induisant

des réactions en X,Y et Z (voir ci-contre). La distance c est la
distance entre le centre de masse du demi-cercle et I’axe X. Ces
liaisons lui permettent de tourner sur elle-méme et sont de tailles et
de masse négligeables.
1. Calculer le moment cinétique en A (origine des axes X et Y)
de la plaque.
2. Dans le cas ou le poids de la plaque est négligeable, calculer
les réactions de liaisons en y et z de la plaque sur la butée.
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Formulaire
. 1 1 _= _
Lagrangien : avec T = Z[Emiva 2 +Ea)i16'a)ij

n coordonnée de Lagrange => n équation de Lagrange (i =1,....,n)

0=3 7% wee 57=Y Pesy
h q; i i

1

. d dT dT .
Equatlon de Lagrange : Ez - g = Qi avec Qi = Qi(Force ne dérivant pas d'un potentiel) + Qi(Force dérivant d'un potent
Pour les forces dérivent d'un potentiel : 7 =0V
_ _ 9 v v

=> F§7= F—h5: ,5,2— —5,:> = —

Zh: h h ZI: h aql ql Z Ql ql Z aql ql Ql aql

or ov

d oT dT « dV d|or 9V | oT dV . d dL dL .
= ——.——: A _— - ——+—:Ql => __~__:Qi

dt 9q; 9q; dq, dt| dq; 9q, | dgq; g, dt 94, 9q;

——

=0

Si toutes les forces dérivent d'un potentiel :

4T _or __ oV __ d|dT oV | o oV _, |dJL_OL_
T dtdg, 9dq, 9dg, di|dg, 9g | dq 9g, di g, oq,
y
Rem:aﬂzm; 8mx=0; amxzo; dmi _ dmi dr _ %
ox ox ox dx dt dx X
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1. COCHER LES CASES QUI SONT JUSTES (0 a 3 réponses possibles)

O est le point de liaison de S; a S,

1. Energie cinétiqgue. Les énergies cinétiques suivantes sont-elles correctes ?

T=T+T,
T=l(67)1?10.67)1+_2720 67)2)
2

T:EWﬁmﬁ%+Wﬁmﬁ%«@+@V5a+g@+@)Um+h0”@+@)

1 — (== L= 1 — (= 1_= _
Tzzmlvf)+m1v0.(a)1><0G1)+5w1.11,0.w1+Em2v(2)+m2v0.(a)2><0G2)+Ea)2.12,0.a)2

OO0 |0000O0

2. Lagrangien. Que vaut le Lagrangien ?
L=T+V
L=T-V

L=T-V+Q

ONORORONG

3. Equation de Lagrange
i(a_LJ _AL

a di\ dq; ) g
z(a_L]_a_L 0

b. dt aqz aql
d (aL oL
= -5 =0

. 4\94) 9
d[{oV )| oV
z(? Tag Y

d. ql ql
d{oT | oT

. z(a—q, T

Page | 35



Faculté des Sciences Appliquées

Mécanique Rationnelle 2

Syllabus d’exercices
Enoncés : Lagrange

O 00O

premiere ?

4. Intégrale premiere. C’est équations donnent ou entrainent-elles une intégrale

ONONG®,

f. T+V=E,
oL
. —=A
£ a%
h. a—L =A
a%
L 9L _,
a%
. oL
hoas= a‘b‘
1%
k. = ——
¢ a‘b‘
1%
1. L= ——
°

5. Ces expressions sont-elles correctes ?

2. Deux points pesants A et B, de masse m chacun se déplacent
sans frottement sur un plan horizontal Oxy.
Déterminer le nombre de degrés de liberté du systeme, choisir
des coordonnées de lagrange, écrire la fonction Lagrangienne et
déterminer le mouvement du systeme a partir des équation de

Lagrange

En quoi le mouvement trouvé dans le a) change-t-il
si les deux points sont remplacés par une tige de masse

si A et B sont reliés par une tige de masse négligeable

et de longueur 1.

si A et B sont reliés par un ressort linéaire de masse
négligeable, de coefficient de rappel k et de longueur

libre 1.

m et de longueur [ ?

si le plan Oxy est vertical ?

3. Deux roues cylindrique et homogene de rayon R, de masse m;
et m, roulent sans glisser sur les deux plans d’un diedre faisant
des angles de 30° et 60° avec 1’horizontale.

Les centres des deux masses sont reliés par une corde
inextensible et sans masse, passant (sans glisser) par une poulie
cylindrique de masse m et de rayon r.

Déterminer la(les) équation(s) de mouvement ?
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On considere un cylindre homogene de masse m et de rayon R
autour duquel est enroulée une corde inextensible et sans
masse. Le cylindre se déplace dans un plan vertical, en
déroulant ou enroulant la corde, avec son axe de symétrie
demeurant perpendiculaire a ce plan.
On demande d’écrire les équations du mouvement.
Pour la résolution, nous vous conseillons de considérer les
parametres suivant:
- 0:angle que fait la corde avec la verticale.
- @ : décrivant le mouvement de rotation du cylindre par
rapport a la corde.
x : distance OP.

5.

Un triangle isocele, rectangle, ABC, tourne librement autour de
son coté AB. (Glissiere en B, articulation en A). Le long de AC
est soudé un cylindre de rayon R et de hauteur AC=h.
L’assemblage est tel que I’axe du cylindre se trouve dans le
plan du triangle. La masse du cylindre est M, celle du triangle
est négligeable. En utilisant comme variable 6 et Z = OA, écrire
les équations de Lagrange du cylindre, supposé pesant, et les
intégrer aussi loin que possible.
Considérer les cas suivant :

3. A est fixe (rotation uniquement, Z=constante)

4. A estanimé d’une vitesse Z lz (rotation et translation)

Le probleme est plan (2-D). Le systeme est constitué de quatre corps : une bascule ayant la forme d’un demi-
disque (de rayon R, de masse M) est posée sur une planche (de longueur L, de masse m) qui est supportée a son
tour par deux roulettes (de rayon r, de masse m) donc les centres (C; et C;) sont fixes. Les mouvements entre le
demi-disque et la planche ainsi que le mouvement entre la planche et les roulettes se font sans glisser.
On demande d’écrire 1’(es) équation(s) du mouvement du demi-disque.
Spécifier la ou les intégrales premieres si elle(s) existent.

R Demi-disque :

A 4R

AG=a (=37 ),
_ MR?

Q
210

o 2 axe sortant de la feuille par A

o 7 R

Une roue homogene pesante de masse m est constituée d’un disque
circulaire de rayon 4R dans lequel est creusé un disque circulaire de rayon
R.

Elle est lachée sans vitesse initiale sur une surface horizontale dans la
position indiquée ci-contre.

Déterminer 1’équation de Lagrange définissant le mouvement.

Donner une intégrale premicre.

Calculer la vitesse angulaire maximum qu’elle peut atteindre si elle roule
sans glisser sur le plan horizontal. (W= @ (m,g,R))
AN:m=75kg;R=7,5cm.

Page | 37



Faculté des Sciences Appliquées
Mécanique Rationnelle 2

8.

Syllabus d’exercices
Enoncés : Lagrange

Les deux branches d’un 7 symétrique ont méme masse m et méme longueur
l. Le T, ABC, est articulé en A sur un axe vertical OZ. Un point pesant P, de
masse M peut se déplacer le long de BC. Le T peut tourner autour de A dans
le plan vertical zOx, qui, lui-mé&me, peut tourner autour de OZ.

Ecrire les équations de Lagrange du systeme et les intégrales premieres
immédiates.

Que deviennent les équations de Lagrange et les intégrales premieres si a

I’aide d’un couple C, on impose ¢:const ? Calculer C.

a

v

Un triangle est composé de 3 barres homogenes ABC, de coté L. Le triangle
de masse M se déplace dans un plan vertical. Son c6té BC glisse sans
frottement sur une horizontale fixe. Au sommet A est suspendu un pendule
simple de masse m et de longueur ¢ qui oscille dans le plan ABC.

Ecrire la(les) équation(s) de Lagrange et leur intégrale(s) premiere(s).

Le carrousel de la figure ci-contre est composé de 3 barres
articulées. Les barres AB et CD sont identiques de longueur L
et de masse m. Elles sont assimilées a des poutres. Les

e
#H\ passagers se placent sur le solide BD. Ils se répartissent de
facon aléatoire.
. G - D

Le solide BD et les passagers ont une masse M et une inertie principale I; connues (G : centre de gravité de BD
+ passagers). Le carrousel est entrainé par un moteur hydraulique agissant en A et développant un couple

moteur connu C.
On demande 1'équation différentielle du mouvement du carrousel.

11.Une masse m glisse sans frottement sur une tige mince homogene OA de

masse M et de longueur L qui tourne librement dans un plan vertical autour
de son extrémité O. La masse est reliée a A par un ressort de masse
négligeable, de coefficient de rappel k et de longueur libre L-r,
En utilisant Lagrange :

3. Déterminer les équations du mouvement

4. Déterminer les réactions de liaison de la masse m sur la tige.
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12.La poulie de rayon R roule sans glisser sur le sol horizontal S
grice a deux ergots de rayon r. Le rayon de giration du solide S y R
(poulie + ergots) autour de l'axe Cz vaut i. et sa masse est égale
— — r
am. Une force ' = F'1_est appliquée en A. ™
N
Quel est (sont) I'(les) équation(s) permettant de définir le >
mouvement de la poulie ? A F
C,
| ]
S
[ ]
[

13.Un disque, pesant, homogene, de masse m et de rayon r, roule
sans glisser a I'intérieur d’une circonférence de rayon R > r,
situé dans un plan vertical.
a) Ecrire I’équation de Lagrange ainsi qu’une intégrale
premiere.
b) Etudier les petits mouvements autour de la position
d’équilibre.

14.Un cdne circulaire homogene pesant de masse m, de longueur
de génératrice / et d’angle au sommet 20, roule sans glisser sur
un plan incliné d’un angle £ sur I’horizontale.
Ecrire I’équation de Lagrange en 8 (angle entre la droite de plus
grande pente du plan et la génératrice de contact g), ainsi qu’un
intégrale premiere immédiate, si a l'instant initial =6, et
d@/de=0.
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Effet gyroscopique

Formulaire

Couple gyroscopique : Eg =TOxd

. M _ —
=> Théoréme du moment cinétique en G : TG =m,;+C,
‘ X

1. Le rotor d’une turbine de bateau, représenté ci-contre, a une
masse de 1000 kg et un rayon de giration de 20 cm par rapport a
son axe. Celui-ci est monté sur les appuis A et B, suivant ’axe
longitudinal du bateau. Vu de ’arriere, le rotor tourne a la
vitesse angulaire de 5000 tours/min dans le sens
trigonométrique. Le bateau effectue un tournant a babord d’un
rayon de 400 m a la vitesse de 25 nceuds (1 nceud = 0,514 m/s).
Déterminer le couple gyrostatique. L’avant du bateau tend-il a
monter ou a descendre sous I’effet de celui-ci ? Calculer les
composantes verticales des réactions d’appui en A et B.

2. Un avion, qui vient de décoller a la vitesse de 240 km/h, rentre (o)
son train d’atterrissage par un mouvement de rotation uniforme A‘.‘?
autour d’un axe parallele a I’axe longitudinal de 1’avion, avec \‘
une vitesse angulaire de 0,5 rad/s. Chaque roue a une masse de 24

33 kg, un rayon de 45 cm et un rayon de giration par rapport a

son axe de 30 cm. Déterminer entierement I’effet du couple

gyrostatique dii a la rotation propre des roues lorsque le train

d’atterrissage se replie. .

NB : On supposera que les roues ont la méme vitesse angulaire
qu’en quittant la piste.

3. Une voiture effectue un virage vers la droite sur une route horizontale. Déterminer si I’effet gyroscopique di &
la rotation propre des roues augmente ou diminue les composantes verticales des réactions de liaison exercées
par le sol sur les roues droites du véhicule.

4. Un cycliste roulant a 8 m/s se penche 1égérement sur le coté droit, de telle manicre que le centre de masse du
systeme formé par lui-méme et sa bicyclette (d’une masse totale de 80kg) se trouve a une distance de 3 cm de la
verticale passant par le point de contact des roues avec le sol. Par conséquent, un moment de force extérieur
s’exerce sur le systeme.

a) Expliquer comment le cycliste peut rétablir 1I’équilibre en tournant

b) A quelle vitesse angulaire le cycliste doit-il tourner son guidon pour rétablir I’équilibre ?
On suppose que la roue avant mesure 60 cm de diametre, que sa jante et son pneu ont une masse totale de 600g,
et que sa tige et sa fourche sont en position verticale. Moment central d’inertie 7/ =mR?

5. Un bus expérimental antipollution fonctionne a 1’aide de
I’énergie cinétique récupérée d’une grande roue mise en
rotation comme montré sur le dessin. Quel sera 1’effet de cette
roue sur la direction suivie par le bus si celui-ci monte une
1égere rampe ?
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Dans le dispositif représenté ci-contre, la position du bloc A de
norme 0,8 kg peut étre ajustée ; lorsque le ventilateur ne tourne
pas, le systtme est a 1’équilibre autour de 1’axe OX pour
b=18 cm.

Sachant que la masse totale du ventilateur (avec le moteur) est
de 2,2 kg, et que son rayon de giration par rapport a son axe z

de 6cm, déterminer la valeur de b pour qu’il y ait une
précession uniforme ¢ =0,2 rad/s 1, lorsque le ventilateur

tourne dans le sens indiqué sur la figure a la vitesse angulaire de
1725 tours par minutes.

Tout bateau est naturellement soumis au roulis. Un bateau
comportant une installation médicale doit étre stabilisé. Pour se
faire, on se propose d’utiliser le dispositif ci-contre. Un
gyroscope S, comprenant un solide en rotation tournant suivant

— 1y comme montré sur le dessin, est solidaire de la roue B.

Cette derniere peut étre entrainée par le moteur A.

1. Placer ce dispositif sur le bateau pour qu’il contre le roulis
du bateau.

2. En fonction de la réponse a la question 1, déterminer pour
chacune des deux directions de roulis le sens rotation du
moteur A ?

Rem : le roulis fait pivoter le bateau suivant son axe
longitudinal.

Deux disques homogenes identiques de masse m et de rayon R
sont reliés par une tige de masse négligeable et de longueur L,
autour de laquelle ils peuvent tourner librement et séparément
(vitesse angulaire ®, et p). Le systtme est relié comme

indiqué a un axe vertical OO’. En fonction de la vitesse
angulaire @ (précession forcée), déterminer le moment de

flexion qui va agir sur la barre AB en fonction du sens de
rotation de cette derniere.

On veut éviter le déraillement du train représenté ci-contre et
avangant a vitesse constante.

Déterminer la position du gyroscope qu’il faudrait placer sur
le deuxieme wagon et préciser son sens de rotation pour
empécher le déraillement du train vers 1’extérieur.
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10. Un disque posséde un moment d’inertie / par rapport a
son axe de révolution et tourne avec une vitesse
angulaire @ dans le sens indiqué ci-dessous. La
distance entre le pivot P et le centre de masse du
disque est A.

1. Déterminer les forces et les couples qui
agissent sur le systeme.

2. Sans donner les équations de mouvement,
expliquez précisément le mouvement.
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Dynamique des systémes

1. Latige OA, de longueur /, de masse m, peut osciller dans le plan
vertical Oxy autour du point fixe O. La tige homogene AB, de
masse 2m et de longueur 2/, est articulée a la premicre en A et
coulisse (sans frottement) dans le guide (tournant) C. Un couple
de force constante, de moment / (voir figure) est appliqué a la
tige AB.

On demande

1) d’écrire I’équation du mouvement

2) de calculer les réactions de liaison en O, A et C, en fonction
de 0.

2. Un axe vertical 00’, auquel est soudée perpendiculairement
une tige AB, tourne 2 la vitesse angulaire . A ce systéme, de
masse négligeable, est articulée une tige pesante CD, de masse
m et de longueur / (CD est dans le plan OAB). Déterminer, en
partant de I’équation de Lagrange, une relation entre @}, 6, /et g,
lorsque CD est en équilibre relatif.

3. Un pendule double constitué de deux tiges homogenes
identiques de masse m et de longueur L se déplace dans un plan
vertical. Un couple de moment donné M(t) est appliqué a la
barre AB dans le plan du mouvement, et un mécanisme agissant
sur la barre BC impose que la vitesse de C reste toujours
parallele a BC.

Etablir les équations du mouvement par la méthode des
multiplicateurs de Lagrange.

Montrer comment on peut retrouver ces équations en faisant
agir en C une force inconnue F(¢) perpendiculaire a BC.

4. Considérons le mouvement d’un systéme matériel constitué de
deux solides reliés par un ressort de torsion. Le mouvement est
plan.

Le solide S; de masse m; peut se déplacer horizontalement (G,
est situé a une hauteur 4 constante). Le solide S; est en contact
avec le sol a I’aide de deux appuis / et J. Le coefficient de |

frottement entre le solide S; et le sol vaut f. i gd-' 5
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Au point A appartenant au solide S; se trouve une rotule sur laquelle est fixé une tige AB (S,) de longueur 2L et
de masse m;,. Un ressort de torsion (R), de masse et d’inertie négligeable, est placé entre les solides S; et S, de
telle sorte que I’action du ressort sur S2 est caractérisée un couple en A proportionnel a la raideur de torsion du
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Enoncés : Dynamique des systémes

ressort, C, et a I’angle d’ouverture.

1. Déterminer le(s) degré(s) de liberté du systéme ainsi que les coordonnées généralisées que vous

utiliseriez pour représenter la dynamique du systeme..
Déterminer la résultante cinétique du systeme.
Déterminer le moment cinétique en A du systeme.

N

fonction des coordonnées définies a la question 1.

Sl

Déterminer 1’ensemble des forces et couples agissant sur la tige.
Déterminer I’ensemble des équations qui permettront de déterminer les réactions en 7, J et A en

Dans le cas ou le frottement est nul, déterminer la/les équation(s) de mouvement.
. Appliquer le théoreme de Lagrange pour trouver la/les équations de mouvement

Le mécanisme représenté ci-contre est situé dans un plan
vertical ; les tiges homogenes AB, CD et DE ont une longueur
2[ et une masse 2m ; la tige BC est homogene de longueur / et
de masse m ;la tige DE peut coulisser dans le guide non fixe K ;
le coefficient de rappel du ressort est k et sa longueur libre
correspond a la position (6=0).
En négligeant tout frottement, déterminer

1) T’équation différentielle du mouvement

2) laréaction de liaison en K

3) laréaction de liaison en H
Les réactions de liaisons seront exprimées en fonction de

g, 9, é, m,letg.

QM( 0)
)

Une tige homogeéne AB de masse m et de longueur L se déplace
dans le plan vertical fixe en s’appuyant en B contre un mur
incliné dépoli (coefficient de frottement f). Son extrémité A est
reliée a un ressort de coefficient de rappel k, dont la longueur
libre correspond a ¢=0.
Etablir I’équation différentielle du mouvement

1. en utilisant la seule coordonnée de Lagrange ¢

2. en utilisant les coordonnées de Lagrange @ et x,.

Soit le systeme pesant de trois masses (de masse m, 3m, Sm) et
deux poulies (de rayon R et 2R) ci-contre. Déterminer les
équations du mouvement pour chacune des masses si les
poulies sont assimilées a des disques pleins. Le moment
d’inertie du disque de masse M est I=2mR>.

3m

Sm
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identiques de masse m et longueur L et un disque homogene de
masse m et de rayon r. Les barres sont articulées en A, B et C
grace a des liaisons rotoides parfaites. Le coefficient de
frottement entre le sol horizontal et le disque est supposé
suffisant pour éviter tout glissement. @ représente 1'angle que
fait la direction verticale avec la barre AB. « est I’angle
caractérisant la rotation du disque. Y

Le systtme comporte deux barres AB et BC homogenes ?\
A

On demande d'établir I'(les) équation(s) du mouvement (en
fonction des parametres de 1’énoncé) par le théoreme de
Lagrange en prenant comme coordonnées généralisées et 6.

Les deux branches d’un 7 symétrique ont méme masse m et
méme longueur /. Le T, ABC, est articulé en A sur un axe
vertical OZ. Un point pesant P, de masse M peut se déplacer le
long de BC. Le T peut tourner autour de A dans le plan vertical A 'p

7 A

a

zOx, qui, lui-mé&me, peut tourner autour de OZ. 2 D
Ecrire les équations de Lagrange du systeme et les intégrales
premidres immédiates. B
Que deviennent les équations de Lagrange et les intégrales
: : : . ; Y
premiéres si a 1'aide d’un couple C, on impose @=const ? : >
<
Calculer C. X v
@ X

10.Un élévateur de centre de masse G; a une masse de 1600 kg

incluant le bras élévateur vertical. La « fourche » avec la charge
a une masse de 900 kg avec un centre de masse G,. Le guide en
B est capable de supporter seulement une force horizontale. La
connexion C est quant a elle capable de supporter une force
horizontale ainsi que de transmettre la force d’élévation
verticale de 1’élévateur. Si la fourche a une accélération
verticale vers le haut suffisante pour réduire la force sous les
roues arriere (en A) a zéro, calculer la réaction correspondante
en B.

11.Le régulateur de Watt

1l s’agit d’un dispositif ancien et ingénieux permettant a un moteur de tourner a vitesse constante malgré les
variations de charge. Référez vous a la figure. La tringlerie tourne a une vitesse proportionnelle a celle du
moteur. Les masselottes (im; et m,) commandent le moteur : en montant elles diminuent 1’admission de
carburant, ce qui tend a diminuer la vitesse du moteur. Une accélération du moteur fait monter les masselottes
ce qui tire le manchon vers le haut, avec, comme conséquence, une diminution de 1’admission.

Caractérisation du systéme :

— Vitesse de rotation constante, notée w

— Les barres Om1 et Om?2 sont rigides, sans masse, de longueur L

— Les articulations en A, A’, B, B’ sont des articulations rotoides

— Les articulations A et A’ sont a une distance a de O

— Les barres AB et A’B’ sont rigides, sans masse, de longueur b

— Les deux masselottes sont modélisées comme des masses ponctuelles, de valeur m

— Le manchon est modélisé comme une masse ponctuelle de valeur M pouvant coulisser le long de I’axe.
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Par malheur il y a eu une erreur au
montage : I’articulation A’ a été mal
placée sur la barre, si bien que le
montage n’est plus symétrique ! Vous
devez donc considérer 2 longueurs
différentes, notées a, et a, pour les
segments OA et OA’ ! De ce fait, les
angles formés par les 2 barres avec
I’axe de rotation ne sont donc pas
égaux.

!
e
1
1. Déterminer les degrés de liberté ainsi que les coordonnées que vous utiliserez pour résoudre le
probleme.
2. Déterminer la(les) équations permettant de trouver la ou les équations de mouvement.
3. Déterminer cette/ces équation(s) de mouvement dans le cas ou le systeme est rééquilibré et que
a1=a2=b

12.On considere le systeéme de bielle manivelle ABCD constitué de 3 tiges homogenes identiques de masse m et de
longueur / chacune. La tige CD subit une force F(6) donnée et la manivelle est soumise a un couple de force
(agissant dans le plan du systeme) de moment donné M=M( 6) donné. Le poids des tiges est négligeable.
Déterminer
a) 1’équation différentielle du mouvement du systeme par Lagrange

b) laréaction de liaison exercée en C par la tige CD sur la tige CB (en fonction de 6,6, 6 )
B

D
A,_ .............................................. CF(e) >

13. Un motocycliste démarre en ligne droite avec sa moto sur une route plane avec une accélération X.
On considere en premiere approximation la moto (sans les roues) et le motocycliste comme un corps rigide
unique de masse M et de centre de gravité G.
Le point G se trouve a une hauteur / de la route tandis que la verticale en G divise le segment O,;0, (joignant les
points de contact des roues avec le sol) en un point D tel que :
0]02 =L; 01D =L/3 N OZD =2L/3
Chacune des roues est parfaitement équilibrée, a une masse m, un rayon extérieur r et un rayon de giration
central i. Le moteur exerce sur la roue arriere un couple C par l'intermédiaire des organes de transmission. On
demande d'exprimer en fonction des données du probleme :
1. les composantes horizontales des forces de liaison (Fl,; Fly,)
2. les composantes verticales des forces de liaison (FI;y; Fl,,)
3. Tlaccélération maximum X . et le couple moteur correspondant C,,,,, pour lesquels la moto démarrera
en se cabrant, la roue avant décollée du sol (on supposera le coefficient de frottement suffisant pour
éviter tout glissement).
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14.Dans le plan vertical, une plaque carrée de masse M et de coté H peut glisser sans frottement horizontalement.
La barre homogene AB, de masse m et de longueur L peut tourner sans perte autour de la liaison rotoide en A. Le
ressort horizontal CD relie le point C du bati au point D du solide, a une hauteur 4 (=GD). La rigidité de ce
ressort vaut k et sa longueur au repos vaut OA.
En prenant I'angle 6 pour paramétre de configuration du systéme :

1. Déterminer 1’énergie cinétique et I’énergie potentielle de la barre en fonction des degrés de liberté du
systeme.

2. En fonction des coordonnées utilisées a la question 1, déterminer la ou les équations de mouvement du
systeme

15.Le probleme est plan (2-D). Le systeme, constitué de deux corps, est soumis a I’effet de la gravité suivant 3 : (a)
corps nl : benne supportée par deux rouleaux. Les rouleaux, de masse et d’inertie négligeables, permettent a la
benne de “glisser” horizontalement sans frotter sur un sol plat. Le profil de la partie interne de la benne est
circulaire de centre A

- masse M., inertie /

- distance AB=L

(b) corps n2 : disque de rayon a et de centre B. En cours de mouvement, ce disque roule sans glisser a ’intérieur
de la benne

disque de masse homogene m

disque de rayon a.

Déterminer la (ou les) équation(s) décrivant le mouvement par la méthode des multiplicateurs de Lagrange.
Déterminer la (ou les) réaction(s) de laison entre le disque et la benne.
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v

\ ) 23

22

Un disque de rayon L/4 tourne a la vitesse angulaire constante @ autour de son
axe placé verticalement, suivant I’axe y. Une tige mince homogene AB de masse
m et de longueur L est articulée en un point A de la périphérie du disque de
maniere a pouvoir osciller dans le plan vertical tournant x,y.

Déterminer I’équation différentielle du mouvement. 6 = f(6)

Déterminer les composantes de la réaction de liaison exercée en A par le disque sur

la tige en fonction de & et 0

Si la tige est lachée sans vitesse initiale relative dans la position ou €= 60°,
déterminer entierement, uniquement en fonction des données du probleme, toutes
les composantes de réaction de liaison en A pour 8= 90.

17.Le piston du systéme bielle-manivelle est réalisé a partir de deux solides identiques S; et S, de masse m et de

centres de gravité G; et G, respectivement. Les deux parties du piston glissent sans perte sur une glissiere
horizontale et sont reliées 'une a l'autre grace a un ressort de raideur K et longueur initiale /, et a un amortisseur
de constante C. La bielle et la manivelle sont des barres homogenes de longueur identique / mais la masse de la
bielle est négligeable tandis que la masse de la manivelle vaut m. Toutes les liaisons sont sans perte.

On demande les équations du mouvement du systeme mécanique.

Ve
manivelle A~¢

bielle
5¢ KIS
@) \G1 SAWAAVS G2
—CEI—
I I
18.Une tige homogeéne pesante AB, de masse m et de .

longueur L, est fixée en A et subit a son extrémité libre
B une force F qui lui est perpendiculaire et dont la
norme est constante. Elle s’appuie sur un disque B
circulaire de masse 2m, de rayon R et de centre C de

maniere telle qu’il y a roulement sans glissement entre
les deux solides, alors que le disque peut se déplacer
sans frottement sur I’Horizontale passant par A (le
systeme est dans un plan vertical fixe). A
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1. Ecrire une intégrale premiere du mouvement de la tige en justifiant la méthode utilisée.

2. Déterminer la réaction de liaison exercée par la tige sur le disque (en fonction de 0,0et 6

)

19.Le systeme pesant, représenté ci-dessous, reste constamment

dans le plan vertical fixe ZOX. La barre AB, de longueur 2L et Z
de masse M, est articulée en B au cadre GKLH et en A a une S
glissiere qui peut coulisser le long de la verticale OZ. Le seul ~ Al 2L K L
mouvement que peut subir le cadre est un glissement sur } B
I’horizontale OX. La barre SF, de longueur a, et de masse m, 4
est articulée au point S du cadre de maniere a pouvoir osciller
librement. Le ressort CD, de longueur nulle au repos et de CYMNNe D F
constante de rappel k, reste toujours horizontal. Il relie le cadre
au point C de I’axe OZ.
On néglige les frottements et la masse du cadre. On suppose que les barres sont homogenes et que & peut varier
de 0° a 90°.

1. Calculez la fonction Lagrangienne du systeme.

2. Ecrivez les équations de Lagrange

3. Y a-t-il conservation de I’énergie mécanique ? Justifiez votre réponse.

X

G H

20. . L g
i N ! o O ___________________________
>
L2 | .
0| ®
/N B A v A
Fig. 1 Fig. 2

Un individu situé au milieu d'une trappe qui se dérobe sous lui, commence-t-il par glisser ou ses pieds
décollent-ils par rapport a la trappe qui tombe ?

Pour répondre a cette question, la modélisation suivante est utilisée. Une tige supposée homogene OA de masse
m et de longueur L, porte en son centre une masse considérée comme ponctuelle B, également de masse m. Le
coefficient de frottement entre la tige et la masse vaut f. Initialement, la tige est maintenue horizontale grace a
un fil qui maintient la barre en A (Figure 1). Au temps ¢ = 0, on coupe le fil.
1. Si on se place dans I'hypothese ol, durant la chute, la masse reste solidaire de la tige (Figure
2), on demande :
a) d'exprimer l'équation différentielle du mouvement de 'ensemble (tige + masse);
b) d'exprimer les forces de liaison exercées par la tige OA sur la masse B en fonction de I'angle 8
entre la tige et I’horizontale;
2. En déduire les conditions pour lesquelles il y aurait rupture d'équilibre entre la masse et la
tige soit par glissement, soit par décollement. Pour chacun des cas, déterminer 1'angle 6,,,.
correspondant. Préciser si I’individu va d’abord glisser ou décoller.

21.Un téléphérique comporte un bogie B de masse m et d’inertie /. autour de son centre de gravité C. Les galets du
bogie (dont les masses et les inerties sont négligeables) roulent sans glisser sur le cable porteur, faisant un angle
« avec l'horizontale (H, et H, = points de contact galet/cable). Le bogie B est tracté via un second céble par le
moteur fixe placé en A. Le moteur exerce un couple C, sur une poulie de rayon r dont on néglige la masse et
l'inertie.

L’ensemble 7, composé de la cabine du téléphérique et de 1’axe CE, de masse M et d'inertie I (autour du point
E), est articulé en C par rapport au bogie B. Le centre de gravité de I’ensemble T correspond au point G.
ICGl =d, IGEl = a.

On notera x I'avancement du bogie sur le cable porteur et 6 I'angle que fait I’axe du téléphérique par rapport a la
verticale.

On demande d’écrire 1’équation du mouvement
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cable porteur

moteur fixe

ICG|=d
|GE|=a

cahine

22.Un cycliste grimpe une pente d'angle €. L'ensemble constitué par le cadre du vélo et le cycliste est considéré
comme un solide indéformable S, de masse M et de centre de gravité G. La roue arriere a une masse M’, un
rayon R’, et son centre de gravité est en D sur I'axe de rotation de la roue arriere par rapport au cadre; idem pour
la roue avant (M’, R’) autour de E (seule la contribution de la masse circonferencielle des roues est prise en
compte pour leurs propriétés d'inertie).
Le plateau du pédalier S” sur lequel le cycliste exerce un couple C a un rayon R"; ce plateau tourne par rapport
au cadre autour du point O (la masse du plateau est considérée comme négligeable). La roue arriere est entrainée
par l'intermédiaire d'une chaine (supposée inextensible et sans poids) reliant le plateau du pédalier S” avec le
pignon de la roue arriére, de centre D et de rayon R (ce pignon de masse négligeable est solidaire de la roue
arriere).
Autres données (pas toutes nécessairement utiles...) :
- Ladistance entre les points A et B de contact des roues vaut 3R’. Le point G, centre de gravité de S se trouve

a une hauteur du sol égale a H, AG’ étant égal a R’ (G est la projection de G sur le sol);

- Toutes les liaisons sont sans perte.

Déterminer la (ou les ) équation(s) différentielle(s) du mouvement.
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23. A
Ws Z
e
W] 1 <
2rir
l 2l

A
A 4

L

Un carrousel peut étre modélisé de la maniére suivante : La base est représentée par un disque, de masse M et de
rayon R tournant a la vitesse angulaire ax. A une distance L du centre de ce disque sont placés 4 nacelles (s; a
s4) modélisées a 1’aide de cylindre creux de masse M/8, de rayon extérieur 2r et de rayon intérieur r (r =R/4) et
d’épaisseur 2/. Chacune de ces nacelles a une vitesse angulaire propre de @,; autour de 1’axe z; passant par son
centre. Le centre des nacelles est placé a une distance L du centre du disque.
1. Calculer le moment d’inertie de I’ensemble par rapport a I’axe z, et exprimer votre réponse en fonction
des données M, R et L.
2. Siun couple moteur M entraine le disque S, déterminer la (les) équation(s) différentielle(s) qui définissent
le mouvement.

24. Super Canard (assimilé a une masse ponctuelle) est tombé dans de la
kryptonite , il ne sait donc plus voler et souhaite utiliser une catapulte
pour se propulser. La catapulte (tout frottement négligeable) est constituée
de:

Une poutre homogene de longueur L et de masse M.
Super Canard de masse m est situé au bout de la poutre, dans une
nacelle de taille et de masse négligeable.

e  Unressort spiral C d’angle libre &= % et de raideur angulaire k

permet d’activer la catapulte
Il est demandé de :
1. Déterminer I’énergie totale E du systeme ;
Ecrivez, si elle existe, une intégrale premiere de 1’énergie (Avant L
qu’il ne quitte la nacelle). Dans ce cas existe-t-il une forme de
cette intégrale premiere indépendante de 1’angle ¢ ? Si oui, c \19

écrivez-la ; /
3. Déterminer la condition sur % pour que Super Canard quitte la < >
nacelle; Expliquer en quelques mots physiquement le résultat
obtenu ;
Déterminer la vitesse de Super Canard a I’instant ou il quittera la nacelle si

- . T
I’on décide de mettre une butée en % = Z .
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25. Soit, la balangoire présentée figure 1 composée d’une bille de
centre de masse (x,y), de masse m et roulant sans glisser avec une

vitesse angulaire ¢ sur une plaque inclinée. En son centre est

accrochée une barre de longueur!/ et de masse m, ; elle peut y
balancer avec un angle ¢ . Une barre perpendiculaire, de longueur

h et de masse m; y est accrochée en son centre. En travaillant

dans le repere x,y ; il est demandé de : T

a) Déterminer le systeme d’équations du Figure 1 b2
mouvement en utilisant les multiplicateurs de
Lagrange dans le cas ou la pente suit la relation :

- e ()

b) Dans le cas ol (figure 2) : X / "
1. L’on place le systeme sur une plaque horizontal ; 6
2. L’on rajoute un ressort de raideur k et de longueur libre R entre 7

le centre de la bille et le mur ;
- Déterminer les relations dont vous aurez besoin pour )
caractériser le systeme. Figure 2
- Donner le systeme d’équations différentielles du
mouvement dans ce cas.

L2
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Cinématique du solide, cinématique instantanée, CIR

Formulaire

Distribution des vitesses : v, =v, + DX BA

Distribution des accélérations : a, =a, +& X BA + @X (E)x ﬁ)

Distribution des vitesses et accélérations

1. — vgcos f=v, cosd
V=V, 4D XxAB=>{ " AT
vgsin f=—-v,sinf+w,,L
) 2
. 1%
O =—| vysin@tvy, [1-| 2 cos’ @
L Vp
Les deux valeurs de @, correspondent aux deux directions de
Vg possibles: en 4 ; confondues lors de I’élévation au carré.
L’unique solution correspondante au schéma est donc :
) 2
. v
Wpp =—| vysin@+vy, [1-| 2 cos’ @
L Vg
2.

E:{%cos9+%cos(0+a)}fx +{§sint9+3?Lsin(9—|r05)}Ty

Par dérivation des coordonnées dans le repere Axy

Vo _ 446 _ —ésin09—3—Lsin(0+a)9' 1+ écos99'+3—Lcos(9+0!)9' 1,
dt 2 8 L2 8 '

EG:&: —50056’6"2—3—Lcos(9+0{)92—£sin0§—3—Lsin(0+a)é Tx
dt 2 8 2 8 :

+|-Linoe? —3—Lsin(0+a)92 +£cosﬁé+3—Lcos(0+a)é 1,
2 8 2 8 :
Par la méthode des distribution des vitesse dans le repere Axy (@,; = QTZ)
Vo =Vy + 0y XAG = QTZ x[{%cos&+%cos(9+a)}?x +[§sin0+%sin(9+a)}i)

ag =a, +cT)AG><(cT)AG><AG)+EAG><AG avec £, =01

Mouvement instantané

3. 5. = 1 => % =0 Do =Wl =>Fo =1 @ =W ] = = 1
@yp =6rad/secl, => £, =03 @pc =pcl, =>Epc =Epc L3 Ocp =Wcp, =>Ecp =€cp |,

. I—]

Vg =V, + @y XAB=w,5L,p [E 1, > 1,

_ - = 1- 3+ -
Veepe =V T W XBC = yplyp| — 1, ——=1; |+ @pclpc ], 1 Ly V3 Ly,
2 2 Ocp =—7= Opp; Wpe =2———""Wyp
i => V3 Lep 3 Lyc
— - - - 1= — 0T = =
Veecp =Vp +@cp X DC = @cpLep [_73 L, 5 lyJ Bp ==2,1655" Ly @pe =5.773 57
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Gy =Ty + By X ( By X AB)+ &5 X AB = By x( B, X AB) =

Acepe =cTB+(T)BC><(wBC><BC)+£BC><BC W ABLAB[

_ — — —\ = — 1
Qpecp = ap + B x(a)DC xDC)+£DC xDC = @ pLep [5 N

23 1

Epc =—
DC 3 Loy

=

5 1
@ spgLlyg - scLpc — wz coLep

fwz

@ spgLlyp — eoLep += 2 LCD‘?DCJ

e
[0} ABLAB (T l)c +5 ly

—_
|
1%
ol
~
+
h
Q
Uﬁ}
-}
(9}
|
x’_‘l
t\J|>—~
I
~

—AB @y => Epe =9,073 571

4 1) Solide BC: Vs =Tc +Qyc XCB

Solide AB : Vs = Vit X AB

VC'TAB+(QB(_‘X@)'TAB:VB'TAB:V 7AB

6m/sTX.TAB—QBCO.4mI.TAB =12m/s1.1,
3 4

1, =sing=>=>1.1,=cosar=—
AB 5 x* "AB 5

= Q. =-2s"Let Q,=+25"L

+(Q,,xAB).1,, =v,.,,

o

=

outga:E:L =Q,.=2s"
4 |Qu|BC

2.a) Analytiquement

— T - A OIBC:xIr+yT\'
v, =0,61+081 m/s=Q,.XI,.B avec ’

x=0 car I;.e OC

Ve=0,6m/s 1, =0, xT,.C=2(0,3- 1T =>y=0
ol,,=x'1, +y'Ty

v, =0,61 +0,81 mls=Q,,x1,,B avec {x'=-0,4—0,5cosa
x'=-0,8car I,.elv,

v,=1,2m/s1 =Q,, xI,,A=2y'=>y'=0,6

Tag| ™ . Q,sXAB

1. construction de v, et V- horizontaux
2. reporter les deux vitesses en B pour faire
la composée des vitesses
Vg =Ve +Qp-XCB
LCB
=> _
Vg =V, +Q,p XAB
A
L1AB
3. l'intersection des deux droites pointillées rougt
nous donne Vg
4. Comme v, =2 V¢, nous avons un trangle isoce
l'angle est connu & car Q ,; X AB
[
LAB
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5. OS Horizontal : (AS est parallele a I’axe y)

N

DC.sin 60 — EA.sin 60 = CAsm30—>6——4— 3= CAE—>AC 23 m

Vitesse angulaire de la barre DC : 6=3 rad/s 12 et ¢?
V=V +OLXEA=401 et Ve =V +@pe X DC = 6@ m/s 1, =>
— 7 — 7
0 0
Ve Ilv, et concourante => 7. =V, (solide indéformable)

=> le triangle est en translation instantanée => @, =0 =>¢@=2rad/s TZ

Vitesse et accélération du point S
Vg =Te =V, =12m/s 1, et Gy =, +Ey XAS + By, X(@gy X AS | =@, + gy X AS
@, =ay +&y; XEA+ @y, x((T)EA xﬁ) =@y, x((T)EA xﬁ) =y, 2EA = —"ﬁ"éﬁx =-4621
Gecenc) =y +Exe XAC+ Bye X (@4 X AC) == [EA| 621, +[AC| 4 T,
ﬁ,—
=0

Gc(cean) = p +Epe XDC + @pe X(@pe xDC) =[DClepc T, - [DC 21,
=0

_ T EA|6*-[DC¢* 43— .
=>Epc =0 et —[EA|62+¢,c[4C| =-[DC|¢2 =>4 = =4 "A_ﬂ" | = 43; NG 2 2B el
= a;=a, +ESA><E=(—49'2+2\/§. sir1330ji‘ =12(—3+\/§)Tx

6. Ty zgfﬁx (@pe =—7 radlsL; @y, =—wp, 1, et Dy =—p, 1) - o

V) =V + @y XOA = 2r@p, 1 +rap, 1,

v, =V +@3Axﬁ:(%7r+%w&ji +3ray, 1

=> Wy =3Wg, ; Wpy :_l_”l rad/s1, et @, :_i_jl[ rad/s 1,

- - - == 3 -
Vp =Vo +a)OA><OD=1—71[.6rlx

187r —

VE ZVD +CT)DE Xﬁz Tx+2\/§erETy :VETx R

187[7T

=> @y =0 (barre en translation instatanée) et v, = N
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Mouvement relatif

7.

1 =cos@ly +sindl,

Ty =—sin@ly +cosfl, et @= a)Tz

L=1

‘7c—re1 = do’C =ﬂ'Tx
VC = VC —rel +‘7cfentr avec dt rel
Ve—enr = Vo +@X0'C =0+ A0,
aC = aCfrel + aCfem‘r + 5C7wr
aCfrel = ﬂ'Tx
avec 4 ap_ ., = 20XV, =201 x A1, = 2041,
Uc—gur =T+ By XDy X O'C)+8 x0'C =0- A’ T, +0
=>ac = A1 - A0’ 1 + 2041,
8. 1. =cos@1, +sin GTZ 1. =cosf1. —sin QTZ, Z A ZA

-1 o |T,=T, c

_ ’ — — _ — — A P

L. =-sin@1, +cosfL L =sin@1.+cosfL. )7/ V\

4 p 4 4 2 p4 0 D z x’
B 0
g > L
X S o X
g x°

Cinématique (formule de distribution des vitesses) avec les vecteurs exprimés dans le repere x’y’z’ :
a. @ =sinfpl, —BTy +cos 9¢1 et @,y xyz = @p =sin 0p1. —9@' +cos 9¢1

=g = dTa)T Ty oy xyz XOp = (cos 604 + sin 9¢)TX —HT} +(cos0;}5—sin 99¢)TZ
t rel
AD=-L1,

V=V, + @y X AD =0+L9L +Lsint9¢ﬁ3,v

o = 0 D) 5D = (i s T+ 2c0n088 in ]+ i 5+ 18°) T
b AP=21.-L1.

Vp,, =Vp+@ XDP=LOL. +(Lsin@f-+Acos9) 1, + 6L, et vp =11,

=V, = (L9+ A)TX +(Lsin 09+ Acos 6¢)T3 +/19TZ,

Cinématique (formule de distribution des vitesses) avec les vecteurs exprimés dans le repere xyz :
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a.

. ~ 4
wfz_gl,\'+¢lz > a)xyz/XYZ=¢lz => gT=7a;2

+ a)xyz/XYZ XJ)T = 0¢I¢ _QT} +¢TZ ;

rel

E:LsinHTx —LcosH_L
Vp =V, + @ X AD = Lcos 061, + Lsin 041, + Lsin 661,

(Lcos@é—Lsin 6¢* — Lsin 6’6"2)Tx

ap, =, + @ (@ xAD) + & x AD = | +(2Lcos 0p + Lsin 65 1,

+(Lcos(9(9'2 + Lsin GG)TZ

AP =(Lsin@+ Acos@) T, +(~Lcos6+ Asin6) T,

Vp =V, + B xyz xﬁ’=(Lsin€+ﬂcos€)¢1y

_dAP

Ve, ” =(Lcos09+/icosﬁ—/lsin€9)ﬂ +(Lsin09+/isin€+/100309)1
"

rel—xyz

=Vp =(Lcos€9—/1$in 09+/10050)L +(Lsin 0¢+ﬂcos€¢)Ty +(Lsin09+ﬂcos€9+/isin Q)I

Par dérivation des vecteurs dans le repére x’y’z’ :

a.

By oy xyz =SinOPL. — 61, +cos 1.

AD =—LT, => A fixe : v, =—d2[D + B,y .y xyz XAD =0+ Lsin 91, + LO1,
rel T

VDrer "
_ _dvy _ i h )= o = P
aD—d— +wx'y'z'/XYZXVD—L(9 sin @ cos 69 )lx.+L(200599¢+sm9¢)lV,+L(sm Gp° + 6 )%

4 rel :

— _ _ dAP _ — L - . L= —
AP= A1, ~ L1 =7, == = + @,y .y xyy XAP =(LO+ A) 1, +(Acos 8+ Lsin 69) T, + 201,

rel
a =D +o XVp =
P dt » x'y'z'1 XYZ P

(Lé +/'l'—(ﬂcos2 6+ Lcos8sin 0)¢2 —192)1,
+(2/7;cos 0 + (=Asin6 +2Lcos 0) 06+ (Acos@+ Lsin 9)¢ — Asin 99¢)T‘
+(/165+ 210+ L6* +(ﬂ.sin 6 cos 6+ Lsin? 9)¢2)TZ

Par dérivation dans les axes xyz: @,,,, xy; = ¢TZ

AD = Lsin61, —Lcost9TZ =V, :d;;D + @y xvz X AD = LcosH'TX +Lsin0¢fTv +Lsin00'TZ
f > )

rel

Par dérivation des vecteurs dans le repeére xyz :

wxyz/ Xxyz = ¢ lz

- . T = — AD _
AD = Lsin81, - Lcos@1, =>VD=dT +@
t

y2l XYZ XAD = Lcos@61 + Lsiné’(ﬁy + Lsin4949’TZ

rel

(LcosBé—Lsin&Hv2 +Lsin(9¢2)Tx
a, = ddle + By yyz XVp =1+(2Lcos 866+ Lsin 651,

rel

+(Lcos€¢v2 +Lsin(9('9’)Tz
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b. ﬁz(ﬂcos0+LSin9)Tx +(/1sin67—Lc059)TZ

(—ﬂsin 60 + Acos @+ Lcos 06-7)Tx

VP:ddﬁ +(T)xyz/XYZXﬁ: +(/1cos6¢+Lsin6¢)T‘,
: , )
I . N
" 4—(/1cosl9l9+/1sint9+Lsint9t9)]Z
_ dv, _ _
ap = E + @y xyz XVp
dt rel

(icosH—Z/isin69+(Lcosl9—/lsin6)0—(/10056+Lsin6)92 —(AcosO+ Lsin6)¢2)Tx
= +((ﬂcos¢9+Lsin@)gb?2200s6¢+(2Lcos€—215in 19)0¢)T}
+(2/icosl99+}isin6+(Lcos6—ﬂsin6)92 +(ﬂcos€+Lsin6)é)TZ

Utilisation des formules du mouvement relatif dans le repére x’y’z’ :
D = origine du repére mobile (@, ..y yy; =sin 0¢>TX - HT} + cos €¢>Tz =)
=> & = (cos 660 + sin Hqﬁ) 1. HT} + (cos 64 — sin 4949¢)TZ

_ dDP -~

_ _ _ Vp_yel = = /11):'
VP = vP—rel + vP—entr avec

rel-x'y'z’
Vo gur =Vp +@p X DP = LO1. + (Lsin 09 + Acos ¢9¢)T} + 101
Ap = Ap_yop T Ap_gpyy +p_coy AVEC
Ap_rer = /ﬁx
Tp_cor =28,y 7 ¥Vyg = 2(sIn 0T — 01, +cosOPL. )x AL, = +24cos 691, + 2041,
Qp_ppy = ap + O X(a_)T ><D_P)+ET XDP avec DP = Al

L(é—sin000s0¢2 )TX +L(200599¢+sin0¢-ﬁyv +(Lsin2 ¢9¢2 +L6* )T
Ap_ppir = +(—/lsin ¢9¢9¢T} —192L,)+(lcosesin€¢.ziv — Acos’ 0¢.2L,)
+15Tz. + l(cos 6p —sin 00¢)T)
(Z+Lé—/léz —(Lsin000s0+/lcos2 0)¢2)TX
ap = +(2/icos¢9¢+(2Lcos¢9—/lsin9)9¢+(Lsin€+/1cos€)¢.—/lsin9€.¢)1,,
+(29ﬂ+(ﬂcos€sin0+Lsin2 0)¢2 +L6? +/1§)TZ.
Par I’utilisation des formules du mouvement relatif dans le repere xyz :
A = origine du repere mobile xyz (& = @,y xy; = ¢1)

A_P=(Lsin 6+ Acos) 1, +(Asin@—Lcosh) 1,

_ d AP
Vp—rel =

=(Lcos€9+ﬂcos9—lsin99)1( +(ﬁ‘,sin6’+/1cosé’6.?+Lsiné’é.’)TZ
VP = vare[ +‘7Pfem‘r avec dt

rel

Vo_onr =V +(7)1><A_P =(Lsin9+lcos€)¢ly
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EP = aP—rel +5P—em‘r +5P—cr)r avec

(+Zcos€—22sin 66— (Lsin 6+ Acos 8) 6 +(Lcos€—lsin€)é)Tx

E —rei = .o . . . e\ —
ror +(Zsin0+2100s00+(Lcos0—Zsin€)€2+(/1cos€+Lsin0)0)lz

Apcor = 20y x77 XVp_rer = 2((Lcos 6~ Asin ) 8p+ Acos €¢)T}

Ap_pyy =04+ @, X(c?)l xﬂ’)+§1 X AP =—(Lsin 8+ Acos6) ¢ 1, +(Lsin6+Acos6) 41,

(+Zcos€ 2Asin 66 - (Lsin€+lcos0)92—(Lsin€+lcosﬂ)¢fz+(Lcos€—/1sin€)é)1x
(+2}ucos0¢+ (2Lcos6— 22,s1n9)0¢+(Lsm0+lcos€)¢)J}

+(Zsin0+2/1cos 66 +(Lcos @~ Asin @) 6* +(Acos @+ Lsin ‘9)9)I

9.

L’angle O représente I'inclinaison de 1’avion. Le point C se déplace horizontalement (v et ac), le point B subit
une rotation autour du point C (v,.c) et une translation horizontale (ve,,=vc). Le point A possede une vitesse
d’entrainement (V) et une vitesse relative (vy.). La vitesse d’entrainement de A peut étre calculée par la
formule des distributions des vitesses en considérant que A est fixe dans I’avion (dans son repere relatif) et donc
la longueur AB est constante.

o=0l,=01, a=0l, ; T=xl, v, =xil, @, =Xl

X

Ve =ve(cos HTX —sin HTy) et a. =aq(cos HTX -

Vg =V +OXB =V + 0L xhl, = (v cosO— M), —vesin 1,
g =ac +ExB +@x(0x B ) =(ac cos@—ah) 1, —(acsin O+ hw?) 1,
V) =V +DXBA +7,, = (v cosO—@ bt X1, +(@L-v,sin0) 1,

@y =ay +EXBA + X (WXBA )+2(@XV,, )+,
| ———

[ Ay cor

a, =(ac cos@—ah—LaP+5) 1 +(—a. sin@— he?+ La+2w5) 1,

10.

L C:%%abx:%%mﬁwxﬂm x0C

_C:37Lcos61 +3—2Ls1n01 ; CT)XYZ,X},Z:—¢TY

Ve =(—37Lsin69TX +3?Lcos69TZj+[¢37Lcos0TZ —¢37Lsin ngj 3L(6+¢)(—sin 0TX +cos¢9TZ)
2 V= ¥y + @ xAC

ac = ay + € XAC+ o |xX @ XxXAC
— v R e
Aprel YA penr Y Acor ('9_¢)1Y ('9_¢)1y (9_¢)1y

3. C décrit un cercle de rayon 3L/2 ala vitesse angulaire —(9+¢)TY

- Rotation instantanée, vitesse angulaire éTy autour de /,Y, ou /; est le sommet du rectangle AOBI,.
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5. a)Si 9« ¢ - rotation instantanée de vitesse angulaire (9—¢)TY autour de /Y ou I est tel que

— — — — = W XV,
Ve = P +Byp X IC => By XV = By X By XIC = (@45.1C) By — (@5 ) IC => C1 = “487YC
— Wip
Cl= 2 6.’+?(cos QTX +sin ¢9TZ ) = MC_II ou /| estle "CIR" relatif dans les axes OXYZ
2 60-¢ 0-¢
si 6.’+¢.)>1 : Testaudelade /] ; siO<M<l : Testentre Cetl; ;
0-¢ 06—
si-l<w<0 : Iestentre O et C ; si z+?<—l : Iestaudelade O ; sié=—¢ : lestenC ;
. . 0+¢ . , . , A
sigp=0 : Iesten/; ;Si =0 T:—l : rotation continue de vitesse angulaire (—¢) 1y autour de O

=>AN:6=%C_II

b) si @=¢ : translation instantanée de vitesse instantanée v =v, =3L8 (— sin@1y +cosf1, )

CIR

a5 -3 +&5x0A=@x0A= —erx}
_ _ =W =0
Vg =Ve + @D XCB =—Wcprl,
Les vitesses v4 et v sont paralleles. Comme la barre AB est
indéformable, elle subit une translation curviligne
instantanée donc les vitesses de A et B doivent étre égales.

b 5 =7, +oxIA=@%IA=-0'"2r],

— _ =>20'= Wy
Vg =V + @O XCB = -y,

(avec I le point de contact du disque avec le sol)

12.1. Soit O, I’axe de la roue arriere et P; son point de contact avec le sol.

— Vo = Viapis T Vcaddi
_ _ _ - — 0, Tapis Caddie
Vo, =Vp + @ X PO, | =>Vegadiely = —O L XR1 = Rayl,. avec _~  _
VPI - VTapix

_ Veaddie = . = _
=> @z—%lz ; & =0 car @ = constante

2. Soit O2 I’axe de la roue avant et § 1’angle d’inclinaison du caddie par rapport a I’horizontale.

o |V02 =Vo, + Qryiic X010, |
na

vOZTX =(v, +vc)(c0s0{TX +sinaTy)+(—a)CTz)xL(cos,BL +sinﬁTy)

; et si on projette la relation sur I’axe y, il vient :

(VO2 =(v, +v,)cosa + Lsin fa, (1))

Q)= = (v, +v,)sinal,

0=(v,+vc)sin0{—Lcos,Ba)C 2) Lcos B
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Pour trouver une relation donnant B(x) :
Lcos B =x+(u+v)cosa

v u V4
avec tan@=—; tany=—; a+y=—+pf
R R 2

T
= Lcos,b’:x+Rtan(E+ﬁ—ajcosa+Rtanacosa

On résout cette équation pour trouver B(x) (avec un
calculateur) et on la remplace dans I’équation donnant la
vitesse angulaire

3. L . . Vi
Le moins vite : Point de contact de la roue avec le tapis (%% )

Le plus vite : Point diamétralement opposé au premier ( Vrapis * 2VC"“'d"“)

5. (voir dessin) le CIR se trouve a ’intersectiondes ™ g
perpendiculaires : '
au tapis et passant par le point de contact de la roue arriere
au sol horizontal et passant par le point de contact de la roue
avant.

N
0 ‘\\'j‘» sol fixe
Pl x

x

CIR l

13.

Y2
D, «g
T \ .
ol z 2
I

Pour la décomposition en systeme d’axes :

RO Repere fixe, R1 Repere tournant avec p autour de BD (z;), R, Repere incliné sur OF (z;), OD (y,), R;
Repere tournant avec p autour de OF (z,).

1.) Axe instantané de rotation : droite IQ avec I=Pt de contact entre le disque et le plan

Q=intersection des droites OF et CB car OQ peut étre considéré comme appartenant au solide étudié
(tige+disque) et vo=0 car Q appartient a I’axe de rotation de Q. Le point Q appartient virtuellement au solide.
Remplacer la tige coudée par une tige OQ soudée au solide ne change rien au mouvement.
O=p+q=pcosfl +(psinf+q)l, avec @, =p

Condition de roulement sans glissement :

v, =0=v, +@x 0l =—p(R+rsinO)1 +(rpsin@+rg)1, [ R

— - — - =>1qg=—P
avec Ol =—rl;v, =px0OC =—p(R+rsinf)1, r
Ou
vOetige =‘7C +E)IXCO et vOEdisque =‘71+(T)d><10 R
= = _ = == . - N g A
=>a)d><IO=a),><CO=>—(rps1n0+rq)1X=—p(R+rsml9)lx r

_ — . R - .
@, = pcos@1 + p(sin6+—)1 =vecteur libre constant dans les axes Oxyz.
r

Page | 62



Faculté des Sciences Appliquées Syllabus d’exercices
Mécanique Rationnelle 2 Corrigés : Cinématique du solide, cinématique instantanée

Dériver un vecteur constant : produit vectoriel avec le vecteur de vitesse angulaire agissant sur le repere.

- _do| o

T

werxyz X @y | ou XYZ est le repere fixe

Z‘d=(p(sin6’+£)pcos6’—pcosB.psinejTX=£p2c0501

r r

2)

- = — . R — - . R -

vD=(0de:(pcosel},+p(sm¢9+—)lzj><2r]},:—er(sm9+—) L
r r

Comme Q appartient a I’axe de CIR, on peut écrire :
ap=ay+&,X0D+ @, xv, avec a, =0 (la, #0)

0D =-

(R+rsin®) 1L +rl,
cos

RY R = R =
ar :—rpz[(—j +2sin 26 +3—sin 9} 1 +rp2[3—cosﬁ+2cosﬁsin 9) L
r r r

14'1.). (rem : @ =0 :O)
RO : Repere OX0Y0ZO fixe.

-0,

Qg x =@g g g ==L +@ 1
R2 : Repere Ox2y2z2 tournant avec R1 et autour de 1’axe x1 = x2( Rl Ry Ryl By =R/ Ry Dk, T ]31 )
R3 : Repere Gx3y3z3 1ié au disque et tournant avec R2 et autour de z2 = z3

( Wr, /g, = O, /g, + Or, g, =—O L, T 1, + 051 =y,

o,
R1 : Repere Oxlylzl tournant autour de I’axe YO = y1 (~ ©/%o

car le repere R3 est completement lié au disque)

Y2
X7 XO < 22
21
0 @ Vi |
Z o P ;
0 C V2 \‘\ C /'/ X2
Diisque =~ 1x2 t o, lyl + @ ]zz =0 lxz T, (COS(Zl ]y2 +Si1’l(¥1 ]zz )+a)3 ]Zz
wdisque instant r:; =0 =4 lxl + @ 1-V1 +ay lzl
= _ da)disque — — — _ T - . T
Eisque = & + O, g, X Oyisque | AVEC Wp jp =~ 1, +@, (cos o ]yz +sing; 1 )
2

Eisque = O (cos alTyz +sin aszz )+C()Za)1 (—sin 0{11‘,2 +cos Otl_LN2 )+
1, 1
it B

+ W@, (—sin alTyz +cosa1T22 )—a)la)z (—sin(){lTyz +cosOllTZ2 )+(a)lagiq + cos(){lTx2 )

1
1 “1

1
Eisque = D20y 08 1, + (@, + @5 cos ) 1, +(@,0, — @05 siney ) 1,

=> gdisque Instant r:04 =0 = 0,05 lxl + (wZ + a’lw3) lyl T 0,0, lzl
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autre méthode :

_ da ~ dl, do, - dl, o, - dl,
=1~ —> +—21 tw, — +—21 + 2
¢ a =Y Ta _ o odr “ _oodt % -

=0 =Wgy gy XLy, = =g, 1y X1y, =0 =g, /gy XL,

Zilmsans =t (-, T, )+ &1, +wz(0)+w{aﬁyz + @, cosqy lxz]=wzw311 (o +om)1, + o0,

=1(=0)

VAllnstantt = VC +67)d Xa = _RwSTxl _(ba)2 +Ra)l)Tzl
=0

| stant 1 = @ + @, x(cT)d xa)+5d XCA = —(bw22 +2Ra)la)2)Tx1 —R(a)21 +a)23)Tyl +(2R@, 0, —bax ) 1,
=0

. . V.0 =—-bw,w.
2.) Invariant scalaire -

.0, #0 et o, #0

a) si : mouvement hélicoidal instantané (HI) = mouvement de rotation et de translation de

o=-olrol ol . Axe Hl est // 2 @ passant par Q tel que

-0, —  (-ba?,,-bow,,0
e ol b, ) 5 (b0, 000,.0)
[oX0] 2+ a?, + (P, - ? + w2, + @,

b) si @, =0 et @;#0 : Rotation instantanée (en t) autour de 1’axe // @ passant par C avec w= (_wl 0,05 )

Cas part. :

vecteur vitesse angulaire

@ :—M+/ii) VQ:
.0

avec

®=(0,0,;)

Ssi AT 0 Rotation instantanée (en t) de autour de Cz

- si de plus @, =0 Rotation continue (méme @ , méme axe de rotation. Vt)

;=0 et @,#0 o= (-w,»,,0)

c)si : Rotation instantanée (en t) autour de I’axe // @ avec
Cas part. :
. wl = 0 . .
-si Rotation continue autour de Oy.
- Si en plus @ =0 : Rotation. continue uniforme
d) si @, =5 =0 : Rotation instantanée de © ~ (—a)l,0,0) autour de Ox.
Cas part. :
-si 22 =Y Rotation continue (méme @, méme axe)
L =

-si Solide immobile a cet instant.

. . . et Vo etV Il @
3) Si Q et Q’ sont deux points distincts de 1’axe hélicoidal instantané ( )

ay =ay +@x(dx 00 )+ExQ0 avec ox(@x Q0 ) =wx(vy —vp)=0 car @//vy v,

. , . R o ap =0y => ex00' =
Pour que les points de I’axe hélicoidal aient le méme vecteur accélération, il faut ~ < 0 =>&xQ0 =0

comme nous avons : E)X(E)X@') =0=>00"'= Qg(f)@ => @'//(T)
On peut donc vérifier la relation suivante £€x@ =0 .

(&, + o) 0; -y, =0 o =w;=0

o, (02 + @) =0 <=>{ou

005+ 0y (@, + 0y03) =0 @, =0 et @, =-w0
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15. Disque : Rotation instantanée autour de 1’axe Iz de vecteur

vitesse angulaire @

Tige : Rotation continue autour de I’axe Oz de vecteur vitesse
angulaire Q

Point C : trajectoire circulaire en fonction de I’angle 0.

Veebisque = vy +@XIC =—@R1, T
_CeDlsque 1 T == 3912
Vpoint ¢ (0) = —603R1,

T =7 +OXOC =3RO1 = =
_CeTlge 0_ 0= _611
VceDisque = YCeTige

Vg = V¢ +QXCG = —3R6ﬁx —2R9(cosaTy —sinaTx)

avec sina:% et cosa=§=>\76=—%€(9i +\/§T})

a; =a +§_2><(£_2><E)+E><E =a-+-01, x(—ZRé(cosaTy —sinaTX))—é 1xCG
ag =ac +-2R6? cos (ZTX —2R6?%sin (J!T.V +—2Rcos a’éTy +2Rsin (Z&TX

G =-3ROT,+3RET, + (36655 1.~ (V556+36° T, = (06+6°\55 )1, -5 (V556 -96* ),

16.

0— -

— d| Rcotg—1 +RI1 . A
_ dAC ( 8y >’j RO - 4 y
Ve = o 7 = 7] L

! ! 2sin® B I
2 P
C.IR. dudisque : v, //x etv, L AP => [ déterminé R/vp
— £ . 2 . — ; VL.-C
Oyisque d€pend de & => pour déterminer @yigq,. (6), & [ 0/2 / v
X

il faut écrire la condition de roulement sans glissement en P o/ A

(ds les axes liés a la tige Auvw avec u // AB):

VPElige :‘7A +a_)t XA_P =R COtggéI}

avec

cos@—a,R |1, + sin@1, avec @, :(odTZ

Vpe disque =vetay XCP=|— 5 5
2sin” — 2sin” —

sin@

cos @ =—cotgd

6 =—cotgd cotgg 0
2sin’ 3 2sin’ 2 2

=> (VPE disque :vPEtige)]’ =W ==

1

17.

Nous pouvons appliquer la formule de cinématique pour les solides.

Pour déterminer la vitesse angulaire de la bille, appliquons la formule de cinématique a la bille (C=CIR) :

— — — — — - +

Vv =Vg +@OXBA=>—|v,| =|vs| - ®|BA| avec @=-wl =>v,+v; = waa == 2‘)2—‘)5
—a
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Pour trouver @, nous devons déterminer les vitesses v4 et vg.

Appliquons successivement la formule de cinématique des solides sur la bague extérieure entre O et I puis entre

Acetl. (JA=d) : I=CIR

- = — 2
To=—VI, = J +8,,xI0 =>v=Q,,c/2=>Q,, =—
c
= — v — Al - 2dv Qf_ ‘_7
V= 40, xIA=>V, =——d1l ou v, =—7v,=——vl + v_ —v+Qal
A yl/ ext A c X A A0 0 /2 Y l=@m=—2_C 2 1= 15 12
Appliquons la méme procédure pour la bague intérieure : b-a ‘ b-a ‘
Vi (= Vyer + Vourr ) = ¥ +5xﬁ=(—v+ﬂgji
18.1. Ry : Repere OX,Y,Z, fixe.
@p g = Q1
R, : Repere Ox,y,z,; tournant autour de I’axe Z, = z; ( Ri/R, kl )
(T)RZ/R() = @RZ/RI +(T)R1/R() = (T)RI/R(I
%,—/
R, : Repere Ox;y»z; incliné par rapport a R, autour de I’axe y; = y»( 0=0 )

R; : Repere Gx;yszs lié au disque et tournant avec R, et autour de x, = x;3

(wR3/R0 =g, g, + D, g, = —O L, + QL = Wygge

= 0=Q+ 0, =~ cosOl +(Q-a,,sind)],

car le repere R; est completement li€ au disque)

B

Wrel

Nous repérons deux points appartenant au solide qui ont une vitesse nulle : le disque ne glisse pas donc la
vitesse du point A est nulle. Il en est de méme pour le point D qui est appartient a 1’axe fixe OO’. Donc
I’axe instantané de rotation passe bien par ses deux points. Le vecteur vitesse angulaire du disque se

trouvera sur cet axe.
Condition de roulement sans glissement :

VA=O=VC+@dXFA avec CTAz—RTZz =Rsin9TXl —RcosHTzl et VCZVO-F(_ZX%:Q“RCOSHT),I

Vv, =0=Q4Rcos 01, +(QRsin6—,,R)1, =>Q4Rcosf+RQsin6 - Raw,, =0

En simplifiant grice a : OA = \/ﬁR et sind= I/Jﬁ;cosﬁ = 4/\/ﬁ ; on obtient @,,; = Q\/ﬁ

. . s Q
par le dessin on peut aussi directement établir que — =1g6 et w,, = ——
[

= &=-Q\17cosf1, +Q(1-17sind)1, =-4Q1,
day,
- isque
gdisque =
t
L

2. V17

Vy = DX AB =—4QT x2R(~sin 01, +cosfL )= -

ar,

cos @

+ le /R, X a)disque =Q lzl x wdisque =402 lyl

. _ dDB
attention vp # ——
dt

abs
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— - 16 —
dc =a, +EXDC+Qx(QxDC)=-Q24Rcosf1, =—Q?R—=1,
:’6‘ %z,—/o 1 \/ﬁ 1
= Tm = A= T3 ap 16 = ,T .= - - _ 16 -
@y =, +&, xCB + @, x(, xCB) =—QR NT I, —4Q2T, xR(-sing1, +cosf1, )-4QT, xﬁgmyl
16 4 - 16 - 64 - 32 - 68 -
dy =——=—RQ21_ ——=Q?R]. ———Q2R1_ ———Q2R1 =——=—Q2R1 - ——Q2R1,
T = (=_ 68 -
Ma, #0=>a, =a, +EXCA+@x(wWXCA)=—=—RQ?
A A =Ac ( ) NE L
19. % Wy =1,,0,
% P @, = L,
< rl rZu
w; =— ,
y 13
v =152 miles/ h=244620 m/h
ﬁ Circonférence de la roue : 270.235 m =1.476548m

W =244620/1.476548 tours/h
=165670.1369 tours/h
=2761.1689 fours/ min

;= %%2761 1689 tours / min = 207.08 tours / min

Caractéristique des mouvements

20. 1. 67)=(/')TZ +6’T} =—ésin(pTX +9005(/)TY +¢TZ

2 4som d(Lsinél,) -
vy = = =Lcos601,
dt dt
Vy =d0A d [Lcos&l L j —Ls1n991 +q01 X O0A = ( Lsin@é+£¢}1+L(ocos€T,
dr dt 2 2 ?

Vg = %(LCOSQTX +§T}j = (—LsinHé—%(bij +L(bcost9Ty

Vg =—Lsin 00'16 + L¢cos HT},

3. invariant v.® = Lcos 60¢
1.6=¢=0  Solide immobile
2.0=0; @®#0 Rotation continue 0= quZ (uniforme sip=0 )
3.0#0;¢=0 Rotation instantanée CIR=(x = Lcos @,z = Lsin )
4.0#0;¢#0 Mvthélicoidal instantané @ = ¢@l, +61,
Axe hélicoidal : droite de point P tq v, // @

— (CT).VH j = Lcos 66¢

v, =| 2 (61, +1) e TP=2XT0 | 15 LE0300y
.0 62+ ¢?
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Cinématique des solides

21. ) b/ 25§ =2bLsin@ 6 avec §=v
” A L S é:bLsY 0
sin
y=2bsin@ cos@ su L2+b2—-2Lbcosf
- - AL u
y=2bcos6 0 sin@ Lb Lig@

s2=12+b2—2Lbcos b

22. 2 degré de liberté {x, 8}
Coordonnées {x,a, 3,6} l £

[2)

‘cercle S1 = aTz’ a_)disque 52 = :BTz’ (T)AB = eTz
Repere xyz fixe ; Repere x1ylz1 1ié a S1 ; Repere x2y2z2 1ié a
AB ; Repere x3y3z3 lié a S2

Condition de roulement sans glissement en D point

de contactentre S} et S, : Vpeg =Vpes,

Vpes, =V + @ X AD = X1, +Ra1,

Vpes, =V + @, xBD = i1 +(R-a)d1, +af1,
=> (R—a)9+aﬁ=Rd

Condition de roulement sans glissement en / point de contact entre S; etlesol ©  v;cg, =V

=>0=v, +@ xAl = il, -Rd1, => i = R&

K- i—(R-a)6- _
Drercie 51 :E lz’ wdisque s2 = a 1z’ Wyp = elz

=>
Vg =V + By XAB =V = i1, +(R—a) 81, =1 +(R—a)d(-sind1, +cosd1,)

ag =a, +E)ABX(E)ABXE)+EAB><E:XL +(R-a)61, —(R-a)6’1,

Ou ¥ =V, +@ X DB =>V, = i1, + Rl —afl, =il +(R-a)dl,

23.Ry : Axe OX,Y,Z, fixe.

R; : Axe Ox;y;z; tourne autour de I’axe Z, = z; (¢) <1 W [ Yo .
R, : Axe Gx;y,7; incliné d’un angle o par rapport aux axes Q !
s X [
Ox;y;z;, avec 7, lié a la tige, tourne autour de I’axe z; (¢) 0 3
R; : Axe Gx;y;z; liés au cube et tourne autour de z; (¢) et z, (0) 0
=> les vecteurs de Darboux : v Ay
_ o— _ — _ P .o— 3 2
O g, =L 5 Qg g =PL 5 W g =0L +01, A ]
N (AR
> X,
0, (Vg
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Par la formule des distribution des vitesses exprimé dans le repere Ox,y»z,
Brip = PL, et By, =PL +61, =—psinal,_+(8+gcosa),

¢ =Vo + B, XOG =0+ Lgsinal, = Lgsinarl,,

GA:%(TX3 +1, + 1, ) :%((cosﬁ—sinl?ﬁx2 +(sin6+cos) 1, +TZZ)

2

_g((g+¢cosa)(sine+cosa))i

V) =V +Oppyps XGA = +&L+%j¢-sina+%(é+¢-cos0{)(cose—sin¢9)j L,

d . . . =
—E¢sm a(sin6+cos0) L

Par dérivation des coordonnées exprimées dans le repere Ox;y;z;
_ d _

d—~ d - _ - - T o =
OA=—1_ +E]y3+[E+LJ L et @ g :—¢sm0{cost9113+¢smasm0]y3+(¢9+¢cosa) L

2
((%+Lj¢sinasin0—%(9+gbcosa)Jsz

_ dOA dOA
Vu = =—

dt dt

+@p, 1, XOA = +[(é+¢fcosa)%+[%+L]¢5sinacos¢9JTy3

3

—%¢sina(cos€+sin9)1

. Par dérivation des coordonnées exprimées dans le repere Ox,v,z,

—%(sint9+cos€)(t9'+¢'cosot)I62

5 —d0A _dOA + g, /g, XOA = +((9+¢cosa)%(cos€—sin9)+¢fsina(%+LDTyz

Vv =
A dt dt

2

_[¢sin af%(sin 6+ cos 9)}12

OA =%(cos¢9—sim9)162 +%(sin6’+cosn9)Ty2 +(%+LJTZ2 et Wg /g, =—¢fsina’Tx2+¢.cosa’TZ2

Bype = —Psin O‘sz + (0 +gcos a)TZ2

+@g, /g, X Ocype AVEC Dp g =—Psinal, +pcosal,
rel dans R,

Ecube = —¢. sin aTx: + (9 + g}fcos a/) T@ —cosasin 0{4/52 Ty2 + (Sin 0:4159 +sin @ cos 0{4/52 )qu
Ecube = —¢ sin aTX2 +sin a¢ft9'Ty2 + (0 + ¢'cos a) Tj
@¢ype = —SINACOS 9¢5Tx3 +sin @ 'sin 9¢Ty3 + (9 +cos a¢) L} avec (T)R3 IR, = D¢ ype

z _ da)Cuhe
Cube — dt

+ @Dp, 1R, X Dcupe
NI

rel dans Ry 20

Ecype = —Sin O COS 6’;}51} +¢@sinarsin 4949@3 +sinasin 9(5@3 +sinacos 496"(15@3 + (49 +¢cos a)i

<3

Ecupe = (sin asin 9¢59—sin acos 9(5)13 +(sin acos 9¢59+ sinarsin 0&5)@3 +(é+éfcosaﬂ

23
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L B0+

Cinématique du solide

o, = _ész

_ _ . — L .-
VG, =\:ﬁ+(<)1><AG1 =E€1 1
=0
. — _ (. —=\ Lui= L ,—
dg, =ﬁ£+.€1><AGl+a)1><(a)1><AGl)=5491 L —561 1,
=0

VG, =Vy + @, XDG, = L6, lxl +E(91 +92) 1)‘2

6, +6. 6, +6
=L 91+00392¥ il—L(sin@@]Ll

dg, =y +& % BG, + @, x(@, xBG, | avec @, = L4 T, — LO7 T,
L2
_ - e G +6, — (91+92)
ag, =L61, —L671, +2—2LI_ - N
. 6 +92)2 6,+6, |- - (‘91 +92)2 6,+6, |-
=L| 6 —sin6, +cos, —2 (1 —L| 6 +cos, +sin@, —2 |1
2 1 N
dérivée dans un repere absolu
— L. o= - __dAG, L N e
AG =E(s1n01 Iy +cosé, IY) et vg = 7 L =50059101 Iy —Esmﬂlﬁl Iy
oxy
_ dvg L . . L )= L 5 L . . \=
ag, = d_t] = (—zsm 6,6} +ECOS 9101j 1y —(500501912 +Es1n 0101j Iy
oxy
—_— - - 6,+6,) - 6,+6,) -
AG, = L1, +% I, = L[cos@l +cos(1—22)] Iy +L(sint91 +sin¥] Iy
A . 6,+6,))_ . 6,+6,) |
e, =ddf2 =L coselal+cos(6'1+92)M I, - L simsqel+sin(¢91+92)M I
oxy
L2 .
dv, . .. 01 +02 G +6 —
ag, = d? =L —sin916’12+005916’1—sin(6’1+02)( ) +(:os(01+92)(1 2) y
oxy
L2 .
N ) (6 +6,) (6,+6,) |-
—L| cos6,6 +sin 6,6, +cos(6,+6,) +sin (6, +6,) ¥
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Dérivée dans un repere relatif

G oLt __dAG _—— L~ __dvg o L~
G:EL = Vg = dtl +@O XA 1=5911x1 et aGlth‘ + @ XV, = Hllxl 201 1
Ox,y, Oxy,
=0
— - L- L. = L -
AG, =L1, +3 1, =Esm02 1, +£L+Ecosﬁzj L,
AG, — 6,+6,) . |_ 6,+6,)_
7, =A% 5 %46, =L 00502(1—22)+01 lxl—Lsinezwlyl
Oxy,
dvg, -
=—2 XV
G, a W Xvg,
Oxyy,
) (051+6"2)2 6 +6, |- " (91+92)2 6,+6, |~
=L|6 —sin@——"+cos@, =—2 |1 —L| 6] +cosb, +sin@, 1—2 |1,
2 1 2 N
Vitesse d’entrainement et vitesse relative
- _ L,— s = L - L. -
%G, =76, +7.),, =501, +(6, ]z)x[[L+Ecost92j L+ sin6, 1%}
——
Vrel Ventr
6, +6 6,+6, |~
=L| 6 +cos, ——=2 |1 —L|sing,~—=|1,
2 ! 2 !
25.
y
y
/\ F. E | Y A /¢,
F. EY | Y A \C, D 0 X
>
> a
a
\
@ % =0
A

by @s %0

(a) Le bras DOA tourne a la vitesse angulaire ® = 90 tours/min

) =— 2027 rad/s 1 =37 rad/s 1T,
60 - -

Spoa
Viesp,, =Vo +@s,, *XOA=-0 al,
_ o — a— (=> 05 =20
Vies =V +@; XCA=-w; =1 Bac poa
BAC [ BAC BAC D y

=0 =
. _ = wSEOE 4wSDOA
VBeSpe = Ve T sy X CB=-wy, al, @, ~=-12zrad/s 1, =-37,7 rad/s 1,
=0
=205, =

D5,

VBESBOL‘ = KQ, + a)SBOL xOB SBOI: 2 1)’

=0
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(b) Le bras DOA tourne a la vitesse angulaire ®DOA = 90 tours/min et le solide S a la vitesse
oS = 80 tours/min

_ — _ 802« - 8z — _ -
v, =—3wradls 1, et @ = rad/s I =——rad/s I, et @5, ~=-0g I
"Ae Spoa =VYo + a)SDOA XO0A=- Spoa Y
_ L _ 3a a)— [=>305 + 2“’SD0A =g,
) =Vc+ @ XCA=| 0, ——-0 - =
A€ Spsc c Spac ( S 2 Spac 2 Y Spoe 4(05qu +3(05
_ 2\ => 1@, ~=-600 t/min 1,
7, =V, +@Wy XAB=|-wg a-w@; —|1 —
B A —
< Spac S ( Spoa Spac 2) y a)S = -20x rad/s L
BOE 4
= -2wg  — Wy —yg
- _ —_— a — DOA BAC BOE
/BESEOE - ‘:Q + wsb'or XOB =- Spor 3 1)’
=0
26.

= g

Z]’ 2

X3

Y2

X2

Vecteur de Darboux pour les dérivées des axes :
Op g, =OL 5 Op g =01 +LL 0y 1 =01 + L1 +71,

Dans le repere Ox;y;z;
1) Vecteur vitesse angulaire du solide S, -

o5, =01, +B1 +71 =Bl —sin(B-f,) 71, +|6+cos(B-5,) 7T,
3) Vecteur de Darboux pour dériver les axes du Repere R; :
‘T’Rl /Ry = 0 lz,

X3
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4) Vitesse de P

Vp =Ve + @05 XCP

avec achosyTxl +(Rsin7/cos(,b’—,b’0)—hsin(ﬁ—,b’()))i,l +(hcos(ﬁ—ﬁ0)+RSin7Sin(ﬁ_ﬁo))Tzl
;:E+@><B_C

avec (T)S2 =,BI(1+9TZl et %z—Lsinot(cos(ﬁ—ﬁo)TZl —sin(ﬁ—ﬁo)Tyl)
g:%+@lxﬁ=-(r+Lcosa)9Txl

avec @ =61, et ﬁ:(r+Lcosoz)Ty1 +Lcosarl,

5) Accélération angulaire du solide S,.
dwg .

554 74 +[‘_)R1/R<, XE)S4 =(,B+sin(ﬂ—ﬂ0)79)il +(ﬁé—005(ﬂ—ﬁo)7ﬁﬁyl —Sin(ﬂ—ﬂo)wlzl

rel

6) Accélération de P dans le repére Ox;y;z;

ap = ac +@g, x(@s, xCP)+&;, xCP
— _ da,
ac =aB+a)Sz><(a)Sz><BC)+£SZ><BC avec & =——

s +p g, X0, = f1, + PO,

rel

- — — d g
ag =ay+ s, ><((T)Sl ><0B)+?Sl XOB avec & =7‘

+@p g, X0 =0 et Ofixe:ay=0
rel -0

Dans le repere Cx,y,z,
1) Vecteur vitesse angulaire du solide S, -

o, = ﬁsz +sin(,6’—ﬁ0)¢9'Ty2 -i—[}'/+cos(,6’—ﬁ0)49'JTZz
3) Vecteur de Darboux pour dériver les axes du Repere R, :
Wp, 1k, = éTzl +IBI(1

4) Vitesse de P

E =;+0_)54 xCP avec CP = R(cos 712 +sin 7Ty2 )+hI

2

;=g+(7)52 XBC avec @, =,BTX2+6.’((:0s(ﬂ—,ﬁ’0)TZZ +Sin(ﬂ—ﬂ0)Ty2) et E=—LsinaﬁZz
E=E+E)Sl ><ﬁ=—(r+Lcosa)t9‘TX2 avec cT)1=t9'(cos(ﬁ—,b’0)]_Z2 +sin(,b’—ﬁo)T),2) et
ﬁ=(r+Lcos()t)(cos(,ﬁ’—ﬂo)Tyz —sin(ﬂ—,ﬁ’O)Tzz)+Lsin0t((:os(ﬂ—ﬂ0)TZ2 +Sin(ﬂ—ﬂ0)Ty2)
5) Accélération angulaire du solide S,.

da,

— 4 = =
854 = ar +wR2/&, XCOS4

rel
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27.

Z.
Yy Vi X2 |V Y3 |)2 y
X X3 4 24
/ﬁ: /@' a3
0\4%1 X, OC X; C X; V3 L
X

Vecteur de Darboux pour les dérivées des axes :

O g, == lz; Og g = (-0 + @)1, O g, = (-0 + o, + @3)1; O, 1r, = (~o + @, + ;)15 + @1,
1) Vecteur vitesse angulaire du solide S, -
By =0 +B,+ B+,

E’S(,ﬂb = (_wl T, + 0, )lza +ayly,
Vecteur accélération angulaire du solide Sy -

~  _ 90,

Escw =g | TORir X s,

rel

=iyl + @yl + 0, (-0 + @0, + @51y,

) Vo, =g+(7)50 X00; = —a)lLlT_vl avec @ = —a)lTZ3 et 00 = LJXI

Ve = Vo, + @, X0,C=— L (cos(@y) T, +sin (@)1, )~ 2(-a1 +@,)1,

1)'1

avec @ =(-o +a)2)TZz et 013C=%Ty2

\Z = 12 car EC est l'axe de rotation du solide Sg

Vr =\;+(T)Cabxﬁ avec ;=\; et ET =—L3TX4 +L4TZ4 =—lGTX3 +L4((:0s(a)4z)TZ3 —sin(a)4z)Ty§)

By X ET = Ly sin (1) (-0 + @, +ay) 1, ~(Lycos(ayr) @, + Ly (- + JF“%))T,V3 ~Lysin(ayt) o, 1,
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vp = A(D)ly, + B()ly, +C(D)1, =

|

—L, sin(evt)sin (@yt) @ — L, cos (@yt ) sin (ayt) @, —%sin(a)\;t)(—a)1 +w,) .

—(Ly sin (eyt) cos (yt)sin (@yt) + Ly sin (@yt)) (-0 + @, + @)
—L, cos(ayt) @ + Ly cos(@,t) cos (wyt) @, I
+(L; cos (@yt) - Ly sin (@yt)sin (wyt)) (-4 + @, +@;) )

—L, sin(ayt) @, Tzz

v, S _
ar = % + By g, XTp = ALy, + BOLy, +COL, +(~a4 +@,) T, xvy
R,—rel
28.1. RO : Repere OX0YO0ZO fixe.

) N , _ O g, = 9L,
R1 : Repére Ox1ylzl tournant autour de 1’axe Z0 (CC)= z1 ( )+
Repere R1' translaté de b suivant 1'axe x.
R2 : Repere Ox2y2z2 tournant autour de ’axe x1=x2

@g, /g, = O, g + O g, =01 +ql < y
N 2

( ol ) [
R3 : Repere Gx3y3z3 lié au disque et tournant avec R2 et autour de y2 = y3 0 Y1

((7)1e3/1e0 =g jr, T W, x, =01, +ql +pl, )
Comme le repere R3 est completement lié au disque on peur écrire :
a_)disque = a_)R3 /R, = 61)(, + qlzl + plyz

=> | Opisue = 6’12 +(gsin6+ p)Ty2 +qcos0TZz

=éTx, +pc056’TyI +(psin0+q)TZl

d (T)disque
dt

— _ dwdisque/Rz |
gdisque - -

dt

+ wRZ /R, X a)disque/R2
R,

abs

Eisque =(9— pqcosﬁ)Tx2 +(;§+q’sin9+qcos€9)@2 +(q'cos¢9—qsin99+ pé’)_g

2

0 =V + 85 gbg =-bgql, =—-bgcos61, +bgsin61_
=0 —-bly

Vp =V + @, x@ = —aqcos&iv —bgcos HT’V? +(bqsin¢9+a¢9')TZ

-~ 2
aly,

V) =) +@;, x DA =|~(agcos@+(gsin@+ p)R) 1T, +(RO—bgcosd)1, +(bgsinO+ab)L
—Riz =

ou D est le centre du disque (E /! 12)
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4 &=,
g =4§TXZ +(q'sin€+qcos€9)T},2 +(q'cos€—qsin99)1

<2

- = — - — nAa) ey 27 . - LT 27
ao—zg+é‘slX%TQ+(<)SI><(0)SI><BO)——bqul+bq I, =-bgcosO1, +bgsin@1 +bg’ T,
=0 -

ay, =, +&, x 0D+ x(@;, xOD)=+bg’ 1, ~bgcos 61, +bgsinO1,
al, )

2

aéTzz —a(qcose—qsin 09)12
+a9q sin ngz —(aéz + aqz cos? Q)Tyz + (aq2 cos @sin 0)12
ap = (bq2 —aqgcos@+2agsin 09)12 - (bq' cosO+ab” + aq2 cos? H)Tyz + (bq sin @+ aq2 cos@sin 6+ aé)Tzz

@, =y +&;, x DA +@; x(@;, xDA)
-R1

2

(bq2 —agqcos 8+ 2aqsin 99)12 - (bq cos @ +ab* + an cos® 9)Tyz + (bq' sin @ + aqz cos @sin 6+ aé) 1

22

—(R[')+Rq'sint9+chos€€.)I(2 +(Rt§—qucos€)TV

hi)

—ROgcos HTM - (Rq2 cos @sin 6 + Rpg cos 0)73 + (qu sin® @+ 2Rsin Oqp + sz +R6? )T

)n 2
= (2aq sin 86 — 2Rgcos 06 + qu —Rp—Rgsin 6 —agcos Q)L

+(—a92 + Ré—Zqucose—qu cos @sin 0—aq2 cos? @ —bqcos H)T‘

Y2

+(R052 +af+2Rsin 9qp+aq2 cos0sin6’+Rq2 sin’ 9+Rp2 +bgsin 0)TZ

Vp =Vp + @, Xﬁ’z(—aqcosﬂ+(qsin9+ p)Rcosﬁ)sz +(—chos¢9—Récosﬂ+qcos€Rsinﬁ)Ty2
+(bqsin0+a9—(qsin9+ p)Rsin,B)Tzq =>Vp) gy =Va
_

P

+ By, /1, ¥7p = aqsin 00— ag cos 0+ (Rj+ Rgcos 8+ Ry sin 6)cos B R (gsin 6+ p)sin BB)T,,
R,

+(—b40036+bqsin 66— Ré cos 3+ ROsin BB+ Rgcos Bsin B— Rgsin 9931nﬂ+chosﬂcosﬁ,B)Ty2
+(a + bg cos 86 + b sin 6 Rp — Rg cos 96— Rgsin 8)sin f— R (gsin 8+ p)cos BB) T,

1"2 1)'2 117

+ 6 qsin@ qcos@
((p+gsin@)Rcos B—agcosb) (—chosﬁ—Récosﬁ+qsin 9sinﬂ) (a9+bqsin9—(p+qsin9)Rsinﬂ)

A =dp(prg) =

(2aqsin4949'—2chos¢9¢9+bq2 —Rp—RC)sinH—aqcosé’)Tx:

+(—a92 +RO—2Rpgcosf— qu cos@sin 6 — aq2 cos’ 6@ —bgcos H)Tyz

+(+R6'2 +ab+ 2qusin9+aq2 sin@cos 8+ qu sin’ 9+Rp2 +bgsin 9)12
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29. y2

a

MY

Vi =V +@p, XOA=2ad]1, avec @, =dL,

Vy =V + @y X AB=2ad1, +2a(ct- )1, avec @y =(d—pB)L

Vg = 2aaﬁy1 + Za(d—ﬂ)(sin ,b’Txl +cos,b’Ty1 ) = 2asin,b’(d—,3)il + 2a(0'{+cos ,B(d—ﬁ"))Tyl
Pour remplacer les vitesses angulaires Getf en fonctionde V :

[0 =0t 2] 200 s 3 Fosa)

) V2 (;—ﬁcosaj

=> M:V => 2"5"\/ =24 sinad =>|a =

dt

asino

4[]

dt
Autre méthode : En considérant que la vitesse de D est perpendiculaire a OD, on peut calculer la vitesse de
sortie du vérin (V) comme étant la projection de la vitesse de D sur I’axe du vérin (CD). Ce qui revient au méme
que de décomposer la vitesse du point D par rapport au point C, avec une vitesse relative dans 1’axe CD et une
vitesse de rotation autour de C avec CD fixe. La composée de ces deux vitesses doit donner la vitesse de
rotation de D autour de O.

V2

—sina

-V 2(1+cosf)

||ﬁ||2 =2a* (1+cosf) => asin B

=V = 2"ﬁ"V =-2a° sin,b’/? => ,B =

siny sin@ _

V =vpsiny avec y l'angle ODC. Par laregle des sinus : -—= = 7——=>V = all.—=————
el ol ™ [ ]

B v V2 cosg —Vﬁm

B B - ,
V=vy sin— avec — langle DEA. =>V =—affsin—=> ff = = =
E rel ) ) g ﬁ ) ﬂ ﬂ ﬁ ﬂ Zsin ﬂ

asin— a2sin“-—cos—
2 2 2

@—\/Ecosaj . J(+cos) 1

=>7, = 2./2Vsin
b p sina sin B i

(Z - x/fcosaj
+cos

sina sina sin S

(Z_ﬁcosajer _

+242v L,
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30. o Wy r =0 .
R1/RO :Repere incliné sur le rotor 1. ™ Fo @ a
R2/R1 :Repere suivant la rotation du rotor. x2 fixé sur le bras S1 N
Wy, R, = =f1. L, - B _ _ ys Vivo WX B
") = =sina, L. +cosa, L .
R3/R2 :Repere incliné sur le rotor 2. /%o 'BIZZ et L 2 2% ¥z Y,
R4/R3 :Repere suivant la rotation du rotor 2. x4 fixé sur le bras S3 \ s
g /g, = /B]z +‘9]z i &
R5/R4 : Repere suivant la rotation de la nacelle S3 . ok
@ 11, :ﬂiz +5}Iﬂ +¢Ix4 o 1 =cos(a)zl) L. +sin(@yt) L, \ -
avec @1 = B0, =6; w5 = ¢ avec O=w,t 3
Comme le repere RS est entierement lié a la nacelle étudiée, la vitesse angulaire de 2 Y,
la nacelle est : \ 0 .
Og = g =L, +o, 1 +ayl 2=t
— — — Ys
= |, = (sin 0@, +cos () ) L, +sin (ant) oy L+ (cosa, @y + @) L N
[ ]

X2

dog,  da,

&, = 7T T Wp g, X W, AVEC Wp g XWg = Wp /g X(wRS/R3 +wR3/R0)= W, /Ry X DR, 1R, =
R3

=—cosa, sin(wzt)a)lang} +y (cos @, cos (w1 ) w, —sinalza)z)Ty3 +sina, sin (o) @y 1,
&, = (cos(ayt) @y —sin (@t ) @y @y —cos a, sin (1) wy @3 ) 1,

+(cos (@) @y, +sin (@yt) @y +cos @, cos (1) Wy @y —sin W@, ) 1,

+(sin ar, sin (@,1) gy ;) 1,

3L1. Ri(xyz) repere lié a laxe : @y, = Q1L

jart = @p L => @y = QL + @ 1,

€| I

R2(x,y,z,) repére lié au panneau A :
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2 — _ T _ =
R1/RO — le - a)tige
e2sko = $2 1z +o,1 = D gue = g plagque =@, lx

o = Votasn00y T Brae XOP = Q(a+b) 1, +Qc(~cos A1) + @yc(cos A1 —sin A1)

v, =—Qccos f1 +(Q(a+b)-aycsin B) 1, +a)0ccosﬁi|

vQ(a+b00)_v0 txgeXOQ Q(‘H'b)l
avec
—cL =c cosﬂL +s1nﬁ1)
L Q secos 1 —apesin f1 |- QQ 1-Q(Q(a+b in )1,
a, 7 + @y o X [ csin Sy, 1, woccosﬂy—a)ocsmﬁlj— ccos B1 —Q(Q(a+b)-a@csin )1,
>a, =[2.chmﬁw -Q*(a+b) Jl —[a) ccos,B+.chcos,BJ1 —@jcsin f1,
ou

a, =ag+ézx§+@x@x§

[ Q’(a+b)1 J [a)oﬂcsmﬁl} [ —Q%ccos A1, +(Q(w,csin B) 1, + @, (~aycsin B) 1) - @ cos,B])J
=>a, = [2(0.chmﬁ Qz(a+b)J1 —[chcosﬁ+w ccosﬁ}l) [a) csm,BJ
=, +£X00+@ xBx00=—Q*(a+b)1 ou &=a,=0

avec a, 0

=[20,0c-Q (a+b) |1, - @)cl.
B=90°

=>la,
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Tenseur d’inertie

Formulaire

Element du tenseur d'inertie : /% :I \ (xixic?“ﬂ —xx’ ) dm
systeme
Changement daxe : I % =o' o/ I"

Xy

I -1

y X

Axes principaux : tg26 =

Steiner : I =1¥ +m(a25”ﬂ —a”’aﬂ)

Rappel: avec l'axe z = axe de révolution

. _ 2 2 _
3D : I _j (2% +3?)dm=l, +1,-21,
1 1
=1 = 2I -2I_ = 2I et I, = *=+I = =
z "v‘ x Xy x x « 2 Xy 2
z=axe de 2D(z=0) z=axe de 2D(z=0)
révolution révolution

Rappel : Utilisation de la formule de Steiner

Px)' = Ixydm = I(XG + axG )(yG + a)’(i )dm = R’Q;)'G + ma}‘(;ayo‘ + a"(; J‘dem + a)’(; J’dem

0 0
ou I =1% + M (aZJaﬁ —aaaﬁ) =>-P,=-P,_, —Ma'a” =>P =P, +ma,a, avecx=xg+a
Elprathue : A,
OG(a a, ,a )=>I =1 +m(a2 +a’ ) et P, =P +m(a a )
X6 7Y’ i x X6 Y6 26 Xy XY X6 Ve A
Y ( S
. . . T} a »

Calcul du moment d’inertie du solide S par rapport a ’axe x passant par 2 >

. A
O: , dnG:a,\'G

— A 4
Io=1, +md 0

Parfois, il est plus facile de calculer le moment d’inertie par rapport a un
axe ne passant pas par G :

I, =1 +md}, =>1=1_+md’ =I +m(d} -d. )
A G A*G 7 G G A 7

X XXG XaXG

Des animations matlab sont disponibles sur le site : http://beams.ulb.ac.be/beams/teaching/meca200/matlab.html

1. 1. L2 12 y
) L3 2 L2
I.=p | dx | Ydy=p—=m—=>1 =m— ! o «
—i[/z _1'[2 12 12 : 12 ll
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1@ = % épa4 1= p<a)1<§a)3= % -
’i’”=P%+[p< )2a) j] 2 pat; 1= p WO 2
I.i”)=pw+[p< 2a)(a)’ |- %pam;ﬂ: %:%M
Iff”=2[ [ p@aa )2D=%pa4;

@ _o| @y aY||_2 .,
1 2[/) = +[p<a)(a)(2j D S

©_ @QaP_2 o (2a)a)y aY|_2
IP=p——=3pa 1) =p—"— {p(a)(Za)(z” S pa

o _ ()( )3 j=2 4. 0H ( (a)(a)z'j l 4
I ( +[pa@xa(a) | |=Zpats 1 =2 pHE | == pa

s J@ () @ _ &) _ p@ _ j®) _ j®) o pd) o p(f) _ ()
=[7=17"<l7=1"=1"=1"=1"<I/7"<I/" =1,

Déplacer le rectangle le long de I’axe y, ne change rien au I, comme le montre les cas a, b et c.
Grice a la symétrie orthogonale, on peut voir que tant qu’on ne modifie pas la distance des
répartitions des masses par rapport aux axes, les moments d’inertie ne sont pas modifiés. (
(e) _ gle) _ y(®) _ y(b)
Io=I y = I, I

> -»> -»

© )

Rayons de gyration (m = p2a2) 1= mrf

1O =1 <19 =[© 2 1@ =[O 2O 2D ] 2D 2 [©

1 4 : 13
I B -l A P RSy (L e s L ey ke
y y 12 x

12 * ’ ’ * iy * * 12
2. 1. L/2 2 y
L3 2 12
I.=p | dx| Ydy=p—=m—=>1 =m— T o X
_le _;[2 12 12 | 12 1 l
L
2. 19— p (4a)(4a)3_{ (3a)(2a)3} =§pa4 T R P g 29 4
: 12 12 3 b ' : 15
@ (451)(4a)3 (2a)(3a)? a ’ :ﬁ 4 o ) 23
I 1 {p T +p(3a)(2a)(2j 3 pa =>r, 15 a
a2y :
(4a)(4a)? 2 3a Sa 65 b 13
9= -2. Dea)| 2| =2 pat = 1P ==
. =P 12 B +p( 2)( a)[ 4) 5 pa =>r, 2

a
6 ! 60

Ii‘.) —p (4ai(24a)3 _|: (2ai(23a)3:| _ ﬂpa4 - O = 1071
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3. a a 3 2 a
+— +— +—
o =J. 2pydx = 0; 1) =J. 2 px2dx=p%=> 19 =_ng et P, =J 2 pxydx=0 car y=0
T2 y=0 2 T2
a a 2
I)(Cb) =J?py2dx _ pa3 =I)((b) +ma2=ma2;lf,b) =J‘+a§px2dx= ma =I;é) et
STk T 12
. =

Pr(‘b) :‘[;prydx = 0= chyc +m.0.a
2

y=a

2 2
¢! =0+ma’; I;C) =ma +m(a)2 2_13ma ; Px(;) =O+m.(a).(—a)=—ma2

12 12
2 ma’® 3aY 7ma2 3a
1D =0+m(2a) ;Iid)=—+m(—] =— i Py'= 0+m( j(2a) 3ma’
D) 2 3 2
2
19 =1 Par symétrie 1= ydm=1+ m(%-sm 45)

19 =J. y"? dm=.[ (sin@x"+cosOy")’ dm =

Iif”:pj‘ (cos2 fy"*+sin’ Ox" + 2cos€s1n€x"y")dy = pcos Hj y"2dy"

—0

. 2 2 2 2
1O = o8 01 —cos "% = M@ _ o _ma  (aP2)_ma
12 24 24 2 2 6
cos 6':5 Ty
. y4 o
a oo ¥
P :I (cos@x"—sinBy")(sin Ox"+cosOy")dm = —sinté?cos@jzay"2 dm % o ,
_ - 1 X
x'=0 d: _______ >
. 1 ma? 2 e >
=—Sln0C050.Ii€)=———ma =>Px(e)=Px('e)+ \/7 a\/7 ma d X
2 12 2 2 2 2 12
©
. 1. Li2 112 s y
12 12
— 2 —_ — = = —_
I, pfdx.[ dy = p m12 >1, m12 IT o «
-Li2 -2 l
L
2. 3a.(2a)? aa3®| 23 A
I(a)= _ — 2
AT { 12 } 12p g :
L

’23
_ b) _ _ 2
=" =, |—a (m=p5a
* 60 ( )
a 2a.(3a)? a.(a) 53 4 2 b 53
(a) _ ) 0 _ oat = mr? = b) _
Lo = 12 _{ 12 }_ 12 @ Emy =L 60a —_ - >

(5] '
| = 2
3a.(2a)? 2 a (3a 17 4 !
I(b) = —2, + et B =
TP, T pa2(4j Tk :
w_ 17, LA

* Ve
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S(a)
2a.(3a)® 2’ 53 b
1(,”): -2. — pa —>r():
Y 12 » 12 /J
(c) a. (3[1) 12 a.(a)3 _ 29 4 _ (c) _
| p—|=—=pa =>r" =
ARTE 12 » 12 12 !
() _ y(o) (L)
Iy =1"=> r)

53
—a
60

29
—a

60

3
. a a
I, (Tige,p) = _[0 pydy = p?

2

3

I.(Tigege) = pa’; 1 [(Tigepe) = Iapxzdx = p%

8a> o°

3

7
I, (Tigecp) = I pydy = p(

|

et P, (Tigecp) = pa. _a a

. ‘a0 24°
1+(Tigepg) = J._a py"dy= P

D

=>1, (Tigepp) =1, (Tigepy) +p20[2a +a—

B, 1,(Tigeys) =0 et

=—ma?
3

2
. il n 2 " 2
Ix,(TtgeDE)zj‘ yzdmzj- [y §+x %] d

P, (Tige, ) =0

2

et P, (Tigepc) = pa.a.%

1,(Tigecp) = pa’

Iy,. (Tigepg)

_ I .(Tigepy) +

5 P (Tigepg)

=0 =0

2
5 J :p[%cﬁ +4\/Ea3j

2

3

I,.(Tigepr) ) a
Yy DE —vavy"(TlgeDE) = p_
N 3

_ I..(Tigepy) N

2 2
=0 =0
2
. . V2 54°
Iy(TlgeDE)zI},,(TlgeDE)+p2a(a—a7 ZPT
T AT NE), Pey by @ P L. &
Tige I y" R e =P TP S AP S
”(gDE)( Y2 2 2 2 2 2 PR
=
. , V2 V2
ny(TtgeDE)zf},yv(ngeDE)+p2a.(2a+aT . a—aT
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V4 2
I.(Arcpp) = I y'>dm= I R2sin20pad6 = pa’ % = MTa
0
Ma? 2aY Ma? 2aY’ 2aY
I. (Arcpg)=—-M|—| = I .(Arcpg)=—-M|— | +M|2a+—
¢ 2 V4 2 v 3
Ma?

T
I, (Arepe) =1, (Arepe) = [ xdm= [ R2cos2gpRd6 = =
0

P, (Arcpg) =0 par symétrie autour de y

v
cercle : [, (cercle) = J- (x Py ) dm = Io R2pRd6 =M ,,,,R? =I  (cercle) + I (cercle) en 2D

1 R2
I, (cercle) =21 (cercle) (par symétrie) => I, (cercle) = Ce;‘le
MyR? M R?
Par symétrie : I, (cercle O) = I, (demi-cercle L)+ I, (demi-cercle N) => [ (V)= S ;
6. 1 2 5 2z
cercle : I (cercle) = J. (x +y )dm = I R?pRdO =M ., R* =l (cercle) + I (cercle) en 2D
0
Lgret A4C’ercleR2
I_(cercle) =21 (cercle) (par symétrie) => I, (cercle) = —<~—
MyR? M R?
Par symétrie : I, (cercle O) = I, (demi-cercle U) + I, (demi-cercle N) => I (U)=—2—= ;
2. R p27 4 M, R?
Disque : I, (Disque O) = [ (x* +y*)dm= [ " [ r2prdrae = p R op = DPisae™
) 0 Jo 4 2
M ,R?
1.(0) = I.(0)+1,(0) = 2I.(0)| =>1,(0)=—2
en 2D ’ symétrie 4
MyR? M _R?
Par symétrie : I (0) =1 (U)+1 (") => I (U)=—2—= :
3.

R 2
Sphere : I, (Sphere O) = J' (x> +3?) dm = IO “:UO " (rsin@)? pr?sin Gdgojde]dr = %M sonore 2

1. (Sphere 0)=1,(0)+1,(0)-21,,(0)|

_ > _ R V4 2w 2 2 . _l )
avec Ixy(O)_J' 2dm _IO UO UO (reos®) pr smedgojdeJJr_SMSphmR

ou

1,(0)= 1, (O) (par symétrie) =>I,(0) = L, (20)

1 1 2
+ Ixy (O) = EMSphéreRz + gMSphéreRz = EMSphéreRz
On pouvait évidemment trouver directement /, = I, = I par symétrie.

MSphéreRz _ 2MUR2

Par symétrie : [, (O) =1, (W) +1,(N) => [ (V)= 5 5
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7. Soient 1=AB, 2=DE, 3=BCD
_mh? 1 _ml? 1 i J— ( j
1 cm?3 et I 9\/_ cm3,
17730 2p 22 M T

ml?23 942 ml,2 1 11 Y 272
Ix2: 22 .Zzzﬁpcnﬂ et Iy2= 22 —+m2(—1—+2j :p(——+6

12 4 22 23

2

2 2

1x2=’"3R —m, 2RY +m, 2—R+3£ =p (137 +24\2)em3 et 1, = R =4mp cm?;
; 2 V4 N7 2 .
9(. 2
I, =p| 2| 1+ 32 |+137+ 2442 |cm?=82,956p cm?
”[2( ﬁJ ] ’
I = 45 9(+££+4n em*=58,817p cm?
\/’
—>
8. a ma* ma* ma’ A

AG,=| -=,0,0|:1 (AB)=0; I (AB)="—+"—="— x

2 v 2 4 3

et P, (AB)=0

ma2 ma2

- a ,
AG,=|-a,—,0|:1.(BC)= +——; I (BC)=0+ma
) [ 5 j (BC) ="+ 1,(BO)

et P, (BC) =0+m.(—a).

(RN

2(1)2

— 2
AG3:(O,a,O):Ix(CD):0+2ma2;1,(CD):% et P ,(CD)=p2a.0.a=0

2
AG4=(a,37“,0):1x(DE)=”E +m[3—“j .1,(DE)=0+ma’ et P, (DE) = 0+paa37a

2
AG. (a—¥,2a+¥,0}

. +a 2.4°
Ix"(TlgeEF)ZJ._a Py 2dy=pT

2
I (Ti I .(Tige
[yu%_i_xugJ dm = x( lgeEF)+ y ( 8 EF)+PX,,y,,(TigeEF)

1 (Tigey) = [ ¥ dm=|

2
=>1 (Tigeg)=1,(Tigeg )+ p2a[2a + a%j = p(?cﬁ + 4\/5613]
2
(Ti 1.(Ti 3
va(Tl'geEF)=J. xvz dm=.[ (xuﬁ_ynﬁj dm: Ix (TlgeEF) + y ( lgeEF) —Rr,,y,,(TigeEF)=pa—
2 2 2 2 — 3

\/5 2

Iy(TigeEF) = Iy~(Tig€Ep)+,02a[a—a7] =p

5.a°

3
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Pep Iy I, Pey I, &
I‘)vav(Tl'geEF)ZJ. [xn%_y"ﬂ](y"ﬂ_,’_xuﬁjdm: 2)7 +L_L_ Y —_x :_pa_

2 2 2

P, (Tigep) = Px,y.(TigeEF) + pZa{Za + a%}.(a - a%]

I, =1,(AB)+1,(BC)+1,(CD)+1,(DE)+1,(EF) = pa*(15+42)

=>1 =1 (AB)+1,(BC)+1,(CD)+1,(DE)+1,(EF) = pa’ %

5 V2)(, V2
P, =P (AB)+P,(BC)+ P (CD)+ P, (DE)+P (EF)= pa’ (5 + 2.(2 + TJ(I - TJ]
9. Dans les axes iws au disque, nous avons a4 o o 1 0 0
mf 0 0 o o o |=|0 cosa sina
_ R 0{13 0@ a33 0 -sin@ cosa
I = 0 0 —
oxrz 4 Lz(l;O;O)z(af;aé;oé)
R’ -
0 0 m2 1, =(O;cosa;sina)=(0{12;0(22;0532)
La matrice de changement de base vaut : Tz = (0§—Sin @;cos 0!) = (%3;0!;;0!;)
X 1 0 0 X

y|=l0 cosa sina|Y
Z 0 —sina cosa )\ Z

Donc : le moment d’inertie I’, ne dépend que du vecteur unitaire /,.

\ 11 i 1\? 1) 1\? 11 11 11
Ix:aiajlfz(al) Iy +(a2) IY+(a3) I, =204, Pyy —20405Py, — 20,05 F,

, mR*
I' =1Iy= 2
J R® . R* _mR* [ .
AN :a’,»zafl" = cos? @5 +sin’ afm—:m—(1+sm2 af)
: 2 4
j_ R R®  mR’
I, =06,-30!;1” =sin® a2+ cos’ amszT(l+cosza)

-P', =ala;1" = (allaflx +ayai 1y + 05031, — 20105 Pyy — 204 05 Py, — 206,05 By, ) =0
— 370

et —P' =oo;l" =0

Les axes Ox et OX sont confondu et forme une direction principale. => les produits d'inertie

comprenant l'axe x sont nuls.

2 2 2
' ij . . mR R .
=P =1 B 0{?0{?1” = a§a§1Y +053201331Z =—sin@cos +sin ¢ cos o = mTcosasma
2
mR
0 0
4
2 2
= mR . R .
Igy.=| O (1+sm2 0{) mTcosasma
2 2
0 mTcosasina (1+cos2 a)
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10

N

Y RPN L PN e PN SN L BN R P ey

=>IX=%(b2+cz) ; I},=%(a2+cz) avec m:pa—zc

)

a bl 1=~ c mab mac mbc
PFIdI(“)dI(“”jh L mac
e P P S0 T T

ﬁ(b2+cz) _mab _mac
10 20 20
=>I:0= _mab ﬁ(a2+c2) _ mbc
20 10 20
_ mac _mbc ﬁ(aZ +b2)
20 20 10
11. M R2
cercle : I, =M o R*? =1, +1, =21, => I, = Cercle
z ercle S ix y ) y >
2D sym
MyR* M _R?
y'=diametre du cercle : Par symétrie : I,.(cercle O) =1, (V) +1,(N) => [ (V)= —o__ - —;

2 2 2 2 2 2 2
Ivv=%=>lv=1v'—m(£j +m[r—£j =%+m[r2—4r—J=3n;r _4mr_
’ ’ : T T T T

S1=Disque 1 ; S2=Tige ; S3=Disque 2
2

: . Strie - - _mr
Disques : Par symétrie : 1, g, =1, = 5
i _ _ _ _ 2_m1r2 ) Smyr _ —9
Parsymétrie : 1,5, =15, =15, =1 s, =1, +mr = n +mro= 4 car Iy =1y, + 1) =21,
Tige : par symétrie, I,(1)=I,(2) car on a bien la méme y
répartition de masse par rapport a I’axe x. Nous pouvons tenir
le méme raisonnement pour 1’axe y. La symétrie orthogonale r g x r
ne modifie pas les moments d’inertie. => I,(1)=1,(2) < > > <
En utilisant la formule démontrée & la question précédente : \
3m,r* r 3m,r’ r’
Py . S 0
: 2 V4 : 2 V4

y y y Dans le cas du demi-cercle, si on fait deux symétries
orthogonales, on passe de la configuration (3) a (5). Or ces
X X N symétries ne modifient en rien la disposition des masses
; > ; » par rapport aux axes. On voit donc que dans les trois cas,
\I on a pour le moment d’inertie :
2 2

=> IX(SZ) :T

myr

(3) 4) | ®) | I,=1,=>1.02)=1,2)=

Pour le systéme complet :

mr? m,r’ 5mr? 3m, 1 P2
[ =2 —— |+—2 et 1,=2 |0 |+ 220 g,
2 2 ) 4 2 V4

: 4 2 2 V.4
—_—
Ii(s2) Iy(s2)

I 22{5mlr2j+ mgr2 N 3m2r2 —4m2ﬁ 2#_}_2’"2’,2 (l_gj
T
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Grace a la symétrie des deux disques par rapport aux plans yz, xy et xz, nous pouvons dire que tous les produits
d’inertie sont nuls pour le systeme constitué des deux disques.

Pour la tige constituée des deux quarts de cercle, nous pouvons dire que P,.=P,.=0 car tous les points de la tige
possédent une coordonnée z nulle. Quant a P, il n’y a aucune symétrie, donc rien ne nous permet d’annuler ce
terme. 11 sera différent de zéro.

3
m r m
*(barre) - xy(lbarreA) * P’cy(lburreB) = P:cy(lbarreA) - })XyA +72 M B g‘j - p2 _Tzra
2 2 2 GG, (r-a,—a,0) AGi(=a,~a.,0)
m pr’ m m,r’
=P =P, +—2| a(-r+a)- @ |=F—-"2ra=>P, .. =——-mra
1 , Xyp xy(barre)
xy(=barreB) [N — BG, (2.4.0) 2 2 T
2 GG, (~r+a,a,0) 2
myr® myr2r  myr’
xy(barre) = - ==
T T T
12.1. ta b (a?+1?) (a2+1?)
I, = pJ. duJ.dv(u2+v2—2uvcos(7r—a))sin0{= mT =1, = —3
—a -b
. xX=u+vcosax 2 2 2 2
avec dm = pdu.sinadv et . = x"+y =u"+v"+2uvcosa
y=vsino
2. o 2 b? Y AV 4V
I = du | dv(vsine) sina=m—sin2a ;
x /’I I ( ) 3 D /

—a -b c
+a +b 2b u=x

1, =pJ. duJ.dv(u+vcoso{)2 sina=%(a2+b2cos2a)

(¢
LA )P > X'
+a +b 2 A 2a B -
P, =pJ. duJ. dv(u+vcosa)(vsina)sina = m?sm acosa
—a -b

L’ellipse centrale d’inertie est un cercle ssi

I.X*+ Isz =1 =>cercle de rayon R= L ssi

NE

I.=1 et P,=0=> a:% et a=b

3. Recherche des axes principaux d’inertie en A :
Calcul des éléments du tenseur d’inertie dans les axes AX’Y’Z’ (// Gxyz)

b? . . 2 m 2
Ix,=m?s1n2a+m(bsma) ; I,=?(a2+b2cos2a)+m(a+bcosa)

y

24 42b 4

Poy=p I du j dv(u+vcosa)(vsina)sina = mabsin @ +m—>b?sin acos
3

0 0

p) "y " _
Les axes principaux en A sont les axes orthogonaux AX’’Y’Z’’ tel que Lo X240 Y2402 !

. . . . —P..=0
Pour se faire, on fait une rotation d’angle @ des axes Ax’ et Ay’ pour avoir ~ *"

La formule suivante permet de déterminer cet angle.

2(;1 b2sin acos @+ absin a)

2P,
1g20=—>2 =
I.-1I,

gbz(cosza—sin 20{)+%a2+ 2abcos o
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4. ' X2=2P XY+ Y2 =1

La quadrique d’inertie en A dans les axes AX’Y’Z :  *F
%mbzsinzaX '2— Zm(%bzsinacosa+absin an 'Y'+m(%bzcosza+%a2+ 2ab cos an'z =1

) . I . IRV 2Ly 28] . . I"x"x"X"2+I" " "Y"2=1
L’ellipse d’inertie en A dans les axes AX’’Y*’Z”’ (axes principaux) : Y
Wl g L2 g :

I"=cos” 00" +sin” 6.1',,+2sin Hcosﬁ(—Px,y,)
avec ) )

1", =sin" 0.I' . +cos” 61", —2sin 90050(—PX,},,)
5. Par la formule du changement de base, on écrit le tenseur dans le nouveau systeéme d’axe ayant ’axe AC

comme premier vecteur unitaire. Le moment d’inertie suivant I’axe AC ne dépend que du vecteur unitaire

suivant AC.
IAC = 0410{;[1/ = Ix/'l)ltz + Iyﬂiz - 2ny/u)1(/'l;

a+bcosa 1 bsina

N 1 1
ou p, = ;MU= et 4,=0
\/a2+b2+2abcosa ? \/a2+b2+2abcosa '
13.1. 2 555
R (HR((R( ) B M(ZR) B p2 R
I (Cube) = J._R (LR [J._R (x +y )dxjdyjdz = 5 =7
5 5
1. (sphere)=2MR? =3PPR o 1 L sphere vy =2 m_g? = 227K
5 15 2 5 15

5
PL6R —p4—ﬁR5

=>1, =1_(Cube)— 1, (Demi— Sphére) = 15

Axes O"x"y"z" : au centre de la face supérieure du cube

Rl ¢Z( p2
Sphere : 7. . (L) =I 2" dm= jo [IOZ [.[0 ”(rcos 9)2 pr?sin 9d¢jd9]dr = %MUR2

L. 1 1 2
[.(U)= %Jr Ly (0) = S M R?+ M R? = S MR?

2 2 2 5
Ix(u)zlxu(u)—Mu(gRj +MU[§RJ =13A’§5R =13/‘;’O’R

83 )
I, (U)=—"-M_R
6 () 320 Y

Solide complet :

5 5 5 5
L0pR” _13p7R™ _ PR (160-137) et 1. = 2R (160-81)
3 30 30 30
2. Tous les systemes d’axes ayant vertical et les axes x, y, parallele a x y sont des axes principaux. En effet, le
plans xz est un plan de symétrie orthogonale donc I’intégration de y sur un domaine symétrique sera nul. De
méme pour I'intégration suivant x grace au plan de symétrie orthogonale yz. => Grace a ces deux plans de
symétrie, tous les produits d’inertie sont nuls car ils contiennent tous au moins du x ou du y.

Pour que I’ellipsoide d’inertie soit une sphere, il faut trouver un point P tel que :
2 2 21 o — —
I, x2+1, y>+1, 2 =1 ou I, =1, =I,

I, =1,(Cube)—1I, (U)=

I,=1.<I
11 est possible de trouver cette ellipsoide puisque > % ¢

On recherche un point P de I’axe z, donc I’axe z=zp
=1 — (Mg, —m,) 2¢ + (Mg, —m_)d*> =1, ot d est la distance du point P recherché a G

total

1
*Grotal
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3 p..= (Cube) (1/2Sphere)

x'y

Y 5
O'chbe :(R’R’R) et OyGl/ZSphere :(R,R,(l+§jRJ

Py (Cube) = Py (Cube)+mgy,, .RR

P, (1/2 Sphere) = P, (172 Sphere)+my ;5 gppre-R-R

sph Y Gsph
Pour le produit d'inertie suivant les axes x' et y', le décallage en z ne nous intéresse pas.

P, (Cube)=0 car les axes xyz sont des axes principaux

e Ve (1/2 Sphere) =0 car les axes x et y sont intégrés sur un domaine symétrique
Sph” Gsph

2
=> Rc'y' = mCarréR2 _muR2 = p(g—gﬂ')RS

4 7\ __ HY
OA=|—- H2+(?j 30,0 et OD = H2+(2j 3030

En considérant
2

M =Rectangle complet (5p2 H 2y- petit rectangle (Dl%)

sz p3H2

M=p2H> -

1y =cosél, +sm91 L:cosHTX—sinHTy
1, =—sin @1, +cost91 T =sin 1y +cosbl,

ou cos¢9—— et sm¢9——
J5 J5

IX _PXY 0
Ip=|-Py I, O
0 0o I,

2 2
Iy =Ty x5+ Ixes3) = Ixsn + IXA(52)+m.0 + IXD(S3)+m.0
AR 2

m(2L)’ m(2L)
12 12

25 25
Iy = Iysy + ysoy + Iy(sz) = Iyesn +| Iy so) ¥ mH n +| Iy, (53 +mH 7
NN N

0 0

avec

I =I5y + 7050 + L7053 = Lzs1y | Ixs T vy |[F] Ixisy) T vsy
N R NN

m(2L)2 SmH? m(2L)2 SmH?
12 4 12 4

5 5
Pyy = Pyysiy + Prysa) + Pxyss) = Pvesy +| Pry,s2) +m[—H\/;J.O + Py, s3) +mH\/;.O
—— e

=0
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Rem : la symétrie des deux barres par rapport aux axes XYZ permettait de conclure directement que
P xy(sz+s3)=0

4 4
.2 2 .
IX(SI) =sin Hly(sl)+cos GIX(SI)—2sm9cost9ny(sl) =gl),(51)+§1X(Sl)—gffry(51)
2 .2 . 1 4
Iy(Sl) =Cos 01y(sl)+sm 61x(51)+251n6’c056’Pw(51) :gly(51)+§IX(Sl)+§ny(51)
1 4 4 4 4
Taes) = Ixesp vy =50 ¥ 510 =5 Poesy T35 0sy T35 Tk 5 Paesp = husp T sy
2 3
. 2 L2 -
PXY(SI)—31n0c050(—1),(51)+Ix(s1))+(cos 6 —sin H)ny(sl)— g(_l.\'(sl)+1X(Sl))+§Rr>'(51)
)
2 2 | 5 2 2 2 2 2
v =l [ ) et o) e (H [ pH?) B m?
12 ) 2 12 2 4 2 12 12
op2H
pH? H?
2 12 pH?
L 2
2 2
(2H) pH? H?> pH? (Hj , pH*\H?> MH?
L =|| p2H?%. - — 1= =| poH? - a
Yeb {p 12 2 12 o2 2 P 2 )3 3
op2H” Y
pH? H? 5
2 3 pH”
L 2
H? H? 5H*
ooy =1 op+1y oy =M—+M—=M=——
z(S1) x(S1) y(S1) 12 3 12
P, =|(0) .- 0+ LH (LHN(H _ M 0G(-—.,2,0)
xy = op2H? 2 L 2\ 4 pH? - avec Ya
2
| MH?> 4 MH* 4 MH?> MH*?
Ixis) =< +z -z =
5 3 512 5 24 10
/ _4AMH> 1 MH®> 4MH®> _19MH®
Y& T s3T5 12 5 24 60
H? H? 5H?
Lo =M—+M—=M""
280 3 12 12
2 H? H? H?> -3MH*?
Pyyis) = =| —-M—+M — +2 H_3MH”
I 5 3 12) 5 24 40
=>
MH? | mI? ml? | MH?> m2I?
Iy = +|— |+ —|= +
6 3 3 6 3
MH? 5mH? 5mH? | MH?* 5mH?
I, = +|0+ +|0+ = +
4 4 4 4 2
SMH? | mI* 5mH* ml?> 5mH?| S5MH? m2I* 5mH*
I, = +| — +| —+ = + +
12 3 4 3 4 12 3 2
_ 2 _ 2
Pyy =—3MH +|0+m —HL\/E .0 [+ O+mHL\/§.O = SMH
40 4 4 40

Page 191



Faculté des Sciences Appliquées Syllabus d’exercices
Mécanique Rationnelle 2 Corrigés : Tenseur d’inertie

15. a 2z 2
I, =pR4J.sin39d0J. d¢=TﬂpR4(l—cosa)(Z—cosa—cosztx)
0 0

mR? /4 2mR?
(2—cosa—cos2a) pour a=3 et a=7: I = 3

avec m= 271'pR2 (l—cos a/) =1 =

16. Axes principaux en A : Axy : Xz est un plan de symétrie donc par symétrie du domaine de x, les produits Pxy et
Pxz seront nuls. De plus, z=0 pour toute la plaque, donc Pyz=0

R> 4R 4R Y mR? 4R 4R Y
=" +m(—j =T, =1, +m(—+Rj L SR S U (G S
1 Gl 37[ 1 Gl 4

4 3z 3 kY4
2 2 2 2
I =], :mR +mR2+2m4R =5mR +8mR
YO TS Ty 37 4 37
2 2 2 2 2
Loy _mR - 2mR® 10mR® 16mR® _ . ., 16mR*
x"(8y) = Lxv(sy) 4 x 1 1 Py Py

Par symétrie /.. =1,. et P, =0 (grace au plan de symétrie orthogonal x" z", l'intégrale impaire

de y" sur un domaine symétrie est nulle)

- 2
EnA:AG(R,RO) : I.=1.+ 4m R*=TmR’ LS P., =P. .+4mR* = 4mR*
domi 3z ! yoo
4 demi
disques
Les axes principaux en A sont orientés de @ par rapport a I
) y X
A 1 o g 6 = 45° ’
x'y' tel que ¢, = =00 =>¢ =45°
Y dueis I, -1, S XG1

y T
On trouve par la formule de rotation :

I I, 1. I, 0] x”’
+2-P. . [ =%+ 1P

Ix:?x h Ty Ty T, vy Py =0 y ’
x
=>Ix=(3+£ij2; Iy=(11+£ij2 A S>
3T 3z
17.1. b h(l xj b h[l Xj 3
- — hb Mb? Mh?
1,=pf [\ " xdxdy = p[ weax[ P ay=pTo =51, =
TP vady=p), e, V=P 6 6
2. [ XJ
b phl 1— b h2 X h2b2 Mbh
Py=p| [\ xdsdy = p| “xaxT|1-= 2= =
R P 1 Y BT YRR
3.

sib=4cm et h=6cm :1,=6M cm? Iy :§M cm? =2.6TM cm? PXyZZM cm?

2P
Axe principaux d'inetrie en O sont les axes Ox'y' tel que 1826 = 7 XVI =-12 = 6=-25.1°

y X
4. En utilisant les formules de rotation d’une angle &autour de ’axe z, nous obtenons les
Moment principaux d'inertieen O : I, = 6.94M cm?; I, =1.73M cm?
I.<I, <I, <I,

n_mn,

5. Vecteur unitaire nécessaire pour faire la rotation du systéme d'axes Ax' y'z'(// 0xyz) vers Ax"y"z":
— 1 . . -
Lic = T(—1;+1;+1) = (afll (004 ) => I, dépend seulement des cosinus directeurs de 1,

3

1_1_1111','_121 12[ 121_2111J 2 AP —20 P
ac =l =005107 =\ | Lo+ 0 ) Ly +\ ) [ —2000G 0 — 200061, — 205,051,

1 1 1 2 2 2
=> IAC :Elxv‘f‘gly-‘f‘glzv‘f‘g x'y'+_§(/'_z‘: __f)il_z,l
0(z'=0) 0(z'=0)
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Calcul des composantes du tenseur dans le repere Ax'y'z '(// Oxyz) : utilisez Steiner en passant par

le repere au centre de masse Gx;y; de la plaque triangulaire : %[%,%,0] et E(—%%Oj

2 2 2 2 2 2 2
PRy V] o I Aoy v (C IR CA v (O N PV CA L
o 3 6 % 3 6 3 3 6

2 2 2
Iy:Iy +M(éj :ﬂ et [.=1 '+M[_%j
¢ 3 6 ) G 3

2 2
Mb? b 2b Mb?
=>Iy.:1y—mdyy6+mdy.y6 :{ —M[—] }—M(—j = ;

6 3 3 2
2Mb?

Io=1.+1,= (en 2D car z =0 pour la plaque);

b=t 2] M o p (-2)[2
x) *6Ye 3 3 12 Y *6Ye 3 3

o (22

1 Mb2 1 Mb? 12Mb2 2 Mb? 5
—— = - = Mb?
36 32 3 3 3 4 18

=1, =

18.z : axe vertical passant par le centre de la tasse, z’ : axe vertical passant par le bord de 1’anse.

2 2
B El
I = prH2 — pr(H -2¢)~ =~
prH 20— pr( -2 2

z(tasse)

Rappel: avec l'axe z = axe de révolution
o

cercle : I_ (cercle) =I (x2 + yz)dm =21 -21,=>1, =%Z+I

Par symétrie : I, (cercle O) = [, (demi-cercle L) + I, (demi-cercle M)

. I (cercle O
=> [ (demi-cercle L) = %
. 1 Ix'(Anse 0)
Dans notre cas : Iz'(Anse v~ Elz'(Anse 0) avec Iz'(Anse 0)~ T Iy'z'(Anse 0)
(b)° (b-a)’
pﬂ'aT—pﬂ'aT 5 2
1 —l + fraazbz— 7raa (b—a)
z'(Anse L) 2 2 p 12 p 12
IV' nse
% [,\":'(Anse())
2
pra(, 2 >, (D
L ansew) = Loanse vy +[T(b ~(b-a) )[_dc J{?ercj ]]

Steiner

ou d =distance(axe z';cdm de l'anse)

I= %(H(%T —(H —Ze)(g—eT]

+%((b)4 —(b—a)4)+ﬂ“3(b2 _(b_a)z)Jr%(bz_(b_a)z)[(§j2+0d6]

24
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19. Formulaire :
4 Pour une tige homogene de longueur L (axes en G)
b Moment d’inertie par rapport a I’axe y : [,=ML?/12
selle ; . o S Arat
Pour un triangle rectangle de c6té a, b et d’épaisseur e.
= (axes sur la base de 1’angle droit)
a Moment d’inertie par rapport au plan xy : I,,= Me?%3
Moment d’inertie par rapport au plan yz : I,.= Ma?%6
L Moment d’inertie par rapport au plan zx : I,,= Mb%6
Pour un disque plein de rayon R (G : centre de masse
L, du disque)
Moment d’inertie par rapport a I’axe zg : ,=MR?%2
b z
chassis
X
a
m la masse de la roue m1 la masse de la tige L1 m?2 la masse de la tige L2
2 2
_ _ “z(roue) _
Ix(roue) - Iy(roue) - ) Ix(Ll) =m (7] Ix(lq) - T
m (Re2 + Ri2 ) > 2 m, Lzz )
17 roue) — A~ 1, = mlLl +m ﬁ 1.\'(12) = +I’I’L2Ll
z(roue) ) (L) 12 1 > 122
I =myL;
2 2 2 YLy 2
mL L, L
1 = pm | 2| +my| 2
T ‘[2j 1[2]
m3 la masse de la tige L3 M la masse de la selle
IX(LS) =0 Iz(xelle) = Ixz + Iyz
2 2 2
mylLy Ly a
I,y =—"+ +—= M| =
T m{l“ zj (2) Mb? bY
) 2 Ix(selle)=T+T_M 5
m
Lag,= sls +my L1+5 )
12 2 u (g) . .
2
m4 la masse du corps ot = M~ \2) . [Ll oL +£j Y [Ej
1y comps) =0 3 6 2 2
Iy(corps):Iz(corps):m4r2 I —M_62+Mb2+M LI+L3+£2_M EZ_M 32
z(selle) 3 6 ) 3 )

Tous les Px"xf 0
La roue :composante z=0 + symétrie suivant par rapport au plan xz et yz
Le chassis :composante y=0 + symétrie suivant par rapport au plan xy
La selle : au centre de masse : symétrie suivant I’axe z; et I’axe xg
les distances de décalage des axes : x=x; + d, ; y=y; ;2=7g ou d, et d, sont nuls.
Le corps : au centre de masse : les produits d’inertie sont nuls (énoncé)
les distances de décalage des axes : x=xg + d,; y=y; ;2=zg ou d, et d, sont nuls.

20. P+ 0 0
< 7 pabc 2, 2
S)-Parallélogramme abe : I 5 = D 0 a’ +c 0
0 0 a’+p
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S, - Parallélogramme he:

Syllabus d’exercices
Corrigés : Tenseur d’inertie

b*+c? 0 0 2
— p(;jbc ’ c 0 _(_Cd)
TGS2 =—=Z | 0 (EJ +c? 0 +p(£jbc 0 d*+c? 0
12 2 2 ~(-ed) 0 d’
2
a 2
0 0 [Ej +b Steiner avec GG,=(~d,0,c)

— 2 2
Sy —4 roues : I;5 = 4% prR*| 0 RT 0 |+pzR? 0 4[8%%” 0

0 0 —

2
4 0 0 4 [ez + [éj }
_ 2
I, au centre de chq roue

Steiner pour les 4 roues

Xyz = axes principaux pour le solide composé des 4 roues

GG = e,_é,_ﬁ 5 Er2= e’ﬁ’_ﬁ 5 &ﬁ;: _e,é,_i ; GGra=|—e _é _5
22 22 22

mR*

. . R 12
Cylindre : I, = =1, +1,, parsymétrie I, =1, :mT; I,=1,+1I, avec I = n:2
Cylindre creux de rayon extérieur R, et de rayon intérieur R; :

. _pzzh(Rj—R;‘) M(R22+Ri2).

M(R§+R,.2) i
—+_—

= N , — _I
: 2 2 ’ 4 12
2 2
+
e 70 0 0
2
2 2 2
T 2_ 2 r, +r" L
S,-Canon : I, = pr(r,? =2 )L| 0 YR 0
0 0 I’ez+7}2 2
4 12
?G,» au centre du canon
c? 0 - £+£—d c
24
L a :
2 2 2
+pr(r,”—r"|L 0 c T+ —+—-d 0
pr(r =1 (2 . J
2
S 0 Lily
2 4 2 4

Steiner avec GG canon :(é-*'%—d ;O,C]
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Syllabus d’exercices
Corrigés : Tenseur d’inertie

=> I; =lg5 +1gs, +1gs, +1gs,

i(sbz +15¢%) 0 cd
12
_ 2 2
T, =225 0 Ja” I5c” | p2 0
2 24 12
2 2
o 0 [&+£ dzj
24 12
2 Parallélogramme
2 2
+
fe Th L 2 0 - £+£—d c
2 2 4
2,2 2 2
+r
+pﬂ'(r62—riz)L 0 /BRI S 0
4 12 2 4
2 2 2 2
+
- £+——d c 0 o Th +L—+ £+£—d
2 4 12 2 4
Canon
br+c?+R? 0 0
+p7R? 0 4¢* +c* +2R? 0
0 0 4¢* +b* +R? )

==> la symétrie du domaine d’intégration en y nous donnait directement que Pxy et Pyz étaient nuls pour

chacun des solides du systeme.

21.1. S1: grice a la symétrie du domaine d'intégration suivant l'axe y: D, = F, =0
S2: le mat est suivant z, => le domaine d'intégration unidimensionnel est suivant cet axe (0,0, z,)
=C,=D,=E,=F,=0; A, =8B,
S3: Le domaine d'intégration est nul suivant I'axe y, (pas d'épaisseur)
Pben2D =>B,=A,+C, ; D,=F,=0
S4: Le domaine d'intégration est nul suivant l'axe y, (pas d'épaisseur)
Pben2D =>B,=A,+C, ; D,=F,=0
2. GG, = (az -a,,0,c, _Cl)
2

A 0 O (e;=¢) 0 —(a,-a,)(c, - ¢,)
= 2
o= 0 A O0|+m, 0 (a2 al) —+—(c2 cl) 0

2
000 —(a,-a,)(c;, - ¢)) 0 (a,—a)
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Syllabus d’exercices
Corrigés : Tenseur d’inertie

G,G, =(a,—a,,0,c,—c,) et GG, =(0,0,¢,—c,)
2
A, 0 -E, (c;-c2) 0 —(a5-a,)(c;-cy)
Iosy=| 0 A+C, 0 |-m, 0 (a,—a,)" +(c;,—¢,)’ 0
-k 0 G —(a3—a2)(c3—c‘2) 0 (a3—a2)2
(cs_cl)z 0 0
= 2
=>Icl(53) 161(8‘3) my 0 (C3_C1) 0
0 0 0

A=[A]+ [A2+m2(cz )2:|+|:A —my (e 62)2+m3(c3—cl)2:|
B=[B]+[ A +m((a-a) +(e;—c)') [+[ (4+C)-
C= [C]+[O+m2 a,—a,) J [C -m;(a az)q

D=[0]+[0+0]+[0+0]=0
E= [E]+[O+m2 a,—a)(c,—
F =[0]+[0+0]+[0+0]=0

} [E m3 —az)(c _Cz)]

m3((a3—a2)2+(C3—C2)2)+m3(c3—cl)2}

22.Pour la demi sphere pleine.

3 2
p27r ot 7', :%. .= ZIVQr

1. Mgr2 Mr?2 2Mr?
Axesx,y,z'enO': [ =] ~+*=—"1 41 71
0 Yo Yo Xo'Yo! 2 3 3 5

M, =

5 64 o4

I,=I_+Md, 2=(I, -Md,  2)+Md,,

Xo'XG1

Pour le cylindre plein.

et I, =1 +-==

, L
M, =prLr? et z';, :r+5 =1 = > wor Tl ¥ 17

I.=I1_+My,, ?

12 4 12 4 4

Pour le coOne.

M, = pr2RVAR?2+4H? — prRNR*+ H> =3pwRR2+ H?

I.=

Ml(Zr2 9r2+25r2]:
M, I _ML* M,

2 2
j MZ(L—+SL+LrJ
304

2 2 2 2 2 g2
_M+M+MZ (§+rj =M (L—+L+£+r2+Lr

2
A la pointe du cone (x,y,z) :

PT2RVAR? +4H?4R?  prRR*+ H?R? _15p7RNR?*+H? _ 5M,R?
2 2 2

13M,r2
20

SM,R?  SMH?

;L MR {pﬂZRx/4R2+4H24H2 erRx/R2+H2H2}

xp 2 Xpyp 4
I=1_+Md, >=(I, -Md,,

XG3

N+Md, |’

Xg3 X'

2 2 2 2
_SM.R* SM.H M, (14H] M, (19H) _SM,R> 43M.H
4 2 9 18 4 36
Pour le volant complet :

M=M+M,+M,= p13 + prLrr+3p7RVR? + H?

+1. 2M r? + M,r? + SM,R?

+1 ‘Corw: 5 2 2

z' = IZ"Sp/lZ'VE z'Cylindre

IX' = I}" = Ix'Sphére + Ix‘Cvlindre x'Cone — 20 ?‘*' T +Lr

4

2 2 2 2 2
13Mr (L 5r ] SM.R?  43M H

2

36
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N ¥
P ‘,/ > Xp

23. L’inertie de la plaque trouée est égale a I’inertie de la plaque pleine diminuée de 1’inertie des trous.
Ix,total = IxG,O - (Ix,l + Ix,2 + Ix,3 + Ix,4 + Ix,S + Ix,é)
PX}’ = PX}'(] - (PX)H + Px)’z + Px)’3 + PXM + PXJ’S + PXJ’& )

avec

=] = dzdz_ I ,=1,= d2d2 2
- Xg,3_o- E_> x2=1y3=0 (E+a)

2 2
I, =1, =0d* % (cos?d5° + sin45) = ga? &
: 12 12

XG -
orr?r?
I.s+1,¢=2——
’ ’ 2 4
et
PX}’ = PX}'(] _( PX}H + PX}'z + PXJ’3 + P".\’A + XYs + PXJ’& )
L O P o = AN
O—WTRzab 0-ca* 0O+od* 0 O—MT’zac O—MT’Zac
_ onR? ornr? _ o7a 2 2
P, == ab+—2 ac =24 (bR* +cr”)
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Syllabus d’exercices
Corrigés : Résultante et moment cinétique

Résultante et moment cinétique

Formulaire

Résultante cinétique : R = mv,

Moment cinétique par rapport a A : May=Mpy+ABXR

Moment cinétique par rapport 2 A( A€ Solide) : M 4 = mAG X7, + I:A.(T)

2
L . (e 1=
Energie cinétique (A€ Solide): T =%+ va.(a)X AG) +Ea).IA.a)
1. O = point appartenant a I’axe de rotation fixe.
R =my, Mo=1,w T:%E)fg.a)
e = — = = =
R=—mawl X Mo :—sza)l X—P;,za)l },‘I‘Iza)l 2 TZ%IZWZ
— 4 _
=-mabol +—ma*wl 2
3 : =—ma?w?
3
2 ~Aa _ — p— p— —
R= Mo =-P 0l —P 0l +l 01, Tzllzwz
ma? — 2
=—a)1 . 1
: =—ma’a?
6
3 —= _ — J— _ — — —
R=—mbol , | Mo=+I 0l .—P,01 —P ol T—llxa)z
+maml | 4 _ 2
=—m(a2+b)wl ,
3 =—m(a?+Db?)w?
4 9?:0 Mo =—/nyeoy/Tj+IywyTy—PyzwyTZ T:%Iz'a)z
_/Pﬁwﬁ:_Pﬂa)zTy-’-Iza)sz _l a?b?
— 4 a - b - 3 a2+ b?
Mo =+—mb*O——=1 —mabo——1 |
Ja2+b? Ja2+b?
b - a -
+—ma?O——=1,—mabo—=1
Jar+b? - Jaz+b? -
ouMo=-Poer 1, —P, ol +10L
1 b-a — 2mah -
=—mab———wl, + ————wL.
3 a’ +b’ b 3a’+b’ L
On aurait pu faire : Mo =Mqc
4)
Z A ( ’

I, =Iy'2dm = J.(cosay -sinaz)>dm=cos?al, + sinzaly - ZSinaCOSOYPyZ

b2 4 az 4 ab

= —ma?+ —mb?-2
a’+b? 3 a’+b? 3

.ma
a+1?

2 ma?b?

Y
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Syllabus d’exercices

Corrigés : Résultante et moment cinétique

P,.. =Jy'z'dm =J(cosay-sinaz)(sinay+cosaz)dm =cosotsin0{(1Z —I),)+(cosZ(Jt—sin20{)PyZ

2 2
= 2abb2 (%maz—gmszﬁ-( b a
as+

———— |ma
a?+b? a2+ b2

j _l ma’b _l mab®
3a’>+b* 3a’®+b?

2. O = point appartenant a I’axe de rotation fixe.

R =mvg mo =1o.® Tzél 4@# avec d=axe de rotation
al — — —_ — 2 _ b2
EK:—méa)lx moz—m%a)l y+mb—a)lz szaaﬂ
b| _ _ - 2 _ _ 2
R=m—wl mozm%a)l y—m%a)lz T=mlh—2a)2
Cls _m - T — b2+ h? b2+ h?
%=?W(—h1},+blz) mO:m( 6 )wlx T:m—( 12 )a)2
d - m  h-b? - — m o -
_m _m 2_12 _ 4 g4 32,2
v A ooy~ KA CLRL A T—lz(b2+h2)(b 0o
+b(2b2—h2)TzJ avec @* I
avec *
b2+ h2 0 Ou utiliser la formule classique de
m e
_ 6 i o cinématique : Vg =Vo + WX0G
Iy, = 0 m— —m— _«_ h ERPR el
Friomgl 6 12 @ =0T l+o 2,42 L
Triangle bh b2 \/b +h \/b +h
0 —m= il
"2 "

Résultante (d) : Distance d’1 point P1(x1, y1)
a la droite ax + by + ¢ =0,:
ax, +by, +c

Jaz + 12

d:‘

I;* =I y?dm = I(cosay—sinaz)zdm

=cos” al, + sin? al, -2sinacosaP,,

m 1

:gm.(b“ +ht —b2h2)

3. O = point appartenant a I’axe de rotation fixe.

R =y L=1+1, i =
R =my, y m,=-P .ol -P ol +I 0l Tzllvaﬂ
i
1| —mawl I,=m(2a)?/12+ma? — a2 _ 2
I,=m(2b)?/12+mb? —mabol  +—matwl = ma?a?
2( o I=m(2a)%12 mat L
I,=m(2b)?/12+mb? oL, —ma’w
_ _ — . .
3| mmbol mao] ' %yzﬁgla)))!/i;:iﬁ%z §M(a2+b2)a)1 B gm(a2 +b2)w?
L=L+1,
41 —mbol I,=m(2b)%/12+mb? — 4 - 5
I,=m(22)%/12+ma? —mabol, +-mb*o1, Jmbe”
5[0 I,=m(2b)?/12 mb?_ — 1
I,=m(2a)%12+ma? wl, 6mb @?
* 2_hHh2 _ 252 _ 27,2
6/ 0 1) lmaba ba)l ,+gm azb T 1 a%
30 a+br 3 ar+br | 3 a4b?

Page | 100



Faculté des Sciences Appliquées
Mécanique Rationnelle 2

Syllabus d’exercices
Corrigés : Résultante et moment cinétique

(D
I, =J yAdm = .f (cosary'-sinaz'’dm
=cos2al . +sin 2al |, — 2sin cos aP,.

2 2
a 4 2 b i ma?—2mab. ab
az+bh? 3 az+b?

= —
a+b?'3
2 ma?b?

T3 a2

4. Axe x (AB), y (AD), z (perpendiculaire au plan en A)
a) ! le vecteur de vitesse angulaire est négatif (-1x)

R = mv, =my, = mLé(— cos #,—sin 8,0)
T =

%mﬁé = %mLzﬁ-z car @ =0 (translation)

m, =0, m, =m, +AG ><§=mL26-’(—sin49+%c056’)TZ
b)

_ _ 3 .

R=mv, =EmL9(—1,O,O)

Iy
2 2
2 2 2. .
T=l mL+4L+m[3L 92=imL292
2 12 2 3
03O0 s
f’T’l =|. 0 0 =— LZHR
6 ) |= oL,
1)\ 8

mA:mG+Aéx§z:%mLzei

5. Dans les axes principaux Oxyz tel que précisé sur le
dessin.

A 0 0\ gsina—g) [Alpsina—g)
m,=0 B 0 0 = 0

0 0 B)| ¢@cosx Bgcosa

MR> R mIL?

ot A= B=M —+ML>+—
2 4 3

B = Idisque (: Idiamétre + Md(diamétrefaxe Z)) + Itige
vC = vitesse C € tige = vitesse C € disque.

Lcosap=@xCl => NR?+L2¢p=Rp => ¢= siz’a
20y —
i, =—Ap->"%T 4 Bpcosal,
sino
m 20y —
Mo __£p" T _ prcosasina(B+ Acotg?a) 1, + B
dt sina :
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6. i, =1, .&+MAG v,

D

7=6’7(L+T§)2
Axes (1',£,¢") centrés au centre de la base ('2+&'2=r?)
2 o . MR* MR 3
pjrdrjdajdg(n2+§2) P T Rh= S i ==, MR =2 MR
T 2 T ,_ MRz Mp
I, pjrdrjdejdg(g2+n2) 2 +pjrdrjdejdgg2 0t

0 0

P, = pjrdrjdﬁjdg(f?]) 0;

0 0

R 27 h MRh
P, = pjrdrj dejdg'((g'am)g'): P.+p[rdr[d6dss R=——"
0 0 0 0 0

: 2
2

MAG xv, =—7M(R+§)Z'Tn

,_Lﬁ-[ \/5

_ _ h -
i, = 6[(3R?+4h2+6Rh) 1. +(18R?+6Rh) 1§]—7M(R+§)z'1”

7. Les rotations subies par les trois solides ne sont pas identiques
=> calculer le moment cinétique de chaque solide.

My =My g+ My g0+ My 53

Solide 1 : A appartient a S1

My 51y =140 = Mg +AG xmvg

ou

8R® —
p3 @lz

0=
2
p2R(2R)" |\ P
3
Axes G2x’y’z’ avec X’y’z’ parallele a Axyz.

Axes G2x’’y’’z’’ = rotation du repere Ax’y’z
d’un angle a tel que x’’ est suivant G2C.

M

My =

/—\OO

3
>

aszy =Mg, +AG, Xmyv | avec Ag S,

AG, = (2R+Rcosa)lx —(Rsina)1 et E=(2R+Rcosa)¢')iy

ml>  mR* _ .=
IZ" = IV :? = 3 et Ix" = PX"Z" = Px"y" = Py"z" =0 et w, =0 = (plz
_ 0 0 —@sina ) R ~ ~
Mg =1g,.0,=|0 0 0 pcosal, qbcosa(sinalx&cosalzv)
0 m,R* |\ ¢cosa
3

Page | 102



Faculté des Sciences Appliquées Syllabus d’exercices
Mécanique Rationnelle 2 Corrigés : Résultante et moment cinétique

Vg - m[%%i}

" a=30° 6
on peut aussi travailler directement dans les axes G,x'y'z' en calculant les éléments du tenseurs
' . \/§ 3 2 pR3
avec les changements d'axes : P, =—cosasinal »=———pR’ et I =cos” al . =
6
— - L B R
Mg ==Po 0y =P. 01y +I1 0.1 =—pR @lv + ol

=0

—  _\3

Atige?2 = 6

pR’
2
23

=>M 002 = PPR’ [T+2JL- +pR3¢(10+4\/§)Lv

PR3l + gl + p2R((2R +Rcosa)’ @l. +(Rsina)(2R+ Rcos ) (pix)

Axes Cuvw avec C=G3 ; u suivant BC, v//y et w suivant CD.

My (53 =Mg +AG3xm3vg | avec A€ Sy

0_G3=(2R+2Rcosa/)ix—(2Rsina/)iZ et E= d?lf;x =(2R+2Rcosaf)qbiy

ou par la formule de cinématique de distribution des vitesses avec o, = (—q’) sina — ¢) Ly + @cos aly

E = XAC = 2R(l+cosa)¢Tyv = s, xIC = R(¢sina+¢)Ty
N — N —
Veetige Veedisque

ce qui nous donne le lien entre ¢ et ¢ (en égalant la vitesse de C appartenant a la tige et la vitesse

de C appartenant au disque) avec => ¢ = (2(1 +cos tx) —sin a/) ¢ = (% + 2\/5) 0]

a=30°
L=t =" e, = k=, =0
4 2
m3R2 )
2 0 —-@sina—¢
Mg, =Ig.@=| 0 0 0 =1Ll + 10,1,
0 myR* @cosa
4
= M_G3 = _p7r2R4 (¢sina+¢5)iu + pZR4 qbcosaiw = —pﬁTR“(qb-FZ(Z'))iu +€pﬂ'R4¢iw
— prR?

(9+20)1. +€pﬂR4(piw +paR* (2+J§)2 @l + prR* (2+\/§)¢ix

MOtige3 ==

R [, 15 V3 ) (117 1)
:>M"“'g”=””R4(”’(2+Eﬁ]‘7“’]““’”M["’(T“ﬁj*z"’}z
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@=wl, =wocosal, +osinal,

B
2a Y @ ol cos(){:L et sin@=————
c f' Va?+b? Va®+b?
7 Les produits d’inertie sont nuls car nous
i l travaillons dans les axes principaux. En effet,
I’intégration des puissances impaire (X et y)
2b X sur le domaine symétrique est nulle. Et la
D coordonnée z est nulle pour toute la plaque.
I, 0 —)facosx
Mg=10=|0 I, -| asina |=I cosawl +I,sinawl,
o 0o -)\0
2 2
— 2a2b)(2a - 2a2b)(2b - 2p? - -
(p2a)a) b g (p2a2)(2) =P A (T 4T
12 \/212+b2 12 \/212+b2 3 \/a2 +b2
. T = TTige +Tcarré

Dans les axes principaux (Cx'y'z") lié au centre de masse de la tige :

Trige =%mvé +%E).?C.E)=%m(vé +vév +vé: )+§(1X p? +Iyq2 +1, _502]
_C=37a(cos€TX +sin¢9TZ) “
avec { Ve =d%cz37a(—sin0(9+¢ﬂx +0039(9+¢)TZ) %
12 94° =
c},="z—2=pTa et 3=(6-9)7,
=> Trige =p%[(€-+¢)2 +é(¢9'_¢')2j

Dans les axes principaux Gx’’y’’z’’ lié au centre de masse du carré.

1 1_= _ 1 1
Teare =Emvé +Ea).IG.a)=5m(véx +véy +véz)+5(Ap2+Bq2+Cr2)

G=3—a(cos€TX +sint9TZ)+£T" = 3—asin249+£cosa Tx,+£sinai,,—3—acosZ€L
2 2 2 2 T2 T2 :

X

- a . 3a - N+ a =
Vs =| 3acos 2600 ——sin e ——cos 20| 6 — +—cosaal,
' (a 2 7 <2 ¢)j1* 2oy

avec +(3a sin 209—[3?“ sin 20+%cos aj(&—q})}i = vGXTx.. +Vgy Ty" +VGsz"
E)=(0—¢)Ty +0'th, = (9—¢)Sincﬁxn +(9—¢5)cosaTy" +0'thn = pTx" +qu,. +rTZ"
mi? pa4 ml? pa4
A:C:I,, = — etB:Iv,, =
T2 12 e 6

Pour les moments cinétiques :
MO = MO tige + MO carré
My e =M +OCXR = I0.0+0CXmve

M_Omm, =M_G+O_GX9_? = E.E)+O_me17(; =Apl. +Bquv. +Crl. +£Xm17G
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A

10-% =" mv, =mv, 1 +3mv, +Mv,
X=acoswr, A
[
avec 410G = (a cos wt +%sm HJT %cos 01 ;

0G'=(acoswr+(a+R)sin@)1, —(a+R)cos1,

+[M(( asin@t.o+(a+R)cos08)1, +(a+R)sin 681, )]

R= [—ma sin @t .a)l + {3111( —asinwr.o+ %cos 6’9]1 +%Sin 661, H

- ) _ ) _ 3mg+M(a+R)

=>9i=(4m+M)[(—a)asina)t+aecos9) 1 +A6’sin6’]),] avec A=—-2
dm+M
1 , 1_= _ 1 ) 1. = _ 1, 1_
T:ZTi: Emvc +Ea)lc o |+ E(3m)vc,g +Ewnge G Prige | T EMVGb// +Ea)balle IG,,,, By,
=0(masse ponct)
7= Lm |+ l3mv§ cL3magd 0 e 112y
2 2 e 2012 2 bl 25

M 1 2 .
=T= (Zm +7]a2w2 sin® @t +E|:ma2 +M (a+R) +§MR2}02

—[%ma2 +Ma(a+ R)}a)ésin ot cos 6

11.

dans les axes principaux Gy"z" lié a la tige :

@=— 1, + 1. =—f1.+¢cos fL.—@sin f1,.

1. Dans les axes Oxyz

mz.LQ2 0
_ _ 0 0 12 L 0 0
-7 = _ - .
O (susy 10(s1+s2> O=10 0 + 0 TCOS,BSIH,B +/ 0 0
0 L 0 0 12
mlg,Ll m2'_l’220052 B m-Ly
L 12
m m sin2f .- 2 _
Mo =" 2Lzﬁ 212 zﬁ o1, [[ 311+mzL1J 212 ——=_cos ’BJWZ
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dM, dM,  _ —

r = ar xyz+wxyz/XYZXM0:
dM,  m.L? — m.L?sin2f my.L*

dt0=— 21? A1+ 21? > Pl + 13[1 +my L2 |+ 2[? cos® B |p1,

2
m,. .= sin2
+%0052ﬁﬂ¢]y+[ %LZ 2cosﬂsmﬂ}(oﬂy— my.Ly” ,B(Py %122 2'B(P21
”)m/xszMo
2. Dans les axes Oxyz tournant avec les 2 tiges. (S=S1+S2)
2
My =Tg. @=|| 0 % 0 [+ 0 0 0 |+0 mrL> 0 || -gsinB
2 2 ;
2 m,.L, 0 0 my.L ¢cos 8
. 0 0 —
0 0 i 12
L 3 J

——_ mLy = (m mL? m Ly g

OZ_Tﬁlx”_ T+m2.Ll ¢Js1nﬂl‘+ 3 D 22 4m, L |¢cos BL.

dM, dM, _ —

dt - dt xyr; ¥ Bz X Mo =

my Ly’ m L 2 | ein BT my.L, 2| 5T

BT BLl.— T+m2.L1 @sin 1. — T+m2.L1 @cos 1.

+(m1_3[12 +m21,§22 +my.L, J(pcosﬁ]z [ lLl ”5122 +m2.l12](psin,3ﬁ'1,,

_mzl.jzz B(pcos B1,. +¢sin A1) - ( m.L? +my.L },’;sinﬂ(—ﬂlu—gbcosﬁiu)

'{mlflz +m21.§22 +m2.L12]¢COSﬂ(ﬁTy” —¢sin/3TX~)

3. en considérant séparément les deux solides.

- 0 0 2
I My s, =lo®= o |o =”’1'3Ll o1
MO_MO(SI)+M0(S2) avec ml.le .
3
M_O(sz) =M_G+EXE=TG-E)2 +m2(L1Tx)XL1¢’T}
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2
ml” gy :
_ 12 -p lq my L _
I;o,=| 0 0 0 —¢sin B |= -2 Bl + 21'2 @cos f1.
oo Ml |\ #eosh
12
— 2
= 1;.0, =—m21'§2 B+ 2152 ¢pcos fsin f1, + M2 (ocos,b’cosﬁl

e m,. 2

_ 2 2 _ 2 2 \_
=>M0=—mZ'L2 ﬂ’lx+m22'ff ¢sin2ﬁ1,+(mzl'§2 ¢cosz,ﬁ’+m2L12¢+—ml'3L1 go}lz

R

2
T R (HJ (H)' R2H?
_ 2 H — - _
M_kj_zdejo zdzfo rdr =k~ =k

z H EZ 7 2
1=k[2d0[ aae M P =k ) KT paps  MR®
: - 0 0 4 6 24 3

R
z H EZ [7j 2
I :kj.z dHJ. zdzJ.H (zz)rdr:kn' H H__2MH
x _z 0 0 2 3

6
R
z H R 6 2
I, =kj2,,dej ZdzIH (rcos¢9)2 rdr = k—H—H—:ﬂ: .
2 0 2 4 6 6 -
2 2
=>1,=1,+1, _ MR 2MHT
6 3 |
P, =P, =0 grace al'intégration de y sur un domaine symétrique
R
z H EZ 7 6
PU:kj.zﬂdﬁj. zdzJ.H z(rcose)rdr—kZH—H——SﬁRH
-2 0 3 6 9w
2. Trouvons les points P appartenant a I’axe z ou les moments d’inertie (I, , I,p , I.p) sont égaux dans le repere
Pxpypzp
2 2 2 2
MR® 2MH® (S_Hj YR _MR
L; 4 d(axe xg,axe xp ?
I, d(axe x,axe xg)

48

11 faut en plus que en ces points le produit d’inertie P,, . soit nul aussi pour qu’on soit bien dans des axes

principaux (ce qui ne semble pas étre le cas)
=>I1 n’existe pas de point de 1’axe z qui annule le produit d’inertie dans un systeme d’axe parallele a xyz, car

le décalage de I’axe en x est nul =>

2
=>2 racines réelles d =+ % —(ij H? acondition que % < \/%
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" L’angle alpha est I’angle entre I’axe z et I’axe z’. Par la formule de changement d’axe ( L-=(0;sin @, cos )

)
: H® . R?
IZ.=IZcos2a+Iysm20( ou COSZ(X:W et s1n2a=ﬂ
+ +
MR* H? MR* 2MH?) R’ R? MR?
=1, = 2 7t + 2 2= 2 2 MH? +
3 H°+R 6 3 H°"+R° H” +R

4 M, =Iow avec &=l =>M,=-P. .0l -P, ol +I.ol
P,. :J.(cosay—sinaz)(sinay+cosaz)dm =cosasin a([z —I),)+(cosza—sin2a)Pyz
HR (MR* (MR*> 2MH’ H’-R’ HR (MR> 2MH’®
T2, p2 - + R e I ™S -
H" +R 3 6 3 H"+R o H"+R 6 3
eny 220
P.. :Jx(sinay+cosaz)dm:sin a%+cosaPX, - H 8MRH
) ' " NH*+R* 97
o _ 2 2\ 2 2\
M, = Ho 8MRH1X.+ 2HR2 MR _2MH a)l)..+ 2R i MH2+MR ol
JI iR 97 H*+R*| 6 3 H>+R 6 ) -
ou
E =—P_wcosal + I wsin aTy +1 wcosal,
— 8MRH Hw ~ (MR* 2MH’ Rw ~ MR® Ho -
M, =- ) + ,+ !
97 JH>+R? 6 3 JJH+R 7 6 JH'+R
13.
X,
Y1 Yy s
0 4 ¢Zz
<3

=> les vecteurs de Darboux :
O g, =OL 1 O, g = Ok, g +Op g, =01

@, /g, = Wp, /g, + O, /r, =01, —P1,

=> les vecteurs vitesses angulaires des solides :
@Operce = Wy g, = 0L, et @ =g =01 =Pl
Ry : Axe OX,Y,Z, fixe. ; R; : Axe Ox;y;z; tourne autour de 1’axe Z, = z; (0)

R, : Axe Ox;y,z; incliné d’un angle o par rapport aux axes Ox;y,z;, avec 2, lié a la tige, R, tourne autour de 1’axe

2] (¢)

R3 : Axe Gx;y;z; liés au cube et tourne autour de z; (0) et 2, ()
T =T 1 76O L TP o iF = i (O 4 17,5 4 i AP
1. Dans les axes principaux du cercle (Repere R;):

MR?
= A=B=""C.c=mr
a).IG.a)za(Ap2+Bq2+Cr2) avec 2

@p =01, =sinabl, +cosafdl,
2 .
— (1 +cos? a)

1\710 = ?0 0= ApTx, + Bqu2 + CrTZz 1\710(T) => A710 =
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2. Dans les axes principaux du T (des tiges soudées) (Repere R;)
1 1_= 1 1

T8O = —mvi +—ol, 0 = —MVi+—(A'p2+B'q"?+C'r'?
ZGZGG:AZAZ(p q )

— a1, _ o - - _
OA=R1, =>7V, =R djz =Ry g, X1, =—ROcosal, avec @y, =01 =0(sinarl, +cosarl, )

avec < @p =(sin0a9'—¢')Ty2 +0050/0’TZz =(sin0/0’—q5)Ty3 +cos0a9'(sin¢Tx3 +cos¢Tz3)= p'T +q'T +r'l

=>p'=sin¢cosa9;q':sina9—¢;r'=cos¢cosa¢9 et A'=0;B'=C'=I}C3A =

2 2

. . W2 .
760 =lMR2492 c0520(+l MR (sin(xﬂ—(i)) +MR coszgiﬁcos2 ab?
2 20 12 12

I\ZO(BC) =M, +0AXR avec M, =A'p'TX3 +B'q'Ty3 +C'r'TZ3 car A=Centre de masse G

2

MR? - = MR
M, P =———(sinad-¢)1, +
o 12 ( ¢) RE] 12

cos g cos a&'TZg +-MR*6 cos a(cos ‘91:3 )

3. Dans les axes principaux du T (des tiges soudées) (Repere R;)
1 1_= _ 1 1 ..
TP = Emvg e Evag +E(A"p'2+ B"q'2+C"r'?) avec E = milieu de AD

Tz3 =cos l//Tzz —sin '/’sz ;sz =cos '//Tx} —sin l//T23 ;Tyz = T}'s ;TZZ =cos l,//TZS +sin '//sz ;

Vg =V, +0yp XAE =-R cosaész +[(l//+sin aé)Tyz +c050{6-’TZ2 }X%(cos l//TZz —sin l//Tx: )

Ly

avec vy =—Rcosacosyl 1., + Rcos asin y@ Lo+ |:(l//+ sin 0{49) 1, +cos afcosy 1 +cos a6sin 2% }XE L,

\7E=+[§(1//+sin0a9.)—Rcosozcosl,u&ljic3 —gcosasin l//@Ty3 + Rcosasin ;1/013

2
Ao MR L
12

2

2 ) ) ) ) .
74P :%92cosza+MR2€cosacosy/(€sina—;'V)+ (ﬁsina—l//) +6% cos’ asin’
M, = i, +OEXR avee M, =A"p'T, +B"q'T +C"r'1,

2

M) = {% MR?* cos arsiny + MR (9sin a— l//) sin l//:| Tx:

2

+|:%MR2 (9sin0{—lj/)— MR 6 cosacos W}T},z

2

+|:%MR29COS asin’® ¥+ MR*6 cos o — MR (9sin(x— l/'/)cos V/}Tzz

14.1. Centre de masse du volant G : 91/10 a partir de A avec r=3R/2. (r/3+r=2R). Moment cinétique en A :

~ . . A0 0)[ 0
M,=M AvaA+7A.5)=M[1—51,jx[—vﬁz,—éwﬁx,} 0 A 0|lel,
00 C)loL

avec v, =V +@x GA=—v; L +(@, 1, +@TZ.)X[—?—8TZ,]:—VGTZ. —?—ga)ﬁx,

2 2
M, =- [?—gj a)zTy.+(szfv.+Ca)1Tz.):{Aw2—M[?—(r)j wzJIV.+C@TZ.
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2. L’énergie cinétique :

A-M (9r/10)* 0 0)(o
Tz%icz+%@jcﬁ)=%vcz+%(0 o, o). 0 A-M (9r/10)" 0 || o,
0 0 c |\ o
M 9rY 1
—2( J—(loj a)22]+(Aw22+Ca)12)
T="v2+M vA.(@xE)+%@.IZAcT)
A 0 0)(0
A;[vsu( 4 0 A 0|la
00 C)lao

2
9 - (=) 1
5 wf]”"’(_"clz_1(;“’21«']'((“’2]3'+“’11z')x(161z)j+2(0 0, o).

f.]+%(Aa)22+Cw12)

2 2 2
9r Or 1 M Or 1
I—J w22]+M[—a)22[10j ]+2(Aa)22+Cw12)=2[v62—[10j a)22]+2(Aw22+Cw12)
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Syllabus d’exercices
Théorémes généraux

Théoréemes généraux

Formulaire

. d - =
Théoreme de la résultante cinétique — R = F,
que - DR,

d — _
;MA =mvg Xvy, +m, 4
2 :

Théoréme du moment cinétique calculé en A :

avec M_A=M_G+Ex§ ou MAszXVA+7A.E) si Ae S
d == A= (oA, )
Théoréme de I’énergie cinétique d_T = ZFh v, avec T = % + va.(a)x AG) + >
t

o.1,.0

1. Identification des différents états du systeme :
t; = avant le lancement de 1’obus ( % =0;x=0 )
t, = Au moment du lancement (x2 = vitesse initiale du chariot ; x =0 ):
t; = le chariot recul suite a la vitesse acquise lors du lancement de 1’obus. (x X )
t, = Le chariot est a ’arrét apres un recul X ( =0;x=X );
Apres le départ de I’obus : Systéme {canon + wagon} = 1 solide entre le temps 2 et 4.
Rem : I’axe des x est dirigé vers la gauche.
d " o di’ X M.
ERX F x => Mx= _Ffmt => J‘x 2 M 7 = J‘O _Ffmrdx => 7)(:22 = FfmrX
Avant le départ de I’obus Systeme {canon + wagon + obus} Il n’y a pas de forces extérieures suivant I’axe x.
=> il y a conservation de la résultante cinétique suivant ’axe x.
d . . .
ERX =0 jusquent, :R,, =R,, =>R,, =0etR, =Mx,+mvcosfcosd=>x, = —%vcos Bcos ¢
M 2 m2v2cos 2@ cos2¢
= 2=
ent=0: 2F frot 2MF frot
2. Par le théoréme du moment cinétique : conservation du moment cinétique

_ — M.R? M. R? M,+M,)R?
iMO:O = My =M, = M, :( 1+ M,) o
dt 2 2 2
2 2 M, +3M,)R*
M,R 4(02_1\/1213 _ (M, 2) e ®
6 2 6 4
(M, +M,)R* 7
+
Pourcentage de 1'énergie cinétique initiale présente apres la chute | T—_: 5 2 5
T MR~ , M,R" ,
2 “- 2 ®
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Syllabus d’exercices
: Théoremes généraux

3. — d —
m,o=0;v5=0=>—M,=0 — = _
5 : L dt b Mo =1o@
Pour le systeme {patineur} : ou <l
2 2 2
— — mh m,l
w=w1, et ], ,=—L1+2 22 4m | 2+p
o 1, 2(1<0) B 25t
I
t<0 : Fotise) dzg et
2 2
- T ¥ —_— ¥ —
=w, 1, et Iz(t<())=_3 => Mo=m33 w1,
t0: 2
2 2 2 2
— — m m,l 1 msF:
Mgy,.o=Mg,.o :>[ 4 +2[ 1222 +m2(§+r1) ] ]a)1 =33 w,=>w0,=489 t/s
Attention : la conservation de I’énergie cinétique ne peut étre appliquée car en bougeant
les bras, le patineur modifie son énergie potentielle.
. 1. = —
4 = dR _ dMo

= et
¢ t

2 2

me,O =

dt

car O est fixe

Changement d’axes : {

TX =cos HTX +sin @

Iy

L,

sin HTX +cosdl,

N 2 .
ol cosf@=— et sind =

NG

aD=w

En travaillant dans les axes Oxyz (R2) tournant avec la plaque :

1

NG

(cos 61, +sin 6’7}) =y

= Wra/Ro XR =-Md &’ (—sin 61 +cos GTy )

2/R0 = @WR1/ R0

-wsinf |= (IXCOCOSQ— P wsin Q)Tx +(—nya)c050+ I, wsin H)T}

- - — dR
R=-Mdwl, => Fe:?
1, =P, wcos
Mo=I,@=| P, I,
0 0 0
=>m, o = Mo
i dt

=>Me0 = |:Cosﬁsin0([y _IX)+ Py (Sin2 6 —cos’ 9)} 1 =>

OU En travaillant directement dans les axes OXYZ (R1) tournant avec la plaque :
dR

R=-Mdol, => F,=—
Iy -
Mo=1,0=|-Py -
0o -

ol Py, =sinécos 9(—1), +Ix)+(cos2 6—sin” 9) Py=>

Pxy a été calculé a la séance 5.

= WR1/ro X
dt

[

= Wryyro X Mo=- (Ixa)cos 60— P, wsin 0) wsin 0]_2 + (—nya)cos 0+1,msin 9) wcos 0]_2

me,O =

[

2

5

602

(Iy—Ix)—%ny}

1

Z

E:dezTy

0=wly

_ _ _ dMo _ — — =
-0 =1leX_PXleY=>me,0=—dt szI/R()XM0=>

0

=> PXY = E

d

=

F,=Md&* 1, = Md &’ (—sinéﬁx +COSHT),)

rT/le,O = _(5

2

(_

3 )=
1),+1x)+§g))w L

2 2 2 2
By B 3 H_3MHT
3 12) 5 24 40
— 2 —
et @YO:—PXszlzsznglZ
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2. ATéquilibre dynamique :

Zfe :%: @giygo XR=Rwl, =0 |=> R = (-Md + mL—m,L) @1, =0=>m; —m, =MTd
_ dMo  _ — —
Zme,o = a =gy g0 XMo = _PXYwZ I; =0|=> Pyxy o=0
p— 2 —_—
Py o = SMH + MI@ +| m, \/EHL avec OA'= —@,L,O ;. OD'= @,—L,O
’ 40 s 2 2 2 2
m my
(4 my) = 2| 3MH
VT BaL| a0 | v [3mw’| ma 1 [3MH’ | Md
Md ' JSHL| 40 2L 2 JBHL| 40 2L
my =m ——
L
5. Dans les axes Axyz liés au systeme,
X om réactions extérieures :
A B . Ry(Ry (). Ry, (0. R, (1))
R<L T Bala 00K
i P | mg(—cos8,0,—sind) en R (R,g,O)
L/3 L/3 L/3

Recherche des réactions en B :

mg(—cos 8,0,—sind) en P, (-R, % ,0)

a, =mg XV, +in, ; => dM =m
dt G A e’AAﬁxe dt e,A
aMm dl _ M, =mAGXv,+1,.0 = I, 0= I, w|=-P, 0l +1 01,
_A:—wa X =nyw2]Z avec A A A A fixe A Y o Y 1}
dt dt 0 0
P,, =0 car z =0 pour tout le systeme
L 2L LR
Py =Py p+Pyp =| 0+mR—|+| O+m(-R)—=|=-m—
3 3 3
m, , =—LRy . L +LR, .1 +mgRsin61, +m £cosﬁT -m £sinﬁT
nyszz =,T1&A avec e,A B,x 'z B,z x 8 y g 3 Z 8 3 X

—mgRsin 0Ty +mg ZTLCOS QTZ —mg ZTL sin QTX

=>in, = LRy, —mgLsin )1+ (mgLcos6— LR, )1,

x:LRy ,—mgLsin@=0=>Ry , =mgsind

z:mgLcos@— LRy =—m%a)2 avec =>Rp = m(gcosﬁ+§w2j
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Recherche des réactions en A :

My _

dt BExe

Y 1 _ My = Iz@=—P. 0l +1,0l
dMB:—va(oﬂ:nya)zlZ avec P ptixe o @h+ 01,
dt Toodt

P,, =0 car z =0 pour tout le systeme

2L L 1
Py =P, p+Pyp :[0+mR(—TD+[O+m(—R)(—ED:—mELR

_ - - . 2L — 2L . —
nyszz:’T’e,B avec me,B:—LRA,Z1X+LRA,X]Z+ngs1n91y—mg?cosH]z—irmg?sm&lx

—mgRsin QTy —mg %cos HTZ +mg %sin QTX

=> i,  =(~LR, . +mgLsin 6) 1, +(-mgLcos@+LR, )1,

—LR, ,+mgLsin@=0=>R,  =mgsind

LR R
—mgLcos@+ LR, , =—mTa)2 avec =>R, = m(g cos&—ngJ

6. Systeme {systeme complet } : Théoréme du moment cinétique en A : (Systeme d’axe tournant avec la barre)
M =mvoxv + Y m, =Y m ol @=407 rad/s 1,
dt A G A Z e,A Z e,A y

. 2 _ —
~Py— P, =) i, ,

Iya)=Zn_1€,A

2 _ —
-P 0 —Zme!A

X X

=> avec @ const : 0=ZﬁeA

y y

2 _ —
nyw - Zme,A

ny = O+m.%.Rcos3O+m.3TL.(—Rcos3O) = 0,6(0,4.0,13—0,6.0,13) =-0,0156 kg m>

. 2 _ —
-P,o0+P 0 _Zme»A

Z Z

2 3

3 z
N g
DAlm d i 1u YR“’SQ I>T 4 ' TRS"“QT s’"eﬁ
A

<l
lRCOS g 4By 4 LA y

x 2
L L. 3L . X
Py =m.7 (=R} +m.— Rsin30+m.== (Rsin30) = 0,6(~0,2.0,15+0,4.0,075+0,6.0,075) = 0,027 kg m
~0.027(407)" = L, {ZB = 533N
=>
_ -0,0156(407)" =—LX X, =308N

Systeme {systéme complet } : Théoreme de la résultante cinétique:
vg=0 => X, =-X,=-308N; Z,=-Z,=533N

Page | 114



Faculté des Sciences Appliquées Syllabus d’exercices
Mécanique Rationnelle 2 Corrigés : Théoremes généraux

7. Force en présence
F=—k(x-L)1,

Force du ressort :

P=mg(sinal —cosal
Poids de la roue : & ( L L )

Réaction du sol : R, = x z

Théoréme de la résultante cinétique {masse (m)}_:
R= mxTx

LR =3F
L [

Théoréeme de la résultante cinétique en G :

=> mi=-k(x—L)+mgsina-T (1)

0 0
—MG—M ZmeG—ZmeG ol M_GZT o= |1 w zlway
0 0

d — — = MR®
—Mg =|1,01, = DGl = 6=RT (3)
_MR?
Y2
La condition de roulement sans glissement au point de contact / nous donne :

¥, =0=7 +@xGl => il +61,x(-RL, ) =>i=RO=>i=Rf (4)

1

4)->(@3) : 2oRrr=>17=2%¢
®->3) R : (&)
(5)->(1) : mi=mgsina——x—k(x—L) ) o )
2 Solution de 1équation différentielle non homogéne
3m .. . in o
7mx=mgsma'—k(x—L) => SP: x(z)=L+%
2k 2¢ 2k SGENH : x(t) = Acos Qt + Bsin Qt
X+—x=—=sina+—L (6)
3m 3 3m
.y L . 2k
A et B seront fixé par les conditions initiales et la pulsation est Q = Ew
m
— 2
L'énergie cinétique est donnée par : |T = %m é % ;.0 = L + mf 6% = % i+ — 57 =i’
Y

. . 1 . .
L'énergie potentielle : V = 3 k (x - L)2 —mgxsina avec le point A comme référence.

La force de frottement ne dérive pas d’un potentiel, mais sa puissance est nulle car il y a roulement sans
glissement, la vitesse du point matériel sur lequel s’applique cette force est nulle.

L'énergie s'écrit donc : E=T +V = %mxz + %k (x- L)2 —mgxsin &
-3 . . .. 3 . . .
E=mex+k(x—L)x—mgxs1na= 5mx+k(x—L)—mgs1na =0 (=6)

L’énergie mécanique totale est donc conservée. => E=T+V et une intégrale premicre
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8. a) Pour le systeme {bloc + balle}:

d m

—R, =0 => AR =0 : mv,=mv,+Mv => v=—ro(v,—V,)

dt ’ M

Rem : Toutes les forces internes au systeéme ne sont pas prises en compte. On considere la variation de
résultante cinétique entre 1’instant t<0 ou la balle n’a pas encore touché le bloc et I’instant t=0 ou la balle a
transpercé le bloc et lui a donné une vitesse initiale (v). Entre ces deux instants, on considere que le bloc ne

bouge pas et donc les forces de frottements n’interviennent pas.

b) Pour le bloc seul (t>0), apres le passage de la balle qui lui a donné une certaine vitesse initiale (v) :

2 s
U =AT car F:ma:ﬂdi = ”dex:A[mvzj
2 dx i 2
M V2
—Mg(s—0)=—(0-v?) = f=—
2 2gs
AN:v=4m/s et f =0.302

9. Origine de I’axe x : position de m lorsque le ressort a sa longueur libre.

iﬁ = Ii => suivant X : MX+m(X+X)=-(M +m)gsina
Systeéme {M, m} : dt eY)
i}?: Ii => suivantx:m()'Gii):-mg sin @ — kx
Systeme {m} : dt 2
.. k k(M
=> X=-X-gsinq —— x=dcos, |—| —+1|t
(1) =>X=-X-gsino mx M(m j
=>
nd . k(M -0 m gt m k(M
(2) dans (1) => X+H —+l jx= X=X,+d -2 —sina-d cos, [—| —+1 |1
m m+M 2 m+M M\ m

Le wagon commence par monter la pente si X (t=0)>0, cad kd>M g sina

10. Les forces extérieures : dans le repére Oxyz Considérons les axes Ox’y’z’ attaché au
L. . - centre du disque tournant autour de I’axe z.
Réaction en / du sol sur le disque : R; (R;,, Ry, R;,) PRI q (
Réaction en O du sol sur la tige : Ro (ROX,ROy,ROZ) , AZ
z

Poids : mg =(0,0,—-mg)
Théoréeme de la résultante cinétique :
R = mvy; =—mhcos aw, T}

dr

(dz? =(R.) => 0=Ry, +R,—mg

4
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Le théoréme du moment cinétique en O :

By == |
Rem : le vecteur de Darboux du repere R’ 2 utiliser pour dériver les axes du repere : </ @1
d — _
_MOJ = (7o)
(d’ y O fixe oy
_ - @ R _ _ -
WDpyp =— avec 1ga& =—=—=>Wpryp =— O.IgX
RIR, =~ 1 8 o 7 R/ R, gal,
avec I. 0 0| o I .wcosa
My=|0 I, O 0 |= 0 =1 wcosal, —1,.wsin a’TZ, = Mo)c'Tx' +MOZVL
0 0 I\~ -1, wsina
d—— _ — . -
ZMO =gy, XMy = (@ sinaM . — @ cosaM,, )1,
avec | sina = R ; cosar = h 'a)l—Rw
VR +1? VR? +h? h

d— ) . . - » R R* |-
—M,=- sina( I cosa+I sinanga)l, =-o va.h+lz,.7 1

dt R2 +h2 y
mR? R?
I.= 3 ; Iy.=Iz,= Iﬂge + Idisque =m—+ mh?
—_ —_—
=0(m=0)

—2
=L giamerre +M HOCH

2

_ R2 — R
avec [MO = m2 wcosalx,+[m

+mh2J(—a)sin a)TZ,J

_ h?
(me,O )y =mg 7 - lRlz

'Y 3 2 2 2
(dMo] =(7ﬁe,o)y = _msz—(&JrR_]:mgh__lRlz
y

dt h( R+ hZ) 2 4 I
2 3 2 2 3 2
R, = mgh—+ma)2R; 3hz+R— et Ry, =mg— mgh—+ma)2£ Ehz+R—
: 2 hi3\ 2 4 3 2 hi3\ 2 4
2 3 2
R, =mg L + ma)Zi Ehz+R— >0  pas de décollement en I
2 hi3\ 2 4 lh
2 R3 (3 R? = Oy, = 873 R
Ry, = 1-— |-ma*—| =h*+— |20 pour garder le contact en O R(*h2+*j
0 mg( lzj m hl3[2 4] pourg 2 4
11.dans les axes liés a la pente inclinée a 60 °©
(x vers la poulie et z perpendiculaire a la pente)
myy . my
z X
60° 30
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Le corps my, Variable (@,x)

N\

Les forces extérieures : R| = (Re) => mX=- 3+R-T (D

Tension de la corde : Fl (F,0,0)
Poids : P(—m, g sin 60,0, ~m, g cos 60)
Contact : R;, (-7;.0.N))

SR

1l
\%
TN

=(R,) = 0=- ég+N1 )

R 6 =rT )

7\
SRS
N
Q
N—
I
—_
3
Q
SN—
1l
Vv

Le corps m,, Variable (¢,z)

d =\ (5 I Y
Les forces extérieures : [ZRJZ_(Re)z = TMmiETT ThiTL &)
Tension de la corde : F, (0,0, F, ) _ _
o e > W[LR] =(R.) = 0=-"28 4N, )
Poids : P(-m, g cos 30,0, -m, g sin 30) da ), x 2
Contact : R, (N,,0,T,) d — R* .
ZMG :(’"ec)} => ——¢, =RT, (6)
y
Le corps m3, Variable (0)
4R =(R,) =>0=-"23+X-F (1)
Les forces extérieures : dr ), =Re), = U= !
Tension de les cordes : P_“(—F ,0,—-F,) _ _
nsion ¢ PR I LR] =(R.) = 0=-"2847-F @)
Poids : P(-=mg cos30,0,—mg sin 30) e ), 2
Contact : R (X,0,Z) d - _ mr?
Mg y:(mc’G)) => T9_r( ) 9
Condition de roulement sans ghssement X=R@® ; 2=R¢, ; x=rf=7: (10)
R .. . .
10)=>(3) : leml h=" LG +(1):m1x=—#g\/§+Fl—%x=> %mlx— ™M B+F (1)
(10)->(6) : T2:—¢2:%'z’ L) —m2z=—%+Fz+%Z=> %mz'z' m;g F, (12)

(ID)-(12) et (E=3) (m1+”72) i= 2 (m=m )+ (R -F) (13)

(F-F)=""6=2% dans(l3)=>%(ml+m2)jé=§(m2—mlx/§)—%5c'

Yoy 2 Taon 2
-

=> Equation du mouvment : X=————
(3m, +3m, +m)

On trouve donc les tensions dans la corde :

LTINS, (s =m )

mg .
F =8 BymisT = 2 v
17 3 emisT, s 2 2" (Bimy + 3my +m)

. 22 (3m+3my+m)
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12.4 lere phase du mouvement : rotation autour de C :

o e 3
vG—\é%+a)xCG—¢9]zx§R( cos @1, —sind1L, ) ==

)

Th. de la résultante cinétique

dR - . 3 Y

—=F,| : mXg=R =>—mR(cosf9” +sinf0|=R, (1
=T e =ki=g ( )=k
ileﬁ_“e : myg =R, —mg =>§mR(sin€92—cosHé):Rz—mg
t

Th du moment cinétique en C
dM
dt

— - = _ 2 s ——  _ 3
=va><K£+me,C=me,C :ng2t9=CG><mg=gngcost9

=0 z

(s1n¢901 —~cos 641, )

avec I, = %mR2 (formule de la sphere entiere avec la masse de la demi sphere, voir S4E2)

52
=> avec 49——ﬂ : lmR2a’¢92:EngcoslS'a,’lS' => szgﬁsinﬂ 2)
2 dé 5 8 8 R
135 . V.4 3 [15gR
2) = (1)=> R, =——=mgRsinf@cos@® sannule pour §=— d’ ==
2) (D 17128 g p ) ou VG(z) 6 )
y 2eme phase du mouvement :
C Th. résultante cinétique
CZ—R=_€ . mi, =0 => & = Const = &5 = — ISgR 1)
t
o) X dR - .
—=F| : my-=R,—m
di e ) VG 2 —mg
Conservation de 1’énergie
2
T4V=E,=> I, == MR~ M| 2R | = mpe
5 8 320
1, 1 = 1 . . 1 83
T=—my — I o=—m(x-2+ )+ ——~ mR2p?
2 ¢t ) ’ (%62 + 62 2320 @
V =mgy; =—mg %Rcos(o avec C comme référence
1 1 83 3 1 1 83 3
= —m(x;2+ y,2)+———mR202 —mg —Rcos@ =—m(x;02+ V2 +——mR2 —-mg—R
5 (xX6%+ 62 2320 @ 88 @ ) (60> + Y6o?) 2320 ?y? gS
. 3 . .. . 15¢ . 45
avec y., =— Rsin ¢¢; =0, =0; ¢,2=—= => @?2=0 pour cosp=——
Y 3 PP; Yso P P 3 R @ p o 128
13.Réactions : Réaction en A (X4 Ya), le poids Mg, les réactions 4

aux roues (2N).
Systéme = {Barre } :

.. dR
Théoreme de la résultante cinétique :— = Z .,
dt

A
I
|
|
|
]
|
|

X

(@]

J

3

Vg =V, +@xAG = i1, +§9(c0s6ﬁx +sin 61,

S
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m(k+%écos€—§92 sin&JTx +m(§92 cos&+%ésin9j?y =X,1, +(—mg+YA)Ty
XA=m(jé+§9'cose—§0'25in0J (D)

Y, =m(§92 cos&+§ésin0j+mg 2)

Pour supprimer la variable x de I’équation, il faut trouver une équation supplémentaire (liant X, et x) Nous
avons plusieurs possibilités :

Le théoréme de la résultante sur le chariot

Le théoréme du moment cinétique en A sur la barre

Le théoréme de la résultante sur I’ensemble

Lagrange (qui sera vu dans les prochain TPs)

Le théoreéme de la résultante - Systeme = {Chariot } :
R 7|, ®
mM

dans (1) : X, =m —ﬁ+£écosﬂ—£92sin0 =X, =
M 2 2 M+m

=F,

dt

X

%(écose—éz sin&)

Le théoréme du moment cinétique en A sur la barre - Systeme = {Barre} :

— = 2 . —_—
M, =mAGxv, +1,@= (m%cos 9x+%9} L

Ms iy v, + i
dt G A e,A
2 .
mEsin00i +mEcos 05+ 6 |T = -mZ 6sin 05T, — LsinOmgT, =>i=-—22 5510 o 4
2 2 3 2 2 3cos @ cos@

=>dans (1) 3XA=m{(§cose— 2L )é—%sin&éz——smagJ

3cosd cos @
Le théoréme de la résultante sur I’ensemble - Systeme = {Chariot+Barre} :
F,| =0=>Conservation de la résultante cinétique suivant x
pe

dR

dt

m

£(02 sine—écosﬁ)
m+M 2

=M5€+m(5&+§écos€—§92 sin0)=0 = ¥=

mM
dans 3) : X, =
©) AT m+M

£ fcosf—6*sin @
5 )

mM

" £(6’2 sin6’—écost9)+£écos6—£92 sinf |=
2 2 2 M

=>dans (1) : X, =m
M A (m+M

n %(50050—92 sin 6’)
m

Par Lagrange, on verra que cela revient a ceci - Systeme = { Chariot+Barre} :

A exprimer en fonction de 6, 6 et . Cherchons la relation ¥ = f (6’,6’,5) = équation du mouvement

2 2
T=Tc,mrl-0,+TTige=[lM5c2} +HZ )&2+L—6’2+5CL¢90050 +l£6’2 et V:C—mg£0056’
2 chariot 4 212 2

Tige

4oL oL _y . (M +m)i+"(Leosf—Lsin06*) =0 =rh R| (barre+chariot)
dt dx Ox 2 X

= F=-—1" £(cosé’é —sin@éz) Equation du mouvement 1

M+m\ 2
2

iB_;_B_LZO : £9+EL0039£ +mg£sin¢9=0 =th MA| (barre) Equation du mouvement 2
dt 06 980 3 2 2 z
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1 m  cos’@
+

- L m sin26 .
= = LO—— -
3 M+m 4 AM+m 2

€ +8sino=0
2

=>X =
M am

£(6."0036’—6.’2sin49) et YA=m[£92cos0+£ésin9j+mg
2 2 2

14.1. 2 degré de liberté :

3 coordonnées / solide = 9 coordonnées
- 3 rotule = 3*2 réactions de liaison
- 1 glissiere = 1 réactions de liaison
=2 ddl

2. 2ddl: angle 0, et 0, définis respectivement entre les tiges OA et AB avec I’horizontale
Réaction de liaison en O : Xg et Yg
Réaction de liaison en C : Y¢
Réaction interne en A : X et Yy
Réaction interne en B : Xz et Y

3. Par les théorémes généraux :
S1+S2+S3 : =>3 équations, 5 inconnues
Théoréme du moment cinétique en O sur tout le systéme : 1 équation liant 0, , 6,, et Y¢
Théoreme de la résultante cinétique sur tout le systeme projeté sur x : 1 équation liant 0, , 6,, et Xo
Théoreme de la résultante cinétique sur tout le systeme projeté sur y : 1 équation liant 0, , 6,, Ycet Yo
S1 : =>3 équations, 5 inconnues
Théoréeme du moment cinétique en O sur S1 : 1 équation liant 0, et X, et Y
Théoreme de la résultante cinétique sur S1 projeté sur x : 1 équation liant 0, , X4 et Xo
Théoreme de la résultante cinétique sur S1 projeté sur y : 1 équation liant 0, , Ya et Yo
S1+S2 : =>3 équations, 5 inconnues
Théoréeme du moment cinétique en O sur S1+S2 : 1 équation liant 6, 6,, , Xp et Yp
Théoreme de la résultante cinétique sur S1 projeté sur x : 1 équation liant 8, 8,, Xp et Xo
Théoreme de la résultante cinétique sur S1 projeté sur y : 1 équation liant 0, 6,, Yz et Yo

9 équations, 9 inconnues
4. Théoreme de la résultante cinétique sur tout le systeme:

R= ZE avec R?iszGi

4dR-F

” . avec et la contrainte : Lsin g, + Lsins @, = Lsin 6,
t

F, =R, +R.—3mg
les axes sont fixes : seules les composantes seront dérivées;
Va1 =Vo +6’sz ><0_G1 = %(—Sinﬁﬁx +cos¢91Ty )6’1 avec O_G1 = %(cosﬁlix +sin HlTy)
Tor =T, +6, 1 XAG, = L(—sin 6T, +cos 4T ), +§(00592Ty ~sin,1,)6,
Vos =V —6; L X BGy

= L(—sin&lTx +(:0$91Ty)671 +L(cos€2Ty —sinb’zTX)Q2 +§(—00393Ty +sin93TX)93
=>R(S,+5,+8;)= m[%(—sin 61 +cos€1Ty)91 +%(cos€21‘, —sin@zTX)G'z

L - -\
+—(—cos& 1, +sin&s 1 6.
2( cos6; 1, +sin b, X) 3}
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m|:57L(—Sin91Tx)9.1 +3?L(—Sin921()9.2 +§(+Sin031)0'3:| =X,

m[%“cosﬁl@)él +%(C0592Ty)92 +§(_C0593Ty)93} = Yo +¥c =3mg

Théoréme du moment cinétique en O sur tout le systeme : 1 équation liant 6, et 6, et Y¢
_ = _ mL2 - —
Mg =1 @ =70i L

d —— _ — —_— = —
EMozme,O avecM0=ZM0i ou My =Mg +OG;XR; ou -
i R, = myg
les axes sont fixes : seules les composantes seront dérivées;

M o =ZO_Gi><m§+%><EC

15.

d
ZRX = ZFe,x

Avant le départ des obus Systeme {canon + wagon + obus} Rio=

Théoreme de la résultante cinétique :

—(my +2m, ) vy 1,

Au moment du départ de I’obus : Systéme {canon + wagon + obus }: Ri>0 = =myvl +2m, (v, =)L,

d
—R, =0 => R, =const Reo =R
Il n’y a pas de force extérieure suivant I’axe x => dt : R0 = Rico

2m,v, + (ml + 2mz)vo

—my+2m, (v, —v) = —(m1 +2m2)v0 =vy= =>y= —24,7Tm/ls K

16.

my +2m,
a) Pour le systeme {barge A (MA) + voiture (m) }: Théoreme de la résultante cinétique suivant x :
d
ZRX = ZFELL =0 => R, =Const : (M, +m).0=-M v, +mv avec v=50c0sq—v,, __ Vo= m50cos &
Vrellx v MA +m

entr

Rem : Les forces de frottement de I’eau sont négligées. On considere la variation de résultante cinétique entre
I’instant t1 ou le systeme est immobile et I’instant t2 ou la voiture a atteint la vitesse de 50 km/h (par rapport au
bateau = vrel) a la sortie du tremplin.

b) Pour le systeme {barge B (MB) + voiture (m)}: Etude du mouvement entre t3 (avant que la voiture n’arrive
sur la barge B) et I’arrét de la voiture sur la barge B en t4. Théoreme de la résultante cinétique suivant x :

d
RX=ZFE‘X=O => R, =Const : mv+Mg.0=(Myz+m)vy, avec v=50cosa—v,,

dr
m50cos o{l—MmJ s
+m
=> VxS - - mM cosza carM,=My=M
(M +m) (M +m)
17.En régime, I’angle 0 est constant
Pour le systeme {Triangle+pendule=M+m} : Y
d - = .
[ZR:ZFe]‘:> (M +m)i=F x

)

Pour le systeme {pendule=m} :

d — _
—R= F, = mx=Tsinf et O0=mg—-Tcosf =>x=gtgl
43| ‘ o
X

0 =arctg

1)+ @) => g(M+m)
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On peut aussi utiliser le théoreme du moment cinétique sur le pendule pour calculer la deuxieme équation :

d— — — _
— M, =mygXv,+m, ,

dt avec

v vy

Z =Mg+ mA_GXE =mlcos@x E ol M, =0 car m est une masse ponctuelle.

j—tM_Azmlcost%zznﬁe,A = AGxmg=Imgsin@1, =>%=gtgl

18.Pour le systeme {disque S} :
d= ~% .5 — — = o= s— TS
ER_ZFC ol R=mvc_g =mveeg. =—m(R+101,=> Y F, =—m(R+r)(61,+6"1,)

Pour le systeme { disque S } :

M, =M +mOCxr,

_ — R mr?
MC =IszS lZ ou IZC ZT
— s — — — _— R+4r, —
Og Veegs =—(R+71)0 1, =vees =vy + 0 XAC =—@r 1, =>4 = o1,
r
— mr(R+r) . — . — 3 . —
=M, =¥911+m(1e+r)201z =m(R+r)(7r+Rj0 I

Me o =%M_0= m(R+r)(37r+Rjé 1_Z

On peu aussi utiliser le théoreme du moment cinétique sur le pendule pour calculer la deuxieéme équation :

ZMA =myg XV, + M, 4
avec

Z =M+ mﬁxg =mlcos&x 1_ ol M =0 car m est une masse ponctuelle.

v /vy

;iM_A:mzcoséﬁef=n—qeA =AGxmg =Imgsinf1, =>i=gtgl
” =, 2

19. d - _ _ _
diR: F. =>AR =Y Fdr: m(v—0)= fingt Y 4
t !
1 1 2s i
=> v=fgt et s=— fgt2 (=—vt2) dou = |— i
v=fg s ng ( 57 ) 7o ]

— — 1
Mg=m,, =>AM, z.[rﬁwdt : Emrza):fmgrt

L oM 28 [B5 2 p
r r fg r
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20.1. Deux méthodes sont possibles : théoreme du moment cinétique et la conservation de 1’énergie.
Nous utiliserons la premicre.

Résultante cinétique : R = mvg = ma)rTx

- i
Moment cinétique en G : Mg = I5.0=15,01, => =l;.0=1501,

dt
Moment cinétique en I : 1\_/[1I = I:é.(T)+I$XG_I = (Iéy +mr2)(9']_y (= mEXV, +I:,i.(T) avec v, =0)

Moment des force appliquées au solide : i, ; = (m; +m, ) grj sinerl,

I

_ _ 1 2 T
R - dM! dM? d((IG),+IG),+mlr12+m2r12)91),)
Théoreme du moment cinétique en I : + =

=m
dr dr dt e
my (r2+71,2
1, = 1 (r2+1?) et1l, =120
2
.. )2 my (r2+1,2)+m,r?2 .
org:%%= [1(1 22) 22 +m1r12+m2r12]02=2(m1+m2)grlsina0

. 2 — 2
2gsina 457 Hop apres avoir posé 8 =21 et y=
n 3 y y P2
e Rl e Sl B A 2

nERS =P P =t > 5=% cherchons 7y =r, = f(y*r =1

On trouve donc 2= K6 avec K =

1
148y 2 1+37*2_7*2

3 74 74 - 3 17/*4 1 7*4

- 57 5 2_1 2 R k2L k2

2+ 2 T 2 4 2+5 2 +57 2 4

(1+572—72)(35+ y*t 12y r2— gyt —257*2)= (6+ 7*2—57*2)(3+574 +25y2—y* —272)
(6-(1+0)7)7* =57 +(1-5)(r** =) r'y** =0

[5;’24 —(1—5)44}"2 2 +[(5r22r12 —(1+5)r12)}r2 a4 +[—(1—5)r22r1q = Ar, a4 +Br, #24C=0

—2[(5@242 —(1+5)r12 )}i\/[(é‘rzzrf -(1+ 5);’12 )T —4[5r24 —(1—5);’14][—(1—5);"22;"14]
2|:5r24 —(l—é‘)rlq

Le rapport entre les rayons r, et r,« doit satisfaire cette derniere équation pour que les deux cylindres arrivent
en méme temps en bas.

2
— %2 _
=r, =

3. K= 4gsina
Si le cylindre est homogene, K devient 3 qui est indépendant de la masse du cylindre
21. aM _ _ _ _
& =m,, avec M, =—-P.wl —P_wl -1 0l
dt e, Xz x vz y z Z

d—oz—sza)ziﬁPvza)ZTX avec P_=0
’ v )

2 _3h2
P=0; P = p(—b{sz ;P = p(b)( )

] PV =0,

b2

2
I’),Z(Z) = p(—b)(— 2 j ; Pyz(3) = ,0(—317)(b2j => PM =2pb3

m, , = 2pb3?1,
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22.Les réactions sont définies dans les axes fixes O’ uvw :

FO’ =(UO’,VO’,WO’) et FO** =(0,VO”’,WO"")

d _ —_
—M,, =mvg XV + M o
dt ——

vg=0

M0.=M_O+m0'0>< E =1Xa)1;—PXYa)1_Y
Vg =vo=0

d — = = 27

d—M0, =Iywly —Pyy@ly, — Py, @1,

t

Iy
ly =cosawrl, +sinawrl,,
1

z =—sinwtl, +coswtl,,

My g =0'0xmg +0'0"X Ry = gmgl_v—LWO,.l_v+ LV,.1

w

Axes O’ uvw fixe,

Axes OXYZ lié a la plaque, w=

ol

L,:Iyw=0 L,:Iy0=0
T . 2 . L T 2 . L
1, : =Pyywcoswt + Py, @ sin wt = Emg —LW,. => @ constant :1, : Py, @” sinwt = Emg LWy (D)
: : —Pyy @sin @f — Pyy @° cOs 0 = LV, : i —Pyy @* cos @t = LV
d — J— J—
—R=) F, o v5=0
dt Z e G
Uy =0 2
Py,
. Pou i Vor XY= _cosawr
1,:Uy, =0 Vo =" cosmt et X
— Py .
1, :Vy +Vp =0 ) ) Wy =8 _ZX'T Gin g
— w. =m8 Pyor . 2
1, : Wy + Wy —mg =0 o=, T smax
MH+2) =>
23, 4 1S5m [ 15Sm Systeme {Porte (m1)} : Théoreme de la résultante
A B — d _
1.5m T ZR =ZF6 => mlx=F
~~~~~~ > cinétique suivant x : * x
Im > e
’ N ()
Il 4 Systeme {Contrepoids (m2)} : Théoreme de la
m [a résultante cinétique suivant y :
Y’ 4R = myj=—F+m
d 2Y 28

@H+®?

SR
Yy

=> (m1+m2)a=m2g avec X=y=a

Y 2
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Systeme {(m1+m2)} : Théoreme de la résultante cinétique

—R =mX= ZF
y

R zmzjc':ZF‘e

y

=> Pas intéressant.
Systeme {Porte (m1)} :

(Xo)

(RAv Ry, mg, ng’Yo)

=> 0=-R

A~ Rp+mg

Y
,

Théoreme de la résultante cinétique suivant y 3)
Théoréme du moment cinétique en G : (en un autre point P, le terme
d

v
G”"P ne sera pas nul)

—M;=mvgxXvs+ Y m,; =>0=R,.,5—-Ry.1,5+F.1 car @=0
e 6 *VG z e.G A B

C))
—T+?=mlg(%j=2354,4N et R, =2060,1 N
G)+@):

Remarque : Nous pouvons dire que la force de tension dans le cable est la méme de part et d’autre de la poulie
car la poulie est sans masse. Cela se vérifie en appliquant le théoreme du moment cinétique sur la poulie seule

P =m,, avec M0=Mp+ﬁ><§
” .

/3 z—RwI—Ra)I+I oL, avec =61 et P..=P, . =0carz'=0
—_— 2 J—
>Mr="E 61 et K= 496 _

_ _ _ 2
mgég,; OP=-b1. => Mo =mL

dﬁo b

oMo mTLézL =cR, 1, —cRy 1, >m—92(00391}—s1n01)—cRBAI‘—cR 1

=> Rszml;—Lézcose et R, —m2—0231n9—>R —mz—gz(c039k+sm0])) avec R, —mb—L92
c c

24.P l'intersection de la barre uniforme avec I’axe AB : Px’y’z’ =repere lié a la barre avec x’ suivant la barre
dMo

Systeme {masse (m)} : Théoréme de la résultante cinétique suivant 1r
d - =1 _ .\
ER_ZFC = m(r—r9 )— —k(r—ry) ) +mgcos 6
b —k((L—r)—(L—rO))(— L) (1)
Systeme {Tige (M) + masse (m)} : Théoreme du moment cinétique en O
d JE—

S M, =mv.xv
di o " Yo

Vo X i, ot My =My +Mg g,
:O

- MI* . —
Moy ==—0T, et

Z

_ o J— — oa =
Mpiy= Mg +0GxXmvg =mr-6 1
=0 masse
ponctuelle

2
= (T—i— mrzjﬁ +m2rrf = —%sin OMg —mgrsin@

2. Systeme {Tige (M)} : Théoréme du moment cinétique en O

2

d— ML .
—M, =mv; Xv, + m
i G :00 Z e, 0 =

. —6@+>-sinf
2smé’Mg rN N = ML
3)=>
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OU Systeme {masse (m)} : Théoreme de la résultante cinétique suivant 10 :
2
. . . ) ML 9+£sin OMg
= m(r0+2r'¢9) =N-mgsind=>N = m(r¢9+2r't9)+mgsin0 =- 3 2
N ) r
ly

4R-NF
dt

Systeme {systeme complet (4m)} : Théoreme du moment cinétique en O :

d — _ — _ = . — B — . — .- -
—My =mvgxvg +Y ot 0=01, etMy=10T1-P,61,-P61,

D i, o= OEX(Y; +Z;)+0G, xmg +0G, xmg +0G; xmg +0G , xmg

Dans le systeme d’axe Oxyz lié au solide :
0OG, (%,0,0); oG, (L,O,%j; 0OG;, (L,%,Lj; oG, (L+§,L,Lj;

mg = —mgTZ =-mg (sin QT}, +cos QTZ )

2 2 2 2
Ix=9+%+m(£j +£+m“§} +L21+0+m[L2+L2J=1—31mL2
-t

o 1 2 12
Nl St
AB P / CD
P, = mLormroemr Lem3E L —omr? et P = mEormrErmrrem3L L =3mr
2 AB 2 2 ) BC
— —_— — ——
OA BC CD OA AB CD
1 5. 5 3
—mL 0 =—=mLg sin@ ——mLg cos@ 1
3 5 mkg 5 mLks M
2mI*6 +3mL*0* = 2LZ, +4mLgcos®  (2)
—3mI*6 —2mI*6* = 2LY, —4mLg sin 6 3)
=>
1) : 92:%%(5(—0059+1)—3(Sin9—0)):%%(—3Sin0—5cos0+5) @)

D+Q2)+) : Zg =%(425in0+800050—45)

D+3)+@) : Y =%(795in0+870050—60)

o Zﬁe =il—1: =0carR=0| et 2"_%,0 = dl;/lto car O est un point fixe
mH? B
12 ) wsin 6 5 5
Mo=| 0 mll; | @coso | = pysin 01y + mB cos o1,
o o -[\0
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Dans les axes OXYZ liés a la plaque

v 2 2 T 2 2
dMo _ mH —— wsin Hdlx mB a)cosﬁﬂ=ﬂa)sin9(—a)cos012)+m3 a)cos@(+a)sin012)
dt 12 dt 12 dt 12 2

_ mH22, mBzz. T _m 5 . 2 2\7 _ —
—[— 4 W sin26 + 7 " sin 26 12—560 sm29(B -H )12—2”%,0

Ou directement dans les Oxyz tournant avec la plaque :

- R )0 1, =cos @1, —sin b1, H?2 B2
Mo=|- I, -|o|=-PoL+lol e > — * Yoo =2 =2
(‘) 0 ’ T 1, =sin 61y +cosfl, 12 12
.2 2 . .2 mH2 2 m82
1y ptague =8I0 O1y +cos™ 01y —2sinfcos OPy, =sin” & +cos 07
mB> _mH” |sin26
P, =sinfcos@(Iy -1y )= -
xy, plaque ( Y X) [ 12 12 J 2

_ 2 2 o _ 2
MO:—[mB _mH jsmzzea)lx+[sin29mg

2 v 2 2 .
+cos gmB a)Ty - dMo _ mB~  mH" |sin26 szz
12 12 '

12 12 2

2. Dans les axes Oxyz.

_ dM s v — —
Zme,(): dtO car O est un point fixe| avec Mo =-P, 0l +1 0l

PI(X,,d); P2(~X,.d)

mH* mB* pirr4 p '
L= 1, e =1y =1y 0 = sin” 6—— 5 eos 20— 5 [ 1 +prr’ X, |- +prriX,?
mB*  mH? |sin26 ) )
nyzliﬁv,plaque_ﬂy,rl_ij,rZ:( 12 - 12 J ) _(0+pﬂ'r de)_(0+p”r XZd)

JR— p— 2 p—
Mo :(_%(32 —H?)sin 20+ pzr® (X, +X2)dja)lx +[$(H2 sin® 0+ B” cos” ) - prr” [’2+X12 + Xf]]wly
A T'équilibre statique et dynamique :

D iy g, =0\ => —(=pmr?gX, )~ prr?eX, ) = 0=> X, = X, [// Y Fo =”;f=0]

De plus,

D i, o= dMO 0=(_Z(Bz—Hz)sin20+p7zr2(Xl+X2)d]wddix

=>—[—%(B2 —Hz)sin26+p7rr2(X1 +X2)djw2£ =0
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_ Ix @,
MA = Aa_): _Rcy 0 :Ixa)x lx _waxT\ _Rczwaz
_P 0

Ix,tatal = IxG,O _(Ix,l +Ix,2 +Ix,3 +Ix,4 +Ix,5 +Ix,6)

Avec|P,, = nyo —(nyl + nyz + ny3 +P,, +ny5 +ny6)

P =0
12
I. o=0Ll—
¢ 12
R? R?
IxG,l = O'][RZT => Ix,l = 0'7[R2(7+612)

d2d2 " az
1 =1 =0d?>—=>1_,=1_,=0d¥(—+a
Xg,2 Xg.3 12 x,2 x,3 (12 )

dz dz

I, ,=1,,=0d*—(cos?45°+sin%45) = 0d?—

G ’ 12 12
ornr?r?

Ix,5+IX,6:2 2 Z

et

Py =Py —( Py + Py + Py +Py + Py + Py )
L e L
0-%€ab  0-ca* O+oa* O 0-%ac 0-"Fac

P :"”—R2ab+"”—’zacz%(bR2 +er?)

xy 2 2
2.
am _
TA = (7).

S~ .= Loo— L. -
= P, (-i, 1, +w§12)=51v,,y L= N,

_ d)xO'ﬂ'a(bR2 +cr?)

= " L
a)fO'ﬂ'a(sz + cr2)
Np z—f
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Lagrange

Formulaire

Lagrangien : avec T = Z(%mivq 2 +%CT)I.7G’_(T)J

n coordonnée de Lagrange => n équation de Lagrange (i =1,....,n)

o, zth'aﬂ avec Or, 22%5%

T 94, ;
Equation de Lagrange : %g_qu - g_;: =Q,| avec O, = Q; Force ne dérivant pas diun potentiel) T @i(Force dérivant dun potentlel
Pour les forces dérivent d'un potentiel : 07 = -0V
= 3 Fd% = L 5 5= Y 060, =- Y5 0, => 0 =5

o 1%

=>ia_T_a_T:Q:*_a_V=> d a_T_a_V _aT+aV—Q; => ia_L_a_Lle*

dtdg, dq, ' Oq, dt|dg 04 | Oq g dt 94, 9g,
—
=0
Si toutes les forces dérivent d'un potentiel :
_ddr 3T _ ov_ d|dr v | or ov_, [ddL oL
dt 9q; 9q; 9g; dt| 94, if]_’a dq; 0g; dt 94, 9q;
=0
omx omx omx dmx dmxdt X
Rem: —=m; —=0; =0; = —=m=
ox ox ox dx dt dx x
1. Les réponses correctes sont :
la(T=T;+T),) 4.a (T+V=E, est une intégrale premicre)
l.e (T = T;+ T, avec les T; calculés au point O) 4.c (c’est une intégrale premiere)
2.b 4.d (c’est la condition pour avoir 4.c)
3.bet3.e 5.b (ssi toutes les forces dérivent d’un potentiel) et 5.e

2. 3 degrés de liberté (les coordonnées de Lagrange : x, y, 6)

B
Dans un plan horizontal (V=0) : formule de I’énergie cinétique G(x,y) 5
appliquée a un solide. N

Rem :
omx omx omx dmx dmx dt X
ox ox ox dx dt dx x
) | _= om((axV (V) 1[0 0
LZTZ[MVGZ+—CT).TG.(TJJ —=m (—xj +[—y] +—@.|0 . 0 0
2 2 wie 2 \\ar) \ar) |72
0 0 I.(A)+I.(B)

2 ., 2
:m()'c2+y2)+%02 avec IZ(A):IZ.(A)+md2=le (z' passant par A).
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Or le moment d'inertie d'un point (masse ponctuelle) est nul, donc il ne reste que le terme de Steiner md? :

d oL JL . . .
X Ea—gz = =0 => x:x0:>x=x0t+x0
CdaL AL ) - .
y: Eg_gzo => y=0 => y=y,=>y=yt+y
:%%—3—2:0 => 0:0 => 9:0-()=>9=90t+9()

L’énergie cinétique peut aussi se trouver par la formule ci-dessous pour un systeme de points, en exprimant

les coordonnées des deux points et en les dérivant.

b. 4 degrés de liberté (les coordonnées de Lagrange : x, y, 6, 7))
Dans un plan horizontal : Energie cinétique appliquée a un systéme de
points.

2 2 2 2
2 o2\ ar dt 2\ dr dt

A(xg —%cos 0;y¢ —%sin 6) et B(xg +gcos 6;y¢ +%sin )

avec

VA(X—%COSH+%sin99;y—%sine—gcosﬁé) et VB(X+%COSH—Qsin€9;

_k

L=m(2+ y'2)+%(772+77292) : (n-1)°

x: X=0 = x=xt+x,
y: ¥y=0=> y=yi+y,
=>160: ——(n20)=0 =>n?0+2n6=0 et —n?6=C
S (70) 726+ 21} 0
. 2
n: i ek (n-1)=0 = "5i- 2 sk(p-1)=0
20 2 20 mp?
La 4ieme équation peut aussi s’obtenir avec le théoreme de la conservation de
T:m(2xx+2yy)+z(27777+2777702+277200)+k(77—l)77=0
t

2
m .. C
=—7f-mn2| — | +k(n-1)=0
>277 mi] (mm} (n-1)
ml?

d. Dans le plan vertical, on doit rajouter le terme du potentiel dans le Lagrangien

y+ﬁsin0+ﬁcos€9)
2 2

I’énergie : T+V=E,

. . 1 : .
Sion aune tige de longueurl: L=T = %(xG 2+ y;D)+ 5302 => Mouvement inchangé.

2

. 2. ) . 2
L=m(x2+y2)+m792—2mgy y:y=—g = y=—gt+y, =>y=_85+)’0t+)’0

avec

3. Condition de roulement sans glissement :
X=R@ : z=R¢, ; x=rf=2 (1)
5 parametres de positions :

4 équations liant ces parametres dépendants z
=> 1 ddl = 1 coordonnée généralisée

X
60° 30

o

g

N
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Toutes les forces dérivent d'un potentiel :

dt ox ax

2 2 2
T= Z( myg ?+— a)IG j—(%ﬁ+%¢f]+(%z’z+%¢§]+(o+%éq

R? 2 R? 2 2 .2
7= M X W T X oM * =E ml+m2+ﬂ 2
2 4 R? 2 4 R? 4 52 4 3

avec
. . . 1
V =m, gxsin 60+ m, g (Lsin 60— zsin30) = mlng—m2g5x+Const (réf=Sol)
C =Z lz()gg_éeLu;fi)u cable
3 m) . \/§m1 my
=>=Z m1+m2+? x2—gx T > + Const

Bm,  m, (mz —\/gml)
2 ===
2 2 (3m1 +3m, + m)
OU par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. 5 coordonnées généralisées et 1 ddl.

d[ oL a9,
) a-s

aqj aqj

%(3m1 +3m, +m))'é+g(

Toutes les forces dérivent d'un potentiel :

avec |V =m, gxsin60+m,g (Lsin60— zsin30)+ Const = mgx 5
z=C—(L-x)

4 4

4 Contraintes : ¥ = Ry => 4 (5x— R3¢, =0); 2 = Rp, => A, (62— RSp, =0);
:=rf=>1,(5z-rd0=0)

=> 5 coordonnées généralisées => 5 Equations de Lagrange

2 2
T= z( R o J ("; +_m1f @2]{_";22 R ¢2] [ 2 ez]
3 1 p
——m2g5x+C0nst (Réf=Sol)

. R . . R . 2 1
=>=%x2+mlT¢12+%zz+m2_%2+ﬂ62—mlgx€+m2g5z+Const

x=r@=> 1 (5x—ré0=0);

d oL dL 00  mR* .
- = = A—t. 1= _p=-R 1
e R Zi:’aq;l oy A="RA M
d oL oL 9¢ . mR’ . A==
ddL _JL =R, 2
i dp, 99, Z g, 2 HTTRAED R
@): 4 =22,
4L o Z%-M’ ¥ =A+4 3)=> 2
dt ox ox dx . x/gml mR ..
J oL aL (3)+(1):m1x+gT:_T¢l +13
R R RPLLE R A%
dt 0z Z 2 (4)+(2):m2X—g%=—M¢2
d oL aL mr?
(1,2,3),@)->() : %é?mﬁ—g@—%’e@—%ﬂg%—%%

_g\/gml

=> mré + 2m X +mRP +2myx+myRP, = gm,

Si on fait les remplacements en fonction de x, grace aux 4 equations de contraintes, on obtient :

=(m2 _\/gml)g

mxX+2m X +mX+2my X +m,X = gm, —g\/gm1 =>|(3m, +3m, +m) ¥
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4.
0 > 1{8_LJ_8_L_0
dt\ 9q; ) 9q;
yz 5=(6+9)T ; 0G =xT, +KT, = 7, =(i-RO)T, +4T
=(0+¢)L : 0G=x1, +RI, => v;=(i-RO)T, +x61,
X
o (0] 4 = 2 . 2. 2
\ Y1 Tzlmvé+l(7).lc.67)=lm( )%—RQ) +x292)+lmR (9+¢)
G 2 2 2 2 2
V =—mg(xcos6—Rsin6)
P m
v

Xo X1

Condition de roulement sans glissement : Vpecoge = Vpedisque = m

Vpecorde = x6 ly1

e o VQedisque - d(x]Xl +1;1"1 +Rly2) :().C_Ré)T?ﬁ +ngyl _R(é"'(pﬁ‘z qu:nd (X+R¢)T?ﬁ +x0’IVI
Q=P

) . 2. 1V
=[L=T-V] = %m((x—Re)2+x292)+%ﬂ(9—%j +mg (xcos6— Rsin 6)

i=Rp 2

x:m()'é—Ré)

_mR 6-> —mxéz:mg0050:>éjé—éRé—x92:gcose (:thk| +thA7IG| )
2 R 2 2 X x

2
9:m(x2é+2xk9—R(jE—Ré))+%(9—EJ = —mgxsin @ —mgR cos 6 => x6+ 230 — RO* = —gsin 6

(:th 1?|y)

Condition initiale pour que la corde reste verticale :

0(0)=0 et H(0)=0 => x%g

5. Les axes centraux principaux : // 2 AEn{ en G. Les produits d’inertie sont tous nuls.

mR? mR?2  mh?
Ieg =_2 s dgg =1y =

N L1 hY
a)=07(1§G+1§G); VGZ:Z2+E(R+EJ 62

4
2 . 2 . 2 2 .
=" 2 Y gl | L MR Ly (B2 ML o) v —mgzeC
2 2 2 20 2 2 4 12 )2
mi? . . . .
T =——6? avec ! constante =>on a une rotation uniforme =, + gyt
A fixe :
m . 2.
L=T-V|=—224+m—6?—mgz
a) A mobile 2 2 (2 degrés de liberté)

. 2, . 5
z: z+g:0:>z=—g5+zot+zo et : 6=0

=6= 90t +6, (g—z =0= g—g = constante => intégrale premiére]

T+V=E, est une deuxieme intégrale premiere.
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6. Coordonnées généralisées : A R
u : détermine la position du centre de masse de la planche (S3) I X /\ \ A
(suivant x) !
@ : détermine la rotation des deux rouleaux (S; et S,) Z = ]
il n’y a pas de glissement entre les rouleaux et la planche donc u R 6
on peut écrire ¢ en fonction de u. | ; h J 750 |
Vieq, =T@L =Vviep =ul, =>@=ulr $c, B &G

6 : détermine la rotation du demi-disque autour de A. (S,)
x : détermine la position de A (suivant x)

=> il n’y a pas de glissement entre le demi-disque et la planche donc on peut écrire x en fonction de u.

Vies, Sl =Vyes, =Va + @5, X AJ = X1, ~RO1, =>
Degré de liberté = 2 .Les parametres u et 6 détermine entierement la position du demi-disque.

Calculons les équations du mouvement par Lagrange.
Considérons le systeme complet = {2 rouleaux (m) + planche (m) + demi-disque (M)}

|T=Tsl +T +T5 +T, |

- = _ 1 mr? , 1 mi® —

T, =50, A¢, @ =, =T (avec v, =0);
1_ = mii® _

=TSl ZEwSZ .IC2 wSZ:ET; (avec ve, =0);

1 s 1 = _ 1 ., —
T =Emvb,+5a)s3 Ap.0 =Emu (avec @, =0)

Ty, =%mv(2;+%(os476.67)54 avec 1JG =(-asin@)1, +(R—acosd)1,

Vg =V; +cT)S4 xE:(ﬁHRé—acos&é)L +(asin9(9)Ty

ou Vg =V, + g, xA_Gz)'ch +9asin49Ty —acosél,

. . . . . 2
=Ty, = %(u2 +R*6% +a°6% +2R6ii— 2a cos 661 — 2a cos 9R92)+%(%—Ma2j 6

|V =Vy +Vs +Vg +Vg, |

Vs, =Vs, =05 Vg =rmg

=V =C—-aMgcos8
Vs, =(R—acos0) Mg

- =%(2m+M)122 +%3TMR292+MR9ﬂ—MacosH€ﬁ—Macos€R92+aMgcost9
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d oL JL
Toutes les forces dérivent d'un potentiel —> —_—— =

dt 06 96

d ( 312‘/1 R%6 + MRii — Ma cos 61 — 2Ma cos HRQJ
— Masin 861 — Masin ORE* + aMgsin8 =0

dt
(STMRz —2Macost9Rjé+2Masin0R92 +M (R—-acos 0)ii + Masin 00

—/]ldezf'sifé’%—Masin6’R6"2 +aMgsin@=0

MR[STR—ZacosﬁjtéHM(R—acos&)ii+MRasin6’92 +aMgsin@=0

d oL oL d((2m+M)d+MR9—Macos96")
=0

dtoi ou dt
|(2m+M)i4'+M(R—acost9)t§+Masin992 =0|

Intégrales premieres :

: %(2m+M)ﬂ2+%3TMR2€'2+MR912—Macos€€ﬁ—Macost9R92+C—aMgcos€=E0
a—L=O => ia—lf=0 =>a—IT=Consz: (2m+M)L'¢+M(R—acos@)ézConsl
Ju dr du Jit
7.1 m=m;—m, =15p7R?
16
= m —Em; m, =
— m.0—my.(
|G
my —ny

T=T —T, o T =M+ Mv, (@x1G)+ LY oI, &= la‘)f R
2 2 2 2
2

=>T=l(1 -1, Jo? = L1 o =mR 1624———16s1n0

2 Vi Vi, 2 i 30

2

my (4R R? 2
I, = 1(2 ) +m1(4R)2_{m2 +m2((4R+2Rsin0) +(2Rcos8) )] ’"11; (1624—%—16sm9j

2
L="R (16.24—ﬂ—16sin9]9'2+mg3Rsin9

0 2 15

2 2
AL MR 62a—H 1666 |64 R 16c056.6% —mg—Reosd =0
dr 36 06 15 2 15 15
2. 2 )
T+v="R [1624-21 _165in0|6? - mg - Rsin® = Const
. L 30 2 15
Intégrale premiere :
3. mR> 73) . 2 : 8 8

T+V T+V = 0=—|1624——|0*>-mg—=R = 6% = 8 __°8
VDo =7V Do 30( 2) 15 mx T (3224-73)R 695R

AN:R=0,075m=>w=1,227s""
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8. 1 Systeme {Tige (M) + masse (m)} : Théoréme de Lagrange :
T=T,+T) ob T =M+ My, (@%0G)+ 1a7 o-Lal,m- LML
= — ) =—. = — [
M m =5 Mo Vo- ;Yo 5 @lo 2 3
1 1 I 5 m(.o, o2
T, _Eva+M— (a)xGG)+ 2(010 Eva_E(r +r°6 )
—_——
I;=0 (masse
ponctuelle)
mi.» 242 1ML2 ) L k 2
T=—|(r"+r@ |+——0~ et V=—Mg—cos@—mgrcos@+—(r—r
2 253 2 8 y(r=n)
L=— (r + 262) 1ML == +Mg—cos¢9+mgrcos(9——(r—r0)2
Systeme avec 2 ddl : .
ret @ ia—lf—a—Lz => mf—mrﬁz—mgcos€+k(r—r0)=0 @
: dt or or
2
ia—L—a—L =0 => mr2d+m2rie+ ML ¢9+Mg£sin€+mgrsin0=0 )
dt 96 080 2
Systeme {Tige (M)} : (m est au point P)
1 ML? ., a(p,, 9P L .
=———60" et =N.—/——+Mg. =rN—-Mg—sin8
2 3 Q=N 26 82
— - — - = 8_ 00 - — 00, — 17 -
N=nNT, et 0P=r1; 50P =225, +2%" 59=6/T +ro61, => ﬁ:lr et 2P,
or 20 20
_ — — 3 Y _ _
ouqyMg =Mgl, et OG—L(00501 +s1n(91) S0P = 145 or+—= 145 00 =— ( sin€1X+cosb71,)§€
2 Jar 00 Y
09, 0p; L, . — -
= —~=0 —~ =—|(-sinf1, +cosf1,
or 00 2( * ))
d oT dT ML L
L'équation de Lagrange ———— = “——f=rN-"sinM
= gL 36 a0 3 2 8
£9.+§sint9
N=ML3 2
=> r Cette méthode est beaucoup plus lourde que les théoremes généraux. Il est
préférable d’utiliser les théoremes généraux pour trouver les réactions de liaison

9. 2 degrés de lib

erté (x, @) => 2 coordonnées de Lagrange => 2 équations de mouvement

Toutes les forces dérivent d’un potentiel => Formule avec le Lagrangien et Q;=0

Axes centrés e
suivant y.

1 . —
T =T, +T, avec Ty =5Mv§ + M7, (DX AG )+

n A : z = verticale descendante, x = horizontale dirigée de B vers C => vitesse angulaire positive

1= _ 1 . .
Ea).IA.a) = EMXZ car le triangle ne tourne pas.

=0 (w=0)

. . 1 1 _= _
Pour le point matériel de masse m : T,, = —mvé + —wl;.0

=0 (point_
matériel, I; =0)

Vp =\7A+E)Xﬁ=(}%+£900s6’)£—£9sin6i =T, =%m(}b2+fzéz+2£9kcos¢9)

V=-mglcos@ => L=T-V = %M}kz +%m(§c2 +0%6° +2£9kcos€)+mg£cos€

ia—L—a—L :a—L=O => 4 oL =0=> a—l_‘=A est une intégrale premiere : M)'c+m(5c+€c05¢99)=
dt ox ox ox dr ox ox
d oL dL
130 06

=0 : €é+5c'cos¢9+gsin¢9=0 (ou directement avec T +V = E;;)
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10.Systeme a un seul degré de liberté (€)=> 1 coordonnée de Lagrange => 1 équation de mouvement
Toutes les forces dérivent d’un potentiel mais avec un couple extérieur => Formule avec le Lagrangien et Q*;

Vg = LHTH 3Vp = LHTH =>Vp =V, =V; => Le solide 2 est en translation curviligne : @, =0

1 1_= _ M 1_ = _
T=ZZigeABZ.(EvaI2+Ea)1.IGI.a)lj+(7v622+5a)2.162.a)zj

2 2 2
. . 2 . .
T2l LalLg) 1ML 5o |, M(Lg) L2 o M s
2 (2 2 12 2 2 3 2
L L
V=—mg;cosé’—mgacosé’—Mchose=—(m+M)chost9

2
L=T-V =%m%92 +%L202+(m+M)chose

Le travail du couple C : 57=C6¢

e o7 (Force ne dérivant pas d'un potentiel)=0,00 => |————= avec Q, =C
( p p )=0p YT R Oy

212 .. 5 )
=>mT€+ML€+(m+M)gLs1n0=C

d oT OT « oV
e o7 (Toutes les forces)=0,00 => |———-——= avec Q=0 ———=C—(m+M ) gLsin @
( )=0o 796 a0 2| Q= Q5= Cm(meM)e

2% .. 5 ]

=>mTt9+ML¢9=C—(m+M)gLsm¢9

2 degrés de liberté (r, ) => 2 coordonnées de Lagrange => 2 équations de
mouvement

Toutes les forces dérivent d’un potentiel => Formule avec le Lagrangien et Q;=0.

Systeme {Tige (M) + masse (m)} : Théoreme de Lagrange. Dans les axes polaires r €

1 2 = 1= _ _ 5
Ty, =—Mv, +Mv, |oxXOG|+—wl,0=—0wl,0=—"7—26
20 "( ) P R

O fixe

T=T,+T, ou 1, 1_= 1
T, =—mvg+ —0l;.0 =—
"M e 2
15=0 (masse
ponctuelle, 7;=0)
2
1ﬂ92 et V=—Mg%cos&—mgrcoséwg(r—rO)2

:>T:%(i2+r292)+

mi(.» 242 1 ML2 ) L k 2
=L=—|\r"+r6@ |+———60"+Mg—cos@+mgrcosf@ ——(r—r,
2( ) 2 3 8 2 8 2( o)
d oL OJL .. >
——————=0": —mré° — O+k(r—-r)=0
o o mr —mr mg cos (r ro) (€))]
2
i%_&izo : mr2¢9+m2rr'6’+£6’+Mg£sin9+mgrsin¢9=O 2)
dt 06 06 3 2
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2. Systeme {Tige (M)} : (m est au point P) Théoréme de Lagrange

2
Tzlﬂé2 et V=—Mg£cost9
2 3 2
9Py 99 L.
* |0, =N Mg —C|=—rN - Mg =sin@
Q=N gg |~ T HE
v T PP T. sop 99 99, T - 9P _ T o 9P _,7
N=-Nl, et OP=rl; 6OP="L6r+ZL60=5r1 +ro0l, = —L = —F —
be T or 0 rharofly = ket 5y =

ol Mg =Mgl_ et %—L(cosel +sm6’1,), 5%28&6”_8&59:_( sin@1 +cos@1, )59
2 Y ar 06 2

= 996 =0 et a&:ﬁ(—sin&i +cos¢9T)
or 26 2 ’

BV — 09, dV L .
° = =N.———=-rN—-Mg—siné
Qy = QH 99 00 4 2
L, g.
2 —@+>sinf
da—T aT—Q9 => ML ¢9=—rN—£sin6’Mg =>N=-ML
dt 90 08 3 2 r
L'équation de ] o o
OU en utilisant directement ce qui a été calculé précédemment :
Lagrange 5 5 5
i—L— L_ ; avec L—lM—6’2+Mg—cos6’ —>£¢9+£sm6’Mg—— rN
dt 96 06 2 2 3 2

11 est préférable d’utiliser les théorémes généraux pour trouver les réactions de liaison (voir TP 8)

12.1 degré de liberté (6) => 1 coordonnées de Lagrange => 1 équations de mouvement
Il y a une force extérieure ne dérivant pas d’un potentiel => Formule avec le Lagrangien et Q*;.

Axes : Axyz avec x dans le sens de F et z est la verticale ascendante. o=l
d oL JL *
=0,
dt 96 96

Il y a roulement sans glissement en O (VO = O) Vg =X

1 1 _= _
L=T-V avec V =Const et T=Emvé + 2(01 0=
Avec O' l'origine du repere O 'xy

} 3G, =37, .
ngtha—eh: .a—eA:QHZ(R—r)F

Les axes x'y' sont les axes lié a la poulie et qui coincide avec xy a l'instant étudié.

e pour un petit déplacement 86, ona O'A = x1_— RT},, => 50A = Sxl - Ré‘Tyv =6x1, + RO,
. — Y
Oronavuque x=-rf donc dx=-ré@ =>50'A=(R-r)d61, = %5&

® le déplacement peut aussi se calculer a partir de O qui a une vitesse nulle :

OA=—(R-r)T,=>50A=(R —r)69§,=aa‘2 50
d aL aL * 2 2\ 4 o~ F(R_r)
—_————= : +i“)0=(R-r)F = 0=————
dt 96 06 Qo m(r l") (R=r)F = m(r2+izz)
Fr(R—r)

La poulie va reculer avec une accélération : x = S
(r +i )
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13. = -0
o(cercle)=¢-0 .. dsfini la vitesse angulaire relative du cercle 0 et

Le seul degré de liberté est 6 (P=r6/R).

¢ défini la vitesse angulaire d'entrainement du cercle
; mr?

Yo =R—(R-r)cos@; v.2=(R—r)¢? 125:7 ; V=-mg(R—-r)cos¢
L mr2
2 2
T+V=E, est une intégrale premicre.

T=%((R—r)2 ¢52)+ (¢—9)2 =%m(R—r)2 ¢2 ; L=T-V =%m(R—r)2 ¢2+mg(R—r)cos¢

dL 3 . dL . 3 - .
—=—m(R-r)2p ; —=— R—-r)sing => —(R- +gsing=0
29 2m( ¢ 29 mg(R—r)sin¢ 2( r@+gsing
qf).+a)2¢=0 avec @?= 28
Pour de petits mouvements : 3R-1) = oscillateur harmonique

14.Le seul degré de liberté est 6. O est un point fixe du
solide. I, est le moment d’inertie du cone par rapport a
la génératrice de contact g. ® = la vitesse instantanée
de rotation.
Dans le plan de symétrie du cOne passant par g, on a :

OA=lcos ; 5Z:lcoszai+lcosasinai, L D=

Vv, =V, +AOx®=lwcosasinal,

— — => w=écotg0{
v, =A0'01 =lcos?ab],

3MR? 3MR?  3Mh?
= ] = + R

I. i 1
10" 20 5

I, = j(y2+ z2)dm :J((x'sin a—y'cosa)?+z2)dm :j(x‘Zsin2a+ y'2cos?2a —2x"y'cosasin & + (cos 2a + sin 2ar) z2)dm
2 3MR* | R [3MR2 N 3Mh2J 3MR?

= (R2+61?)
210 2 20 5 ) 20(R*+h?)

=cos?al . —2cosasinaP,  +sin?al . =

avec R=Isina; h=Icosax => I, =32—Agsin2al2(1+50032a)

V =-Mgz, =-Mg %lcos 2gcos@sin fB; T = %32—1‘512 sin 2¢ cotg20/62(1+ 5 cos 2ax)
d oL dL »

L=T-V => ————=0 =>I[(14+5co0s?a)f +5g sinf sin f =0
o6 90 ( 0+38 d

Intégrale premicre : T+V = E, => I(1+5cos2a)82—10g cos@sin B =—10g cos 6, sin 3
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Effet gyroscopique

Formulaire

Couple gyroscopique : C . = rQOxa

R . dMg _ =
=> Théoréme du moment cinétique en G : TG =m,;+C,
" X

1. _
AR T L AR
IC S
—>
® M -

M =TQw ou T =mR?=40kgm?% Q=523,65"; 0= % =0,032125 5~

=> M = 672,8 Nm tend a faire descendre 1’avant du bateau.

0,6R, +672,8—0,9R; =0 R 5437 et R. = 4372 672,8 Nm

= = (&) =
R, +R, =9810 A B 1000 kg,
La réaction en B est plus élevée que si le rotor était a 1’arrét. TR 600 900 RBT
A

2. L’axe OA subit un moment de torsion de 72w ou =2,97
kgm?; 2=148,15s"; = 0,5s" =>C =220 Nm

Gyrostat : LOx® Vue de haut Vue de derriere

les roues droites de la voiture ont tendance
a décoller.

Q ()
& Q
QX0
— ®
4. a. Vue de derriere Vue de haut Si le cycliste se penche vers la droite, la force de pesanteur
génére un moment qui a tendance a faire basculer le cycliste.
FQX(’Z\ FOxo Pour ne pas tomber, il doit générer un moment opposé qui le
N ramene en position verticale. En tournant son guidon vers la

i , droite (du coté ou il penche), il crée un effet gyroscopique qui

0] A .. .
/ " le ramene dans sa position verticale.
~«
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b. Roue = 60 cm de diametre ; Pour retrouver 1'équilibre :
1'=0,6.(0,3)? d — -
v=QR => 8=0Q0,3 => Q=8/0,3 rad/s g Me = mec+ QX

M, c = CGxmg =0,03.80.9.81 = 0=0,03.80.9,81-0,6.(0, 3)2%50

rﬁx5)=o,6.(o,3)ziw
0,3

]

@=16,35 rad/s

. Gyrostat . FSTZXKT) Vue de haut Vue de derriére

Le bus aura tendance a basculer vers la Co=182xts

droite. | | | /—" Co=T2xw
)
Q@

ey TR

. d - = _ _ = _

—M,=> m,,+IQX® avec @constant =>0= » m,, +[ QX @

dt o Z e,0 Z e,0

1. A léquilibre (@=0, Q=0): 0=)_ini, o => ¥ iy o =l o (my) + 7, o (M) = 0,18.m, g1, +C,1,=0
avec C, = couple qui équilibre le moment généré par la masse A => fe =-0,18.m Ang

2. Pendant le mouvement : 0=m, o (my) +m, o(M)+ roOxa
0=bm,gT, —0,18m,gT,—(2,2. 0,062).[%.%}.(0,2)1

=>b-0,18=0,0364 => b=0,216m

v Vue de haut.
C, = couple extérieur créé par le roulis (C,=+C, 1 ).

Le couple gyroscopique doit contrer ce roulis. Dans les axes liés au

gyroscope, le couple gyroscopique sera suivant I’axe u (Tw XI) . Donc on

placera le gyroscope tel que son axe u soit parallele a I’axe longitudinal du

bateau (x).
c orl, = rQx w, = FQa)((—Tw )xTv ) =TQ a)Tu compensera le couple extérieur — C, L
c o, = rQx ), = FQa)((—Tw ) X (—I )) = —FQa)I, compensera le couple extérieur + CeTu

Grice au gyroscope, le bateau sera stabilisé et le couple C, sera compensé. Il n’y aura plus de rotation du bateau
suivant I’axe x, et donc le roulis ne génere pas de couple gyroscopique supplémentaire suivant I’axe v.

ngr :r(QA_QB)¢ ]X TZ

La somme des moments extérieurs en O’ est nulle car O’ est le centre de L2 G L2 o
masse du systeme. Mettre le systeéme en rotation va créer un couple ‘QA A Qs -
supplémentaire (Cgyr).Ce couple vient déséquilibrer le systeme vers la A > 0l® < RSN
gauche ou vers la droite en fonction de la différence Q4 —Qp (positive ou B
négative). Si le systeme était entierement fixé en O’ et que seul la rotation mg mg

autour de I’axe OO’ était possible, la barre AB subirait un moment de v
flexion qui la ferrait fléchir vers le bas.
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Le train tourne a vitesse constante => conservation
du moment cinétique.

0= a)I avec @ constant

le couple extérieur a contrer : m, ;6 =-C, 1,

Pour contrer ce couple, le couple gyroscopique doit etre
C,=C, 1, =TQxwl,
=> Le moment cinétique du gyroscope (I'Q) doit etre

suivant l'axe — 1 => M Goyr = Q1

1] y

Donc on va placer une roue sur le wagon de maniére a avoir son axe de révolution suivant I’axe x. On la ferra
tourner de maniere a avoir le vecteur de rotation propre de la roue vers le centre des rails.

10. Forces : mg en C, centre du disque

couple dii au poids : mghsiny sortant de la feuille

Couples : . — =
couple gyroscopique : C, =I'QXx®

Le couple gyroscopique s’oppose au couple dii a la pesanteur => la seule rotation provoquant ce couple est une
rotation autour de 1’axe z dans le sens négatif.

Le disque précessione autour de I’axe z, avec une vitesse angulaire égale a

Q=-wl, surledessin et =1 => Eg =F£_2><(T)=—mghsinl//Ty = 0=———
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Dynamique des systemes

1. 2 parametre de position dépendant (8, @) : 7 —0=2¢ =>1ddl

Lagrangien

1_= _ 1 1_= _
Tz[—wlow} {—mvé +—al; a)}
2 oa L2 *2 ?

AB

Vg, = —%Sin 661, —%cos 661,

avec Vg, =V, +@XAG, =—Lsin 661, — Lcos HHT} + Lcos (anT} — Lsin pg1_

hat .

- f

2

—Lsin€9+Lcos££ I{+ —LcosHé—Lsingg Ty
22 22

2 52 2 ;
=T =%£02 +%2m(L202 +L2‘97—L2 sint9cos§t92 +1? cost9sin§€2J+l ZmaL {—EJ

3 2 12 2

T = ml26? E—Sing
2 2

V=V, +V,p +V1-|

Voa =—mg%sin6’ et Vyp =2mg(—Lsin6’+Lsin¢)=2mg(—Lsin9+Lcos§j

avec Le couple est constant donc il dérive d'un potentiel : V(I')

Comme l'angle ¢ diminue lorsque le moment I travail, le travail est négatif.

—~(M(p)dp) =~(-Tdp) =~

=V = —mgl(ésin 9—20052]—F2
2 2 2

Théroreme de Lagrange

doL oL,

dt 96 d8

: mlzzé—2mlzéSing—lmlzézcosﬁ—émglcosﬁ—mglsing—z=O
2 2 2 2 2 2 2

Autre méthode : Par les Q; :

Sur base de Vg : 5O_G1 = (—%sin o1 —%cos 6’Ty j 06

avec (Sur base de v, : 60G, = (—Lsin 6+ Lcos%%j 501 + (—Lcos - Lsin%%j 501,

le travail du couple : t=—T'0¢p avec df=-2d¢p => 51':—1"5(0:1"%
= 99, L . 61) T
=» F,,—+=(-mg).| ——cos@ |+(-2mg).| —Lcos@—Lsin—— |[+—
0= 37 5= ) [ G eoso | (me) e
ia—?—a—T=Q9 :mlzzé—2mlztéisin£—lmlzézcosg=§mglcost§’+mglsin£+£
dt 08 96 2 2 2 2 2 2 2
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2. Le point C est au niveau de la glissiere
R¢ (1 composante inconnue) : Th. mom. cinétique en O pour I’ensemble du systéme

dM (6.6.6) = ﬁe’O(F,R_C,mg)

dt =0
|M0 =M0,0A+M0,AB|
2 .—
_m_glz .

e Myos=1,0=

2
2n$L (/'7—2m(cos6’+singj(Lcos0+Lsin§5JL29
° MO,AB ZMGZ,ABJ"OGZXE: 9 01 I
—| —sin@+cos— || —sin @ +cos—— | %8
2 22

29 lsin2£
2

—cos? @ —sin’ 0+lcos
2 2 2 126 L

omI?
5| T e 0 1 o )
—cos@sin—+——cos @ sin—+ sin & cos —+ —sin & cos —
2 2 2
5
MO,A3:|:—2H;L g-r2m[—l+sin6’+%cos¢9]L249}1Z

=M, = {—§+2(sin0+lcos HH mL249'TZ
3 2

M, ~ : ' . :
= m, | en projetant sur l'axe z : une seule inconnue (R.)

dt 5
(o)
m[—£+5in9+lcose}ﬁé+m[cos&—%sine}ﬁéz

0

'+ LR. cos(p—(%cos€+sin§2ijg

L
-I'+ LR, cos (p—Ecos Omg —(Lcos 6+ Lcos @) 2mg

=> R¢
(Autre possibilité : Th. mom. cinétique en A pour la tige AB seule.)

Ro (2 composantes inconnues) : Th. rés. cinétique et connaissant R¢

_ RI (6,6.6)=F, (RMRCJ
d — N N—=
—=1r, => _
! dR _
o (0,0,0)—Fey(R0,y,RC,ng
E:m[——sinﬁﬁl—£cost90'i}+2mK—Lsinﬁé+Lcos%%}i+[—Lcos€9—Lsin§§JT}}
d [—mgsin Héx + Zm(—L sin 66 + LCOSZZJJ
7]
=R, . —R;sin—=>R,
dt 0,x C ) 0,x
d [—m;‘cos 06+ Zm[—Lcos 66— Lsin 22}}
7]
=R, ,—mg—-2mg+R — =R
ar 0.y — Mg —2mg C0052 0.y
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R, (2 composantes inconnues) : Th. rés. cinétique pour OA seule (avec Ro connue)
dr (g’e’g)zfo(Ro’“ij L L
= . avec E=m[——sin6’9i——cos09@}
dR S 2 2
(6.6.6)=F, | Ro.y-Rayomg

&|9~
==
Y

e

y
d|-m L sin ﬁéx d|-m L cos 06
2 2

=Ry, +R,,=>R,, et =R0’y+RA,y—mg=>RA’y

dt ' ' ' dt
. .o 1 2 1_=
Energie cinétique : TZEmVG 5(01
|- | 0 012 —wcosf _
—olg0=—(-wcosd wsind )0 m— 0 | osing |=—m—(62+aw?sin20)
2 2 12 . 2 12
12
0 0 m—
12

AG = £+isin9]TX—Lcost9Ty
2 4 4

rel entr
4

2
Vg =V, Y, icosﬁﬁlx +Lsm991) +@x AG => v :11—602+l w{l+%sm9}

7 1 2 1 :
T = mi26? + — mi2a?sin 20 + ma?—| 1+ —sin 6
48 24 sl 2

Energie potentielle : V =—-mg %cos [

dtod 96 96

Lorsque CD est en équilibre relatif, @ = constante et 6 =0

. 2
—_———— = IZH—Lmlza)zsinQCOSQ—mwzl— 1+lsin¢9 cos9+mgisin9=0
12 8 2 4

%mla)zsin00050+ma)2écos6 =mgsiné

L. 1 degré de liberté mais 2 coordonnées de Lagrange : 6,6,

liées par la condition (avec u suivant BC et v perpendiculaire a BC)

Vo =V +@XBC = ABC = Lsin(6, - 6,) 41, +(Lcos(02 -6)6, +L92)Tv

=>Lcos(6, —6)6 + L6, =0 => Contrainte : 56, +cos (6, —6,) 56, = aagl 06, +az1 86, =0 (4)
) |

d 9T _dT _ &, 09
di dg; g . +Z,: 7 9g,

=> Théoréme de Lagrange :
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T

2 —_ —
= —mvg +—w.l, .0
Z[z Gi 2 Gi j

i=1

1 I 1 U ( 0e0 P 2s 1

T=|-m=6>+=m —91 —m| 6% +=-6," +L* cos (6, - 6,) 6,6 |+— mE 02

2 4 212 2 4 2712
2

=>T_2”;L 6> +%02 +TLcos(02—01)0162

Zth—?&b = ZQi&Ii =0,

=a—¢1§€1 et 17(;1 =mgTy

— L — L.
OGl|y = cos => §0G1|y =~ sin6 6, %

S — 9, ., P _ -
0G2|y = Lcosé, +§cos 6, = 50G2| = ~Lsin 6,6, L ino,50,- ;’2 56,+ 602 86, et Fy =mg,
l 1

En tenant compte du couple M appliqué a la barre AB, le travail virtuel du couple pour un
déplacement virtuel 06, vaut M 56,

0y = mgTy{—%sin elTy]+ mg1,.(~Lsin6,1,) = —%ng sing, + M

Qy, =mg1,.(~Lsin®, 1) = —%mg sin 6,

=>2 équations + I’équation de contrainte

%( 87." or —— =0y +Acos(6,-86,)

96 ) 98

dfor) or _,
di\ 96, ) 06, %"

Lcos(6,-6,)6,+L8, =0

4mI? ml? . ml? AN ml? . -
[ S 01+ch>s(02—01)92 Tsm(e 01)(02—01)02]—[+Tsm(02—01)0192

:—3Tngsin(91 +M +Acos(6,-6) (1)

ml? . mI? . oml* : S\ 4 ml? | .
(Té’z+Tcos(92—01)91—Tsm(ez—@l)(é’z—GI)QJ—[—Tsm(&z—&l)ﬁﬂz

= —%mg sin, +4 (2)

Leos(6,-6)6, + L6, =0 (3) => cos(6,—6,)6 =sin(6,-6,)(6,-6)6,+6, (3)
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En résolvant ce systeme de 3 équations a 3 inconnues :
2 2 2
@) : [%02 +%cos(02 -6,)6 +%sin(02 —Hl)ﬂ2j+§mg sing, =+1

2
2)->0 :%[[%—cosz (6’2 -6 )j&l +%cos(6’2 -6 )92 —sin((92 —91)(922 +COS(92 —6’1)6’120

=M+ L g (sin, cos(0, -) ~3n8}) (1)

2 2 g _
etavec (3) : [%(4—0052 (6,-6 ))}6’1 —li%%;el)(l+cos(6’2 _91))}9'12

=M +%mg(sin(92 cos (6, —91)—35in6’1)

2.
Jor | or
i[ ]__ ~0,

dr\ 26, | 06,
dfor ) or _,
i\ 96, | 96,

50_G1|y =—§Sin 6,06, et FGI = mgI‘,

50G,

. L . — —
, =—Lsin 6,06, —Esmﬁzéﬁz et Fg, =mgl,
Lsin (6, _91)9-11; +(Lcos(6’2 -6)6 +L92)I, => §%| s (Lcos(é’2 -6,)56, +L56’2)TL et Fp=F1,
Qg = mgi{—%sin 6’11‘)+mgi‘,.(—Lsin91T),)+FTL.(LCOS(92 —6’1))1

= :—%mgsinﬁl+FLcos(02—01)

Qp, =mg1,.(~Lsin®,1 )+ F1,.(+L1, )= —%mg sin 6, + FL

Nous retrouvons les mémes équations qu’au point (5.1) ot A est remplacé par FL.

1. Deux degrés de liberté {x,8} *

Deux coordonnées généralisées {x, 8} l
g

a a

2 R= myvg, +my (VA +(T)><A_Gz) =mxl +m, (xTx +161, ) = ((ml +mQ))'c—mQL6"sin0)TX +myLfcos b1,

. L ) e
MA:|:m1AG1X‘7A:|+|:’"2AG2X‘7A+IA-CT):|:m1bXL—m2LSin0X1Z+—m23 o1,

4 R :_TlTx"'NlTy? R :_Tsz"'NzTy; EA:XATx‘*‘YATyQ }_71 :_mlgTy; FGZ :_ngTy; C,=-CHL,
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5. 6 inconnues de réactions + 2 degrés de libertée => 8 équations pour tout identifier
my +my)%—m,LOsin@—m,LO* cos@ =T, -T, (1)
Th. résultante cinétique sur {S;+S, }: ( ! : ) : . : b2
myLcos @9 —m,Lsin 00% = N, + N, —(m; +m,) g (2)
myX—m,Lésin@—m,LO> cosf =X, (3)
m,Lcos 06 —m,Lsin 00> =Y, —m,g (4)
mi=-X,-T,-T, (5) = 3)—-(1)
0=N+N,-Y,—-mg (6) = 4-2)

Th. résultante cinétique sur {5, } :{

ou {Th. résultante cinétique sur {S;} : {

Th. moment cinétique en A sur {S,} : mbi=—aN,+aN,+CO—(b+h)(T;+T,) (7)

. d— — — _
Th. moment cinétique en A sur {S,} : EMA =myg Xv, +, 4

2
=> —m, Lsin 6 —m,Lcos 605+ nglL 6 = —m,Lcos @05 — CO— LcosOm,g (8)

. d—" — — _
Th. moment cinétique en A sur {S; +S,} : EMA:vaXVA"—me,A

2

ou | =>mbx —m,Lsin X —m,Lcos 00 +

=—m,Lcos 80x — Lcos Om,g —aN, +aN, —(b+h)(T, +T,) (9)=(7)+(8)

=> 6 équations indépendantes (1,2,3,4,7,8) + équations de Coulomb (7; = fN;, (10)) et (7, = fN, (11))

6. 2 équations de mouvement : I'équation (8) ainsi que la résolution de I'équation (1) et (2) avec la (10) et (11)

2
—m, Lsin 95&+%é =—CO-LcosOm,g (8)

=>
(my +m2)5é—m2Lésin0—m2L0'2 cos@ = —f(mchos ﬁé—mstinﬁéz +(m +m2)g) 12)

=>Dans le cas d'un frottement nul :

2
—m,Lsin 85&+%§ =-CO~-LcosOm,g (8)

(my +my)i— my L6 sin @ —m,LO* cos =0 (12)

7. par le théoréme de Lagrange :
. . 41% .
T =Bm1x2}+Bmz(x2 +126* —2L)'c6’sin9)+%m2—492} et V=myglsing =>L=T-V

Couple du ressort de torsion : C = —C 01 opposé a l'accroissement 60 => o7 = —CO60 => Q, = —-CO

%%_%z » :m1}é+m2(X—Lsin&é—LcosHéz)=0
2
= %g—g—%:Qg : m2[(%+LJ@—LJ'ccos(99—L)c'sin9]—[—m2chos0—m2L5ccos€9]=—C€

a7’ .
=>m, TQ—LjésinB +m,gLcos@=-C0
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L 3 Parametre de position : 6, ¢, 4 QM(Q)
_z 6 __ . 6
—_———=> = —
2 2 2

A= 2Lsin2 ou Lsin@ = Asing@
2 relations : 2 =1dd. | -5
Force : 2 réactions en H, 2 réactions en J, 1 réaction en K
perpendiculaire a DE, Force de rappel en E, poids des 4 tiges.
Equation de mouvement : Lagrange.
Les réactions en H, J et K ne travaillent pas car les points sont
fixes ou le déplacement se fait perpendiculaire aux forces. B C

Le couple extérieur appliqué en A ne dérive pas d’un potentiel => Application du théoreme de Lagrange
généralisé.

4
(1, 1=
T= Z(Equ +Ew.IG[ a)j
i=1

2 2
21) . . 20) . 21 2
PO L C) P +[ﬂ(m)2j NP GNP R [EE PR UYL D G i
2" 2 2 2 2 4 2 T Ty
1 3 4

=T = é—sing mi26?
2 2

E=(Lcos¢9+Lcosq0)Tx+(Lsin49—Lsin(p)Ty
6 JG4)
avec  vg, =Vp+ ( (p]Z)XDG4—L49( sin 01, +cos491y)+2L cos—]x+sm ly =
v(z; =L292+2L2+L292 —sin&cos€+cosesing =§L292+L292sin ¢
¢ 4 2 2) 4 2
—_ 99, — 390G, ~ 9JG, = 0JE
=) F,—|=-mgl,. -2 . +F.=—+M(6
QH Z hBC]g mgy BY) mg]y 20 re 20 ()
= - 0 4 60— 60—
F.=—k(L-Ly)lpg =k2Lsin— 1, =k2Lsin—| sin— 1. —cos—1
r ( I‘O) DE 2 DE 2[ ) x ) xj
0G, =(—Lcos€+£jT ~Lsin@1, => 50G, =(Lsin9T —Lcos&T,)JH:mJQ
2)" ! * ! a6
E=>5]G4= —Lsin9+chos£ 1+ Lcos9+lLsin2 1, 56’:%59
2 2 2 2)° 08

avec

JE = (Lcost9+2Lcos¢))Tx +(Lsin€—2Lsin(0)Ty = L[cos&+251n§ij +L(Sin6—2cos§jTy

= 8JE = (L(—sinéwcosgji +L(cos¢9+s1 QJ J&Q = 8£59

2 a0

Autre méthode, par le calcul du potentiel :

|Q0 = QH(F dérivant de V) + QH(F ne dérivant de V') | avec QH(F ne dérivant de V') = M(g)

Op(r dérivamdev)z—g—e avec V=§(L—Iﬂ)2—mgLsin€+2mg(Lsin€—Lsin(p)

Qy=M —kLzsin9+mchos€—2mg(LcosB+%singj =M —kLzsinH—mchosﬂ—mgLsing
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= d a—T—a—T =0p|=> (S—ZSingjé—% 02=£— k sint9—£cost9—£sin2

dt 96 96 mi2 m L L 2
2.a d —
. —M, = Zrﬁe’D +2myg Xvp, pour la tige DE seule
dt - “lip.6.6) (. me)
|_ = _ 4 . .8 )=
Mpy=1I, a)+2mDG><vD 3 m129—2ml231n30 1
avec

e,

i, p =—2mglsin§TZ +215in§RKTZ
mi26 £—2sin£ —mlzézcosg=—2mglsin£+2lsin2RK+m129200s£
3 2 2 2 2 2

_ _ ml 4 .8 0
=>Ry = 9[(3 251n2j6’ 200529j+mg

2.b.
tige AB seule : |—

=2
999 XHYHMmg)

2
2m(2L) - . - 2
QL) , I —2mL26(cos?0-+sin26) . = 2L 67

avec |Mp =I,.@+2mBG 7, | = Lo,

2ml? .
=

=M - 2mgLcos@+Y, Lcos@— X, Lsin@ (1)
_Zm

6.6)

—_ = —_— _ L . —

M c.Bc =}C/.g+mCG2><vC =mE.L0.cosﬁlz

o — — —— m(2L)’ -
M =M a+ CopxRyy | == =61,
2

=>ml’ (%+%cos€}é—m%sin0€2 =M +2mg(L—Lcos€)+mg%—YH (L—Lcos@)—X,Lsiné (2)

tiges AB et BC:

+mVg XV | avee myp Vg, XVe +mpe Vg, XVe =0
g XH YH M mg) _v_l‘ -

=0 4

avec |Mc =M c,a8+Mc.Bc | et

2 équations, 2 inconnues

1 5 1= V1 5, 1.= _
T= (E va’_ +Ea).IGt_ [Uj = EmVGAB +Ew.IGAB Q

Un degré de liberté ¢ . On travaille avec une coordonnée généralisée donc

la coordonnée A doit étre remplacée dans le Lagrangien avec la relation

Lsin¢=/lsinﬂ
_1 258 2(B-9)9° ; zcos(ﬂ ?) 0|, 1 L_z'z
r= Zm[ sin? 3 4 ¢ -k sin Tnpg e Jr2le¢
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1.
0G = £(:os¢—/7,(:osﬂ Tx+£sin¢T,= £(:os¢ Lsmgbcos,b’ 1, +—s1n¢1
2 T2 sin B 2
avec {0G = £(:os¢—L(:os¢+L (ﬁ ¢) 1 +— ¢1 = Lsm(.ﬁ_¢)—£005¢ Tx+£sin¢T,
2 sin S sin S 2 2 Y
cos(B-9)(-0) L. .- (L -
Vg =| L————————+—si L+|—= 1
Vg [ Sin B 2sm¢¢ N (200s¢¢j ,
2 - - . 2 .
—>T=lm cos” (S ¢)—COS(_'B ¢)Sin¢ ng/)2+lmL—¢2
2 sin’ sin 3 23
— 00,
o =Z h'_h
h q;

. 0G=(§cos¢—icosﬁj1 +§sin¢Ty = 5ﬁ| =§cos¢5¢ et }76 =—mgTy
¥

. a:L(sin,b’cos¢—sin¢cosﬂjT =L£sin(ﬁ—¢))]T

sin S sin S
=> 5&:—L[MJ5¢ et F, =k(L—(Lcos¢—/1cosﬂ))Tx
sin
— sing —
e OB=-Jcos i1, +/1s1n,[i’]}— . ﬂcosﬁl +Lsm¢1 =11, =L ﬁlv
sin sin

_ cos ¢ o7

= 60B = Lsnﬂé'(i)]‘ et Fy=Nyl, — TB|¢| 1, avec Ty = fN, |¢|L

_ 5 L kL? in B—si .
Q¢ :ZE.@=> Q¢ =_mg5COS¢_Sin2ﬁCos(ﬂ_¢)(81nﬂ_S1n(ﬁ_¢))_fNBﬁL%

La force de frottement dépend du sens de la vitesse. En utilisant la valeur unitaire du terme ¢/|¢| s

le sens du mouvement peut étre pris en compte.

d (0T oT
5[875} [an &

d(or) (or)_d| (cos’(B-¢) cos(B-¢) . |, I’
5(8¢J [ ¢j E[m[ sinzﬁ - sinﬂ SIH¢JL¢+m?¢J

( [COS(ﬂ ¢)81;(ﬂ 0) %Sin(_ﬂ/j’) np-1E2P20) ﬁﬁ’)cow}ﬂ
sin sin Sm
cosz(ﬂ—¢) cos(ﬂ—¢) . 2 .
m( sinzﬂ - Sin g sin @ L¢+m?¢
ol 2P ) 5y DD
sin sin Sm
_(m(cos(ﬁ_?)zsi;;(ﬁ_¢)_%sin(_ﬁ[_;qy) sin¢—%cos(,ﬁ;¢)C05¢JL2¢2J
sin sin Sm
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cos(ﬂ—¢)sin(ﬂ—¢) L2¢52
sin® S8

3 sin? B sin

:m(l+cosz(ﬂ_¢)_cos(ﬂ—¢) Sin¢]L2¢}5+m(
_m(lsin(ﬂ—@ 1 COS(ﬂ_¢)Cos¢]L2¢2

- sing+— -
2 sinf 2 sinf

d(oT aT

a5 5o

m[l+ cos’ (B-9) _cos(-ﬂ—g/)) Sin¢JL2¢.+m[cos(ﬂ—¢)sin(ﬂ—¢) - cos(é—2¢)]L2¢2
3 sin® 8 sin sin? S8 2sin B

k[;ﬂ Cos(ﬁ_¢)(Sinﬁ—sin(ﬁ—¢))—fNBﬁL%

L
=-—mg—CcosP—
g5 ¢

Théoreme de la résultante cinétique :
Lk
dt
im M+£sin¢¢ =k(L—(Lc0s¢—/7,cos,B))+ﬂVBcosﬂ+NBsinﬂ
dt sin

1. cos(B-9)) - 1 sin(8-9)) .,
mL[ESIH¢—WJ¢+mL[ECOS¢—W ¢
=k(L—(Lcos¢—Acos B))+(f cos f+sin B) Ny

=F

X

=> N aremplacer dans I'équation de mouvement.
X, et ¢

2 coordonnées généralisées

@

1 2 1_= _ 1 2 1_=
T= (E vai +Ew.IGi w) = EvaAB +Ew.IGAB .

— L - L. - L N- (L =

avec OG=| x, ——cos@ |1l +—singdl, =>v- =| x, +—sin 1 +| —cos i

( A ) ¢J x ) ¢ y G ( A ) WJ x (2 ¢¢j]}

r=Lm x2+L—2¢2+Lx sin g¢ +lmL—2¢2—lm(x2+Lx sin¢¢)+lmL—2¢2
217 4 4 2712 g AT 273

1 contrainte liant les deux coordonnées généralisées
P 6.
2 A ﬂ
dg;

Acos f+x, =Lcosg et Asinf=Lsing =>x, (@)
Lsingcos B+ x,sinfd = Lcos gsinf => x, sin f = Lsin(f—¢) => x, sin B—Lsin(S—-¢) =0

=>Jx,sin B+ Lcos(B—-¢)dp=0

Page | 152



Faculté des Sciences Appliquées Syllabus d’exercices
Mécanique Rationnelle 2 Corrigés : Dynamique des systémes

o %=(xA —%cosgbjTX +§sin¢Ty = §%|y =§cos¢§¢ et Fy =—mgTy

o OA=x,1 =>80A=6x,1, et F, =k(L—x,)1,
o &zxATx—Lcosgﬂx +Lsin¢T), = §ﬁ=(§xA+Lsin¢§¢)Tx +Lcos¢§¢Ty

FB:NBL_TBﬁT\zZ NBsinﬂ+TB£cosﬂ 1+ NBcosﬁ—TBﬂsin,B Ty

g 4

0, =—mg§cos¢+ Lsing/)NB[sin ﬂ+fﬁcosﬂJ+Lcos¢NB [cosﬂ—fﬁsinﬂ}
=> )

0, =k(L—xA)+NB[sinﬁ+fﬁcosﬁJ

0, =-mgL o) 12 in(p—

5 = gzcos¢+LNB cos(S-9) f|¢|sm(ﬁ )

=> )

0, =k(L—xA)+NB[sinﬁ+fﬁcosﬁ

FICARCANE
dr(avﬁJ [WJ'Q”ZA’%

L. . L. L L. - L. L. .
m(ExAsm¢+ExAcos¢¢+?¢—ExAcos¢¢J=m(?¢+ExAsm¢]=

_mgécos¢+LNB{cos(,b’—¢)—fﬁsin(ﬁ—gb) + A Lcos(f-9¢) (1)

mjéA+%mLsin¢g§+%mLcos¢¢52=k(L—xA)+NB[sinﬁ+fﬁcosﬁ +A4sinf (2)
x,sin B=Lsin(B-¢); %,sin f=~Lcos(B-¢)d; ¥,sinB=~Lsin(B-¢)p* —Lcos(B-¢)é (3‘)On

remplace la coordonnée x, ainsi que ses dérivées dans les équations (1) et (2) par les équations (3)
On isole le multiplicateur de Lagrange de 1’équation (2) et on le réinjecte dans I’équation (1).
On retrouve la méme équation de mouvement qu’au (4).1 apres quelques remplacements.

l+0052 (B-9) _Sin¢cos(ﬁ—¢) ;}5+mL2(COS(ﬂ_¢)Sm(ﬂ_¢)—COS(’é_Zm}bz
3 sin” sin B sin® B 2sin S
¢ cosp

Lcos(ﬂ—¢) ) )
W(Smﬂ_sm(ﬂ_m)_NBLfmSinﬂ

ml?

=—mg§cos¢—kL
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Nous avons 3 masses ponctuelles et deux solides (poulies). Soit les positions des solides S; (m), S, (3m),
S5(5m),etlapoulieS4(M) S 20 2 23 2 Zp=u+v 1z, =+u-v+Cyiz3=-u+C, ;z7,=u

2 degrés de liberté (u, v) => 2 coordonnées de Lagrange => 2 équations de mouvement

Toutes les forces dérivent d’un potentiel => Formule avec le Lagrangien et Q;=0.

1 M. 1_= _ MR?
T= E —myv; 2 |+ E —tv. 2+—@ I, .0 avec I =2mR? donc M =4m car I (disque) =
(2 i’G; j 4 ( 2 G; 2 17 G; l] ( q )
masses solides
ponctuelles

T= (’Z(mv)zll(m) +(%’”(u—v‘)2j

, ;
4{5'"(_”)2} +(M(u)2+1Mszzj
2 S3(5m) 2 S, (M

2 2
Sy(3m)

JLAMORY o)

2 2 4 @70k TR

Ss(4M)

T="02 e 7052 i+ 22 4 352 3y 4 2 B Ay 2o

2 2 2 2
T=21m 2 O o mii

2 2

21m

6m .2
—V

V =-mgz, —3mgz, —Smgzy —Mgu = —3mgu+2mgv+C => L= Tuz + —2muv +3mgu —2mgv

d oL oL

u:———-——=0: 21lmii—2mv-3mg =0
dt du Ju
d dL OJL
P ————=0: 6mV-2mii+2mg =0
v 0 3 my —2mii +2mg
e T
61 61
.. 18g 7Tg 11g . 1g 18g 25 . g . 1g
A== o= e W) BTt e (W m=mgr (1) f=r (V)

Comparer cette résolution avec une résolution par les théorémes généraux :

- Pour ne pas tenir compte des réactions au niveau des centres des deux poulies, il faudra appliquer le théoreme
du moment en ces centres.

- Les forces extérieures seront : les poids des 3 masses, les poids des 2 poulies ainsi que les réactions au niveau
de la liaison de la grande poulie.

- Les forces internes sont les tensions dans les cables, la réaction au niveau du centre de la petite poulie

- Etant donné que les poulies ont une masse, donc une inertie, les tensions de part et d’autre des poulies ne
seront pas équivalentes !!! (théoréme du moment sur chacune des poulies prises séparément, en leur centre)

1 degré de liberté (0) => 2 coordonnées de Lagrange => 2 équations de mouvement avec un multiplicateur de
Lagrange A;.

B , , d oL oL , o4
Toutes les forces dérivent d’un potentiel => Formule avec le Lagrangien et Q;=0. |————=/4 —

dt dg; dg; 9q;

1

Relation entre @ et @ : x=AC=2Lsin@ =>¢ =x—2Lsin@=0 => Dérivée : i—2Lcos88 =0

Ori=ra=> r¢¢—2Lcos6=0
Transformation des dérivées temporelles en dérivée infinitésimale (0) :
94

1 §a=r§a—2Lcos0§0=0=>% =-2Lcos b, % =r
00 oo

Contrainte 1 2 utiliser avec 4: % 00+ 5
a
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0G, = 3?L sin@1 + % cos GTy =V, = 37[‘ cos41 — % sin 4949@

2 2 2 2
T= 1mL 0| +| = —9L cos? 66° + L = sin’ 69* +lmL 0| + n i Lmr 4
2 3 AN 4 2 12 2 2 2 o
BC Roue (X=rd)

2 2 2 2
6" |+ ﬂ2L20032992+ﬂL—92+1£92 +3ﬂd2=18m—l‘
2 4 2 12

2
6* + mL? cos® 69* +3%d2

T

2 4 212

1mL
23

V= —2.(mg %cos Hj

2

=> L—;S mL 0’ +mL2005092+3%d2+mgL0039

d JL JL 8¢1 3 . 3 .3 L .
Bt _>_ d=Ar=>A ==mrdt==m(-2Lsin 69 +2Lcos 86
590 da " ag g A=Ar=>A=mrd=om| )
Qo o o0

dr 90 080 a6

8ml? .

=> 6 +2mlI? cos® 68 — 4mlI’? cos @sin 06* + 2mL sin @ cos 06* + mgLsin @ = —1,2Lcos @

Contrainte : ré¢—2Lcos 66 =0

Systeme de 3 équations a 3 inconnues : => (% +2cos’ 9) 6 —sin 206" + zsm 6= (3 sin 266" — 6 cos” Hé)

=> [§+800s 0}0 45in 266 + zsmé’ 0

ou

Possibilité de résoudre avec 3 coordonnées de Lagrange et donc 2 multiplicateurs de Lagrange :

relation entre 6 et @ (x=2Lsin#) : x—2Lsin@=0=> 4, : (/j‘ —+5x +2§ 50+a¢1 8ot =2Lcos 850 —réa =0

relationentre x et @: X =rat =>4, : %, Ox+—% 99, 60 + 8¢2 oo =6x—réa=0
a

o0x 20
2
T:Fﬂéz} { 21 cos® 06° + L E e} {ﬂx%lmr 0':2}
2 3 AB 2 3 BC 2 2 2 Roue (x=ra)
2 2
et V=-2 mgécosﬁ = L=— 1 2mL 6* + mI? cos® 6’6’2+ﬂx2+lﬂ0’t2+mchos6’
2 2 2 2 2
d oL JL a9,
dt da 80:_]1 4 oo
iB_IT_B_L_ % % et les deux contraintes 2Lcos66—ra =0
dt 00 06 00 00 x—ra=0
d oL JL 8¢1 a9,
dr 9% ox /11 4 ox

On obtient le méme résultat en résolvant ce systeéme de 5 équations a 5 inconnues (A, Ay, x, &, 6)

1. 3 degrés de liberté (8, ¢, A=DP) => 3 coordonnées de Lagrange => 3 équations de mouvement.
Toutes les forces dérivent d’un potentiel => Formule avec le Lagrangien et Q;=0
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A = distance entre le point P et le centre du T (D). AD et BC sont
perpendiculaires.

T =T,p+Tpc+Tp (axes principaux uvw)
“Typ =~ MV} + MV, (0X AG )+ ~01, 0=~ 01, @
ap =5 Mvi A SOl o=Z0l,0

avec W= —éTy +¢I =—¢pcos@1, -1 +gsinbl,

> Ty = (1,02 1,07) = %m_fz(gsz sin? 0+6°)

On remarque que les différentes parties de 1’énergie cinétique peuvent étre calculée indépendamment dans le
repere le plus simple (Axes principaux pour le terme avec le tenseur, uvw)

@y = @y = —PcosO1, —O1 +sin 61,

o7, =12 +1aT, @ ot
e =MD 5 @Ip @ OU 1y =5, 4 BXAD =~Isin6h1,— (01, => v} =1> (6" +¢sin” )
0,
m€2 ml 2 2
=Ty =— (6% +¢*sin* )+ +¢~cos” 0
se = (6" +¢ )212( ¢ cos” 0){
_1 1 _= __1 2
OTP—EMVP+MVP (@xPpP)+ S 018 =M}
[ R
1,=0: masse
ponctuelle
ap d(/1+A1, _ L
avec szd;?P: ( y )=€(7)><]u+ﬂlw+/7,cT)><]w=£6’]w+€¢siné’lv+/1]w—ﬂ€]u+ﬂ¢cos€lv
t t

=Tp = %M (1292 +0207+ A%+ 2191+((¢sin0+i¢cos Q)zj

dJL JdL _
Toutes les forces dérivent d’un potentiel : g 06
T = ; n;l; (17(92 +16¢” sin” 6+ ¢” cos? )+ 2M (1292 +026%+ A2 +2£€ﬂ,+(/¢sm€+/1¢cost9) j
! . 3¢ .
V =-mg—cos@—mglcos&+Mg(—lcos&+Asin@) =——mgcos O+ Mg (+Asin&—cos )
2 — 2
T Ve Vp

=L=T-V =T+%mgcos€—Mg(+/7,sin6’—€cos¢9)

dt 96 80

2
=>(%+M(ﬁ +42)Jé+MM+M2Ma'

Ay 2
—| M (Acos26 + M(—2)+5m£

sin 26 ¢2+%mgsin€+Mg(/isin6+ﬂ,cos€)=0

Comme toutes les forces dérivent d'un potentiel, on aurait pu écrire directement 7' +V = E;, cette relation

nous donne directement une intégrale premiere.
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d oL _ oL =0 L => iB_L =0= a—L = A est une intégrale premiere :

dr a¢ a¢ a¢ dt 9¢ 09

[m(z (gsin2 t9+%cos2 9j+M ((sin9+ﬂ,cost9)2]¢ =A

4oL oL =0| : A+06-16%—(/sin@+ Acos@)@* cos@+ gsind =0
dt 9l JA
2. [doL oL _ .
—_— => Identique
dt 96 96
2 15 . 2 1 . 21
d| mt*| —sin” @+— |+ M ({sin@+ Acos )" |@,
d aL oL _ 12 12 s
dr a¢ YR dr
= [mfz %sin Ocos 60 +2M (((Zz —ﬂz)sin 6’(:056’+/M(cos2 6 —sin® 0))9+(/1c0s2 6+ (sin @ cos 9)1)) =¢.£
0
ia—L—a—L =0| => Identique
dt 94 94

Seule I’équation en @ est modifiée. Les intégrales premieres ne sont pas conservées.

Le seul degré de liberté est 6. O est un point fixe du
solide. I, est le moment d’inertie du cone par rapport a
la génératrice de contact g. ® = la vitesse instantanée
de rotation.

Dans le plan de symétrie du cone passant par g, on a :

OA=lcosa ; 5Z=lcoszaﬁx+lcosasinaiy O EN)

vV, =V, +AOX® =lwcos arsin 0{1 .
_ => @ =0cotgx
v, = (9 =]/ 0520591
3MR? 3MR? 3Mh?
1.= v + ;

s

! 10 Y 20 5
I, = J-(y2+ z2)dm =J((x'sin a—y'cosa)?+z2)dm =J-(x‘2sin20t+ y'2cos?2a—2x"y'cosasin o + (cos 2a + sin 2¢r) z2)dm
72 3MR* R (3MR2 3Mh2j 3MR?

2

=c0s2a1x‘—ZCosasinan‘y,+sin2a1),,=12 10 20 + 5 SR+ I?)
+

(R2+6h?)

avec R=Isinar=; h=Icosa => I, =2—Agsin2al2(l+50052a)

V =-Mgz, =-Mg %lcos 2cos@sin B; T = %%12 sin 2 cotg20/62(1+ 5 cos 2ar)
L=T-V = %g—g—g—g_o =>I(1+5cos2a)f+5gsin@sin f=0

Intégrale premicre : T+V =E; => [(I1+5cos 20)82 —10g cos @sin S =—-10g cos 6, sin 8
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1. 1degré de liberté , 3 coordonnées {z,6,,6,}

T = [%M22}+ [%mLz (sin2 60" +6} )} + [%mLz (sin2 6,0" +6; )} et V =—Mgz—mgL(cos6, +cos6,)

Vo =@ ><0M1 et @ = wL 6,1 =>v,, =—Lcos (910'11, + Lsin 01911 +Lsin o1,
avec L . _
2 = O ><0M2 et @, = a)L +6,1 =>7v,, =+Lcos 6,6, L, +Lsin6,6, L — Lsin6,wl,

1 1 . . 1 : :
=>L= EMz'2 +EmL2 (sm2 6, +sin* 92)6()2 +EmL2 (4912 +6; )+Mgz+mgL(cos6?1 +cos6,)

) b = 2% +a} —2azcos6, = A, (207 —a,67c0s 6, +a,z5in 6,06, = 0)
Deux contraintes :
b* = 2> +a; —2a,7c08 0, => A, (287~ a,5zc0s 6, +a,zsin 8,08, = 0)

29

doL_oL_ 2,1}% Mi—Mg =24 (z—a,cos6,)+ A, (z—a, cos6,)
p X
J=1

2, 09, .
d oL _oL Zl ? . mL*6, —mL* @ sin 6, cos 6, + mgLsin 6] = Aa,zsin 6,

o6, a6 < a6
d OL JL &, 99 »

=> =3 1. —L . mI*0, —mI*@’ sin 6, cos 6, + mgLsin 8, = A,a,zsin O
4136, 26, Zfaaz 2  cosy +mglsind, = A,a,zsin )

Jj=1
2Z—a,cosfz+azsing 6 =0

Z—a,cosbz+a,zsin6,6, =0

3. Dans ce cas, nous n’avons plus qu’un degré de liberté : 2 équations de Lagrange avec 1 multiplicateur.
a=a,=b=>6,=0, et 4, =4,
2z —bcos 0z +bzsin 60 =0

P 3.
ia_L_a_Lzzlﬁ tMZ—-Mg =24 (z—-bcosH)

d oL AL -, 99; 2s o o _ _
—_— E A —L © mI’6 —mI’®" sin @cos 6 + mgLsin 6 = A4 bzsin @
j

dr3b 90 <06

7=2bcos@ ; ; =—2bsin 69,7 = —2bcos 06° — 2b sin 60

MZ-Mg bzsin @

=> mI?@ —mI? " sin O cos O + mgLsin = ————
2(z—bcos8)

M (—2bcos 66% —2bsin eé) -

- b2bcos sin 6 = (M (~2bc0s 667 ~2bsin 66) —Mg)bsin 6
2(2bcos@—bcosH)

= (mL2 +2Mb? sin® 0) d+(2Mb” cos fsin 0) 6% —mI> @ sin @cos @+ (mL+Mb) g sin@ =0
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1 mi? . 1 2 1_= _ 1 2
T=T+T,+T;|=| ——* |+| —mvg +—wI; .0 |+| —my
[FoTeom]= (375 g + 5376.3)+ (5
Vg, =Vp + @xBG, = LO(—sin 01, +cos 01, ) -~ 6(sin 61, +cos 1, )
avec :Lé(—sinﬁ—%sinﬁJTx +L9(cos€—%cos9j1 :—%sint%iC +§cos¢9¢9'Ty

703 = %(ZLCOS o+ %) 1, =—2Lsin 991(

2, 2 . 2 . .
T=[ LM g ) [ L 2 (ssin20+1) 62+ L2 62 || Linarzsinze62 | = 1=
2 3 2 4 2 12 2

Zf/r%_?lé‘qz’ = ZQI'&II'

i

2 . .
ML b | Al 2sin 2062

50Gs =—2Lsin0891, et F = F(0)1, => 67 = 0,00 = M 56— 2FIsin 656
Equation de Lagrange

=0, = mL* 2 6526 |+ 6mL2sin Ocos 662 = M —2FLsin
dt 96 06 3

2. Théoréme du moment en A sur ABC

d — d — .
—M,y=m, ,|=>—M,;|0,0,0)=m, (M 0),Y, )
" A dt A( ) A\M( )=C

o My =My +M gy = (1, 8)+ (Mg, + AGaxRy) et i, , =(M(6)+2Lcos Y, )T,

B _ 2 2 2 L
Ay iy =2 OT o[ - C 6T 4 m 20T | = mize
3 12 4
mi26 — M (6)
"X"’ = Ye= 2l cos @
A XA C XC
Ay l Théoréeme de la résultante en x sur CD
i Yo d d -
ic “R, =) F, .| —R.(6.6.6)= F”(X ,Fe)
<“— Do dt'z"dt( )Z’=C()

ol R, =mvg;, =—2mLsin 66

= X, = F(6)+2mL(sin 66 + cos 66?)

Forces :

Force de pesanteur en G, Cy, C,

Force de réaction normale et frottement pour empécher le glissement en O; et O, (N, T;, N5, T,)
Couple moteur en C sur la roue arriére

Degré de liberté :

3 solides en 2D => 3 x 3 parametres cinématiques de position.

8 condition cinématique entre ces solides :

Roulement sans glissement en O; = 2 conditions cinématiques

Roulement sans glissement en O, = 2 conditions cinématiques

Liaison rotoide (=de type rotule) en C; = 2 conditions cinématiques

Liaison rotoide (=de type rotule) en C, = 2 conditions cinématiques

9 — 8 =1 ddl. On prend le parametre x décrivant la position du centre de gravité G de la moto.
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1. Théoréme de la résultante cinétique sur le systeme complet.

dR = - - - -
E:F" =Mg+2mg+T L +N L +T,1,+N,1,
x:(M+2m)i=T,+T, (1)
y:0=-Mg-2mg+N,;+N, (2)
Théoréme du moment cinétique en C, sur la roue 2 (force de liaison X et Y5)

—Mc, = Zme’cz +MVG XVe, = M, | avec @ =—- 1,
G=

Condition cinématique : 7, = 0=, +@xC,0, = i1, ~@yrl, => & =~
- r

_— = _ 0 X =
Mc, =1I,.0 :—m127LN

iﬁcz =i, o => —mi’ iTz =1L, =T, =-m—i (3)
dt 2 r r

2
.. i
(3)dans (1): T, =(M +2m)x+m—2x “)
r
2. Théoréme du moment cinétique en O, sur la moto et les 2 roues (force de liaison X; et ¥;)
C est un couple moteur interne au systeéme, donc il n’est pas pris en compte quand on travaille sur le systeme
entier.
d — _ = - — _ - X N L
EM o= Z:me,o1 +RXVy =m,q | avec @ =-@ 1, = - L par la deuxieéme condition cinématique

MOI,M =Maum +mxﬁ = —hM)'cTZ
=0

v v - - Foo o . x
ot Mo =Mom+Mo.n+Mo.r2 et {Mo, ri ZIO1 .a)+m01C1><vO1 =—m(12+r2)—1Z
L

2
— — = 0= =
Mo, 2 =M, 2 +0,Gy xR, =—m—x1, —mrxl,
r

2
(—hM —m(i2 +r2)l—ml——mr}é:—éMg—ng+LN2

r r
-2 2
(l r ) X

=>N2=(%+m)g— hM +2m 7 5)

En réinjectant (5) dans (2), on obtient :

)
i“+r i
N, = 2—M+m g+ hM+2mu x
3 r L

3. La moto démarrera en se cabrant lorsque la force verticale entre le sol et la route avant s’ annule :

M
Lr| =+

(hMr+2m(i2 +r2))

N, =0=>X_,, =

Théoréme du moment cinétique en C; sur la roue arriere (force de liaison X; et Y;)

d — _ = _ _ _ - X . .. s
d_M ¢ = Z m, c +RXvy =m, | avec @ =—0 1, =—=1, par la deuxiéme condition cinématique
t ’ ! ’ N r -

-2 -2

. 2. 2
. + .
—mi® L =—C+rT, => avec (4): C z(ml—2+(M +2m)+ml—2] ré =>Cpx Z(Mr+2m(l 4 ]]xmax
r r r r
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Ou par ’équation de mouvement : Le couple moteur travaille et dépense de 1’énergie.

Mx?
T=T, +T,+T, =Tx+2

mi?  mi® X 2 M
—t—| == |=| =*m
2 2 r 2

r-+i

2,2
2 xz
r

V=0
0.6x=cs9=S6x
r
.2 2,2
AN ol maom™ 0 |e=C oo o) mrvam |3
dr\ ox r? r r
1. H 1
U=AE;OA=1L,; x=DC=>Ly—x—H=pcosf et y=——=>x=L,—H|1+—
sin & tgl
2
T= 1 mL — % |+ [lM)'cz} avec x =—f1cos @+ sin 60 = H 1+L2 0= h; 0
2 3 2 1g°0 sin” @

2
L k L 1
V=—mgsin0+— =—m sm€+ H | 1+—
5 M8 5 (x -1y g > ( tg&]

2. 1 coordonnée @ :

) 2
= 1M Ly e | @2 | et v=Lmgsing+Em2[ 141
2 3 2 1826 2 2 1g0
1ml? 1 1 L 1y
L= +[7MH2 6"2}——mgsmt9——H2 I+—
2 3 2 sin* @ 2 2 1g0
Ao oL
dr o6 080
, 2
ML Gy MH? 1+L2 G- amm> 20 g2 1MHzéz[—4COt§0)—ngcos6’+kH2(1+1]1
3 1g°0 sin” @ 2 sin" 8/ 2 g6 )sin” 6
2 2 2
=> £+ MI;I 6 -2MH* COI§€6’2+ngcost9— kI-12 (1+1]
3 sin"é sin” @ 2 sin“ @\ 186

2 coordonnée f et x :

Iml* | 1., L . k 2
T= 6 Mx“ | et V=—mgsin@+—(x—
{2 3 } [2 } 2 & 2( LD)

avec une contrainte : dx —

06 =0 et un multiplicateur de Lagrange 4, => 4, (ﬁx— .
sin

sin”
Iml* o 1,1 L . k 2
=L=|——-26" |+|=-Mx" |—-—mgsinfd——(x—
L 3 } [2 "8 2( L)
P34 2
ia—[f—a—L:Z/Iﬁ : mL — - {—Emgcosﬁ}:—ﬂl H
g 06 <706 3 2 sin® @
doL dL <&, 99 k
> ————=Y A, =L Mi—|—=2(x- =
dt ox Ox ; T ox * 2 (x=Lo) |=4
x—.z 6=0
sin” @
2 2 2
| 2 M s om0 62y L cosg- A1 L ]2o
3 sin" @ sin” @ 2 sin” @ 180

u 59:0}
g
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3 coordonnée 8, x et U :

2
T =B%92}+BM;&} et V =§mgsin0+§(x—L0)2

avec deux contraintes : A (6x+ ducos— usin656 =0) et A, (dusin @+ pcos 856 =0)

)
2 4. 2
%%_%:Zﬂj 8¢¢9 : %0 [——mgcosﬁ}=—/?1,usin6+/12,ucos6

A Mjc'—li—%z(x_lo)}:ﬂl

AL 0=4 cos@+4,sind

i+ f1cos@—usin@d =0 et f1sin@+ pcosfh=0

2 2 2
—|mE +Mi1 6-2MH? COtg062+ngcosﬁ— kHz 1+ =0
3 sin*é sin* @ 2 sin” @ 1360

1. 2 degrés de liberté : x (position de A) et 8 (rotation du disque)
Théoréme de Lagrange en utilisant les multiplicateurs de Lagrange : Utiliser un nombre de coordonnées de
Lagrange supérieur (x, fet ¢: position de B par rapport a A) au nombre de degrés de liberté du systeme.
Toutes les forces dérivent d’un potentiel => Théoreme de Lagrange avec le Lagrangien et Q;*=0

Benne : S, (M,I) R, =repere lié a la benne

Disque : S, (m, R, 0) R;=reptre li€ au disque (tournant avec @y ;g = —6"1),2)
R, =repere ot z, est li€¢ a AB (tournant avec @y ,p = ¢Tyz)

OB = xl +LL =V, =il +Lpl =(i+Locosp)l, —Losingl,

My? my 1 Mix? m . . 1 ma® .

T=Ts +Ts, =| —2 | +|—L+-1,6°| =|——| +|—(*+L¢ +2Ligcosp)+———8°
RS l:ZL [z 2 L [2}3 {z(x ¢ ¢ ¢) 2 2 S
1 2

V=C-Lmgcosg

:>L:M—x2+m(

2
> 2+ *¢* + 2Lxgrcos gp) + %%92 +Lmgcosp=L(x,0,0)
Contrainte de roulement sans glissement : / = point de contact entre S, et S,

Vies, =xlx1 et Vies, =Vpes, + @ XBI avec @, =—01y2

=> i1, =il +Lgl, —al, =>

_ aqog| (¥ +11 +al )|
B B dt

=il +Lol,

o =, (L0-a) T,

- L

==>Lp—ab =0 ce qui nous donne comme contrainte (¢) avec 4,: %5¢+ % 06 = Lop—a06=0
4
Systéme de 4 équations a 4 inconnues :

d (oL oL /llaﬂ=>(M +m)5é+mLcos¢7¢—mLsingo{o2—0=O
A% E ox

oL (o), 94
(ae] (ae]_ﬂ“aa 2 =~ha
%(gL] (ng %g@ >mL2¢+mLXCOS‘/’M+mDClﬂSulQ+mgLs1n(/7 AL
4 4 @

+contrainte : Ly—af =0
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3ml?

p+mLicos p+mgLsin =0
= ﬂq:——e——m—L¢ => 2 équations de mouvement< 2 4 prme v

2

(M +m)jé+mLcos @p—mLsin p@* =0
2. Réactions de liaison => Théoréme généraux.

Théoréme de la résultante appliqué a S, : Forces extérieures (—T2 sz -N, TZ + mg)

R =mvy =m(i+ Lgcos ¢)TXl —mL@sin goTy]
m(jc'+L¢cosq0—Lsinqo¢J2) =—N,sinp+T,cos¢ (1)

=
m(—qu'dsin @ —mLcos p@° ) =mg—N,cos@p—T,sing (2)

(Dsin@+(2)cos@ : misin@—mL@* = mg cos@— N, => N, =mg cos @ —misin @+ mL@*
Dcosp—(2)sing : micosp+mLy =T, —mgsin@=>T, =—mxcos ¢—mL@—mg sin ¢
Ou

Théoréme du moment en B :

ma’® . mL

6’——01T2 —>T2=—9——go

L. - .
et grice a la premiere équation de mouvement : {mT¢ + mL2¢+ mLxcos@+mgLsing = OJ

on obtient : 7, = mTqu = —mL@p — mXcos @ —mg sin ¢

1. Equation différentielle du mouvement => Théore¢me de Lagrange.
 est une donnée du probléme.
Axes Auvw, tel que u est suivant AB et w // z.

1 2 1 = _ 1 T
T=T. +T, =|—mv;i+—al.0 S@lp.
tige disque [ 2 G 2 G j tige [ 2 jDisque

2
_1m(L/4)
dlvque_g )
2
tie:lm L @ + @ cos? HL———a)zcos6+—02 1£(92+a)2cos29)
& 2 16 4 4 2 12 B
@=w(-sin 01, +cos01,) - 41,
avec _ _ L— L .
Ve =V +(T)><AG=—(0  —wcosf—1 ——86
6 =71 oL S
V =-—mg—sin@
gZ
2 2 2 2 2
daL oL mL—9+£9+L—ma)2siné’cosé’—lmL—a)zsin0+L—ma)2cos€sin0—mg£cos€=0
136 06 4 12 4 2 4 12 2

2
=>£(9+mL2 1cos¢9—l a)zsinﬁ—mgécosﬁzo
3 3 8 2
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2. Réactions de liaison => Théoréme généraux.
Systeme {tige} : Théoreme de la résultante cinétique dans les axes Oxyz

dR = = _ L . — L . — L (1 -
—=) F, :R=mv5; =-m—0sinfl, —m—6Ocosf1l, + m—w| ——cosb |1
dt Z ¢ ¢ 2 T bam3 (2 jz
—m£sin¢9t§5—m£cos¢9¢9'2+m£a)2 l—cosé’ =X,

2 2 2 2

—m%cosé’é+m§sin 66* = Y, —mg

m£wsin09+m£wsin99=ZA
2 2
XA:m£ @ sin” 6 cosl9—E + o’ l—cosl9 —éisinﬁcosﬁ—cosﬁ@2
2 8 2 2L

= YA=—m£cos9 ~@sin6 cosé’—g +i§cosﬁ +m£92sin9+mg
2 8) 2L 2

Z, =mLwsin@

3. AN:
0 =-&’sind 0056’—g +i§cos9
8) 2L

2
=6 = a)zcoszﬁ—ga)zcos¢9+3£sin0 -| @ cos 6O—éa)zcos60+3£sin60 :—Ea)z+ —ﬂ g
4 L 2 4 L 8 2 )L

X, ="% 0 Nz mmLe L1232 28
476 A~ 6 2 2 AT 2 L

SR i Ml 0 U

/l —
manivelle B T =T

0G1 =2Lcos 61, => Vg, =—2Lsin 601,

0G2 =x1, => v, =i,

+T5, +T,
avec

2
ot g b Gn? 06 + L i
23 2 2

Force de pesanteur

v =-mg £cos o

- L .
{Fg =-mgl, : VOB:ngsme et Qg(mg):—ﬁ 5

Force d'amortissement proportionnel a la vitesse

Fy=—c(i+2Lsin68)1,; GG, =(x—2Lcos8) I, =>5GG, = ag’Gz 5x+a§’—225¢9=(5x+2Lsm9549) 1
X

s _ = 9P _

Qo =Fr—, =—c(i+2Lsin9)2Lsin 6 et Q; :fA.a“’Gz =

X

—c()'c+ 2Lsin 499)
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Force de rappel : FR =—k (x— 2Lcos@— L)Tx . Par le potentiel ou le travail :

* Vg =§()c—2Lcosé’—L)2

et Oy =—3—‘;=—k(x—2Lcos€—L)2Lsin€ et O, =—%—‘;=—k(x—2Lcos€—L)

. GG, = 2202 5:1.9%62 59 (5x+215in6050) T,
ox 20

=0, =FR.%=—k(x—2Lcose—L) et Q= FR.aggz = —k(x—2Lcos@—L)2Lsin &

Méthode avec T et Q :

L (2 o2 o
Tzzm ?9 +4L" sin” 66° + x

a6 98 °
2
m%é+m4L2Sinﬁ(sinﬁé+cos€éz):—mg%cosﬁ—(k(x—ZLcosﬁ—L)+c(x+2Lsin09))2Lsin6

%%—%:Qx : mit =—k (x—2Lcos6— L) —c(i+2Lsin 68)
ou

Méthode avec L et O*:

2
L=%m[%92 +41% sin® 66° +x2]—mg%sin&—%(x—ZLcosB—L)z

daL 3L . . N
Ea_é_ﬁng:—c(x+2Lsm00)2Lsm0
diL 3L .

T e=0 =—c(i+2Lsin 66)

1. Considérons le systeme = {tige (m) + disque (2m)}}

R, Vp
VE
sC 672
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Intégrale premiere => théoreme de Lagrange pour définir une équation de mouvement ou par la conservation
de I’énergie.

Calcul de I’énergie cinétique :

T= TTige +TDisque

1_= _ Lml _ :
TTige:[wa'IO-wtj =Em—92 avec @ =01 (avec 6<0)
Tige

avec @, =¢)TZ et Ve =%=1(RcotggJTx -

1 b 1 = _
Tpisoue =| =mve +— @, 1.0
Disque (2 C 2 d-C d} "

Y

Disque

(2m) R26?

1
+_
2 4sin4g 2 2

1 ml?

. 2m) R?
:>T:§—92+ (@m)R”

9

1 degré de liberté, 2 coordonnées de Lagrange => deux solutions :
e utiliser les deux coordonnées de Lagrange et un multiplicateur de Lagrange

e remplacer une des coordonnées dans I’énergie cinétique pour n’utiliser qu’une coordonnée de
Lagrange.
Relation entre les deux parametres :

¢ dépend de 6 => pour déterminer la relation entre ¢ et 6, il faut écrire la condition de roulement

sans glissement en P (dans les axes liés a la tige Auvw avec u // AB)

Vpe tige =Vpe disque

Vpetige = VA +cT)rxA_P=Rcotg§9Tv

avec o
VPG disque :VC +E)dXCP: - C059—¢R Tu + sin HTV
2sin® = 2sin? 2
2 2
=>(Vpedisque =Vpe tige ), =@p=- cos § = —cotgd sin 0 6 = —cotgd cotggé
L (2 .2 2
2sin” — 2sin” —
2 2
2, (2 262 2m) R* :
donc T:l—mL 92+( m) R°6 l( m) cotg2€ cotg2 292
23 2 4sin4£ 2 2

Energie potentielle : V=V;,. +Vjisque

L'intégrale premiere est T +V = E car :
. . L .
mg dérive d'une potentiel =>V =mg Esm o

F dérive dun potentiel car F= —FTv =—gradV = —%g—g =>V =FLO

TP : la force de frottement (sans glissement) en P ne travaille pas pour un petite déplacement 06 :

Il n'y a pas de frottement en Q donc pas de travail.

R’6> mR?
+

cotg’8 cotg? 9 6* +mg £sin 6+FLO=E,
. 4 2 2
4sin™ —
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2. Systeme = {disque (2m)} : Théoreme du moment cinétique en C

d - _
—M.=)>m
dt C e,C
_ = (2m)R* - , 6 —
Mec=1,0,= 5 @1, =-mR"cotgd cotgaﬁg
d = 2 0 s~ 2 0 s 2 2T
—M . =-mR"cotg# cotg—01, + mR cotg—6° 1 +mR"cotgd 071,
dt 2 sin?9 2 2sin? ¢
sin” —
2
- - cotg 2 4 cotgd -,
m,c =RTp1, => Tp =mR| —cotgd cotg—6& + 24 0
’ 2 sin” @ )
2sin” —
Systéme = {tige (m)} : Théoreme du moment cinétique en A
—MA —Zm
mL* . ] L ml* 6. LF 6 Lmg ]
~—— @ =—Rcotg—N, — LF —=cos 8 = Np=——-1tg—0——tg————cosftg—
3 g0 2 e TR 527 R %2 R £2
1. 1. Systeme complet
m; 1_=
T= —v5 2+ —w,.1; .0
2 2 rYel
Typ =%ML262 +%M 41—202 =2%02 avec v = Lcos661, —Lsin601, =, +@x BG, = dgcl
t

2 2 2 2
Tsr =%m[(2Lcos€9+%cos¢¢)J +(%Sin¢¢j J+%%¢ —mL00599(2L0054949+acos¢¢))+ﬂ¢

- —  — o~ _dOoG
avec v, =vg + 0, XSG, = dt2

V =Mglcos@+mg (Consl —%cos (pj+§(2Lsin6)2 = Mglcos@ —%mg cos(o+§4Lzsin20

2 2
L= 2% 6% +2mlI? cos* 00* + mLa cos 6 cos O + % @* — Mgl cos 6+ % mg cos ¢ — % 41%sin’0

2 doL AL 0. amI? .
dr o6 960

—mLasin @ cos pPo + 4mI? cos @sin #6° + mLasin 6 cos @O — Mgl sin 6 + 4kI? sin@cosf =0

=> 4A/31L 0+4mL2cos0(cos00—sm99 )+mLacosH(cos(p(p—singogbz)—Mglsint9+4kL2 sin@cos@ =0

———-0 +4ml* cos* 00 —8mL* cos O sin @0 + mLa cos O cos P — mLa cos O sin @

2
jtglq‘) gé" cma ¢+mLacos¢)(cos€é—sin6’92)+§mgsm¢:0

3. Il y a conservation de 1’énergie étant donné que toutes les forces en présence dérive d’un potentielle et qu’il
n’y a pas de frottement.
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1. Systeme {tige + masse} : Equation différentielle => Lagrange
a.

= = 2 . . 2 2 .
T=T +T, =(la).10.@j o L =l£02+lm(£9) _L7mL? g,
2 ige | 2 2 23 2 \2 2 12
I
=0 masse ponctuelle
V——ngésme = L=— | 7mL? 92+mgLsint9
Il n'y a pas de force qui ne dérive pas d'un potentiel :
d oL _ oL =0 => ﬂ& mgLcos@ =0 => ﬁzicose
136 96 12 7L
1. dR =
—= F, :
b =2
L .— L - — o - -
mzelv—mae 1, =+mgcos@1, +mgsin@l, —N1,-T1,
Théoreme de la résultante cinétique sur la masse : (Si Systéme {tige}, on doit tenir compte des réactions en
0)
—m%éz =mgsin@d—-T
m£é=mgcos€—N => N=mgcos¢9—m£12—gcosé’=lmgcosﬂ
2 2 7L
32
qu—gcosﬁ 146- 12g =S cosf => 6 —24—gsint9 => T:mlz—gsin6+mgsin0:£mgsin9
7L 2do L 7L 7 7
2. 19 1 f
T=—mgsin@=fN=f—mgcosd => tgd =-—
- me N f7 g 20=15

Glissement si T=fN :

Nzlmgcosﬁzo = 9==
Décollement si N=0 : 7 2
Il y aura glissement avant décollement

Equation de mouvement => Théoreme de Lagrange sur le syst¢tme complet
{Bogie + Ensemble T (cabine + axe CE)} :
1. Energie cinétique : T=Tp,.;, + Tupine

2

1 1,
TBagie = (E myve }B ) = E mx
ogie

1 1_= _ 1 1 :
T, = (Emvé + a).IG.a)}Cahmg =—Mvg 51 &
avec Vg :VC+E)XE}:(x+dcos(0—a)0')L +(dsin(0—a)9)Ty et Iy =1_+Ma’
=>T=lm;c2+1M(x2+d292+2dcos(9—a)éx)+l(1E—Ma2)92

2 2 2

2. Energie potentielle :

® Bogie
. av . av
VBagig =mgxsin¢ => Qx(mg) 8_ =-mgsina et Qg(mg) = —5 =0
(yo =xsina; Sy =sinadx et Fy =—-mg => Q,,,,)0x =—mgsin adx)
e Ensemble T
oV aV

Vy =Mg(xsina—dcos§) => Ovmgy =—=—=—Mgsina et Qyy,) =——==—Mgdsinb

. 26
(yg =xsina—dcos8; 6y; =sinadx+dsin 866 et F, =-Mg => Q,,0x=—Mgsinadx
et Op(y,)08 = —Mgd sin 656)
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3. Forces extérieures = Couple moteur

Oic )=C—M car 0t=0,0x=Cy 00 = CM ox
M r

4. Equation du mouvement : théoreme de Lagrange

d oT OT

Eg_g = QX = QX(mg) +QX(Mg) +Qx(C

=>(m+M)}é+Mdcos(&—(x)é—Mdsin(é’—(x)éz=—(m+M)gsina+C_M
=>

d oT OT

dro6 96 =09 = Qo(ng) + Qo(mg) + o(c,,)

=> Md 0+Mdcos(6’—(x)5é+(IE —Maz)éz—Mgdsinﬁ

Equation de mouvement => Théoréme de Lagrange avec comme coordonnée généralisée x = 1 degré de liberté

S(M) pour le cycliste

Solid S;'(M',R',G,',w, ") pour la roue arriére
olides :

S,'(M",R',G,",,") pour la roue avant
S"(0,R",®") pour le pédalier

22 M')-Cz 1 M'sz

Energie cinétique : T = * 0+ +EM 'R 2 +

+%M'R'2w2‘2

cycliste roue arriere

Energie potentielle :

roue avant

1% =Mg(xsin0+Hc0s0)+M'g((x—R')sin0+R'c050)+M'g((x+2R')sin0+R'cosl9)

=V = (M +2M ') gxsin @ + const

Contrainte de roulement sans glissement :

Vv, =V, + @ XGiI, =>a)1'=% et vy, =vg, + @, XG,1, =>a)2'=%=>6a‘=

Avec le rapport de rayons : R"@" = Rw'=> R"déa" = Roa'
. R R
Travail du couple : 67 =Cdoa"=C—da'=C——0x
R R'R'

Lagrangien : L = %(M +4M )i —(M +2M ') gxsin 6

— _(8LJ (aLJ ' |(M+4M )i+ (M +2M ) gsing=C—1—

ox ox

Sx

[

T= Z[—ch-i- a)IG Jet V = Const ol

solides

TDisque =7

(pz(2r) 21)(2r)* (prrt)?

T ucelie =%m(L9)2+%IZ(d+9)2 avec [, =

2
2 2 . .
T L MR 5oy lm(LG') +lﬂmr2((¥2+02+2d€)
2 2 2 214
2 2
doL_dL_ =0 MR G am2é+ 2 b 42 i = M@©) = MR
dr 96 06 2 7 7
ia—L—a—L =0: 42mr2d+42mr25=0 = @+6=0
dt d& Ja 14 14

6’2

31 7
—m— avec m= p71'7r
7 2

Jé:M(e)
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24.1.E=T+V
= = 2, \2
T=T, +T2=£1c7).10.c7)j A Llm2lal, o _ LML 02+lm(L9)
2 fige | 2 2 2 3 2
£
=0 masse ponctuelle

e T )2

\%4 :Mggsin9+mgLsin0+kTA

. O-7,)
E:%(m+%)L202+(%+m)Lgsin0+kTA

72 . " o .
2. E=E, =k? est une intégrale premiere de I'énergie

3. Théoreme de la résultante cinétique appliqué sur le projectile uniquement.
dR
dtg - Z Feo

mLE = Ng—mgcos@

La condition pour que le projectile quitte la nacelle est donc :
f<-Lcoso
L
11 faut donc que la décélaration de la nacelle soit inférieure au poids de Super Canard.

4. Si@= %, la vitesse a la sortie de la nacelle (et donc celle du projectile) vaut :

2
. kl—(%+m)Lg£—£7r2
vo=L6 =L 8 21 M 23
“(m+ L2
2 3
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25.a) O_Glszx+yTy;E=)'ch+)7Ty

1 1 mR?
T, == m (12 + j?) +———¢?
1 > 1( ) 2 %
—_— — = . -] — A - A AP
Ve, =V, +61, ><(5s1n9]7—Ecosﬁly):(x+59cos6)lx+(y+5t9s1n6)1y

Lo P 126
Tzzam2 x2+y2+262+19(ys1n9+xcost9)+7

1 o : s . h26?
E:En% X2+ y2+1260%+2160(ysin @+ xcos 0) + D
V=(m+m,+ - il

=(m , +m3) gy — gl cos 6( 5 +my)

L=%()'c2+y2)(ml +m, +mg)+%1292(%+mg)+%lt9'()')sin0+5ccos9)(m2 +2my)

ImR? 1 h26? my
+———@*+— —(m +my + + glcosO(—=+m
2 2"7312(1 , +1m3)8y + & (2 3)
Contraintes:
X ox
==+ =(0y-—=0
Y 2 cosa ©y 2 4
Los &,

S —1
constant avec 1ga= 2

Roulement sans glissement :

\/§§x
+ =0
(Gp+——=04
I 1. A 524,
s(my +m, + +—10cos@——10%sinf =——+—+=
x:(my+my +my)X > cos 5 sin R

y:(ml+m2+m3)y+%léSin0+%1920050+(m1+m2+n73)g:31
j 26 +2 ¥ sin @+ X cos @ — x0sin 6+ yfcos O

0:("2 wmprd+m 291 L (my +2m;)(§ i P y 1,

? 122 | +6(isin6— ycos )+ glsin &

| mR?

(/’ZET(/’=/12

sk
¢):__

2R

y=

hd
2
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b) Contraintes:

y=R
Roulement sans glissement :
ox
op+—=0)1
(op R )

Potentiel Ressort :
_ k(x—R)? o a(-V)
oq;

1

Vv =k(x—R)

x:(m +m, +m3)}é+%lécost9—%lt9'zsint9+k(x—R) :%

.. 26 +2 ¥ cos @ — x@sin @
0+ ("2 4 126+, 20 4 Ly| 72+ 2 Wsin6)| _
2 12 2 | +6%sin@—glsin @

mR?

=1

(p‘l
2

2
poi
R
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