DYNAMIQUE DES SOLIDES ET DES SYSTEMES

= LE PENDULE DOUBLE

= LE SYSTEME DE 3 BARRES



LE PENDULE DOUBLE OU COMPOSE

lécanique Analytique

=» Etude du mouvement, dans le plan vertical, de deux barres pesantes,
homogénes, identiques, de masse m et de longueur l,

=2  OA (solide C,), fixée au point O
=> AB (solide C,), articulée a OA en A
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] A » PENDULE DOUBLE — THEOREMES GENERAUX (1)

lécanique Analytique

=> Forces extérieures agissant sur le solide C, : KO 9K2] ,mg

> Forces extérieures agissant sur le solide C,: R ,mg (R =-R))
= 6inconnues: R ,R ,R ,R ,0,0

=» Considérons le systéme constitué des deux solides C, et C, :

=> vitesses des centres de masses G, et G, :

vV, = gél(coseli +5in0 1)

v. ={ KO cos0 + 92 cosezj 1+ (91 sinQ + 62 sin@zj 1}
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oou Vi » PENDULE DOUBLE - THEOREMES GENERAUX (2)

lécanique Analytique

=» Théoreme de la résultante cinétique :

%md@l cos® —0'sin0 )+ métez’cos 0 — %sin Ozj R

Ox

%mK(GI sinO + 0’ cosO )+ mf(ezzsm 0, + ez’cosezj =R, —2mg

=> Moments cinétiques en O des solides C, et C, :

M, = mé{@l(l + %cos(@l — 92)) + 6(; + %cos(@l —~ GZ)H 1




PENDULE DOUBLE - THEOREMES GENERAUX (3)

lécanique Analytique

=» Théoréme du moment cinétique

2
m3€ 0, + mﬁz(él(l + %cos(e1 - 62))) —iéf sin(0, —0,) + éz(§+ %cos(e1 - 62)) + %6; sin(0, - 0,)) = —%mgf sin 9, —nggsin 0,

=> Considérons le systéeme constitué uniquement du solide C,
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J 24D PENDULE DOUBLE —- THEOREMES GENERAUX (4)

lécanique Analytique

=>» Théoréme de la résultante cinétique

(.. o 0 0 .
m/| 0 cosO —0’'sin0 + 22s1n62 =R _
\
(4 N 0, . 0:
m/| 0 sin® +0 cos® + 2’ cosO, (=R _—mg
\

=» Moment cinétique en A

M = %9 1 +%9 cos(0 —6)1

A

=>» Théoréme du moment cinétique

%e +ﬂe .cos(6, — 06 )—%9 sin(6, -0 )——nggsinQ
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J D4, » PENDULE DOUBLE - METHODE DE LAGRANGE

lécanique Analytique

=> Fonction de Lagrange

L = %mée +%6 +;m€69 cos(0 -0 )+;mg€c0s9 +;mg€cost

=> Equations de Lagrange

gmﬁél + %mé’éz cos(0 —0 )+ %mézéj sin(0 —0 )+ %mgé sin0 =0

%6 +;m69 cos(0 -0 )—1m€9 sin(6, — 0 )+1mg€s1n9 =0



J ola » ) LE SYSTEME DES 3 BARRES (1)

lécanique Analytique

=» Considérons 3 tiges pesantes, homogénes, rectilignes, de masse m, de longueur 14

¥

o C' C x
=> Nous n'avons que 2 degrés de liberté indépendants entre eux : 91 et 92
=> Par exemple :
sin@ = —sin® —sin0

cos0 = () \/1 —(sin® +sin0 )’

=» Utilisons 7 coordonnées de Lagrange généralisées : 0 ,9 ,9 'X L,V ,X,¥



LE SYSTEME DES 3 BARRES (2)

lécanique Analytique

=» Ily a 5 restrictions, holonomes :

/cosO =x —gcosez
: l . y

/sin@ =y, —Esmez 1
X +£cosez =X —gcoses ”

2 2 ;

4 4 |

+ —sin@ =y — _sin0 0 x
Y. "5 =Y., :
14

+—sin@ =0
Y, 9 3



o,
J el D APPLICATION : LE SYSTEME DES 3 BARRES (3)

lécanique Analytique

=» Nous devons introduire 5 multiplicateurs de Lagrange A ,A ,A ,A A,
A (—/sin0 60 —ox, — gsin 0.060.)=0
A, (£c0os0 .00, -0y, +-¢c0s0,00,)=0

A (Ox, — gsin 0,00, —ox, —gsin 0.00,)=0

A, (Oy, + gcos 0,00 —9dy, + gcos 0.00)=0

A Oy, + gcos 6.00,)=0

=> L'énergie cinétique et I'énergie potentielle deviennent :

Imé . 1 Imé . 1 1 me .
T=—- O+ -—m(X +y)+— 0+ -—mX +y)+—
2 3 Oty Ay L S mE YIS

62

mg/

V=—7-sin0 +mgy +mgy,
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)4 L) LE SYSTEME DES 3 BARRES (4)

lécanique Analytique
B

> = 12 équations a 12 inconnues beaucoup plus simples, plus courtes
... que les 2 équations a 2 inconnues pour les 2 degrés de liberté !

%él = —nggcosQ — A lsin® +A /cosO
%é —_— gsine + A gcose —A gsine + A gcose
120 2 2 2
%é = —A gsinO + A gcos@ + A gcos@
12 2 2

mX =—-A +A

mX =-A

my =—-mg—-A +A
my =—-mg—A +A



