PROBLEMES PARTICULIERS DE LA DYNAMIQUE DU
SOLIDE

lécanique Analytique

= Mouvement d’un solide autour d’un axe fixe

= Mouvement d’un solide autour d’un point fixe

=> Planimeétre a hachette de Prytz

=» Théorie du Cerceau

=> Applications : gyrostats et gyroscopes




J Jla’TH MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN AXE FIXE (1)

lécanique Analytique

=» Solide mobile autour d'une droite fixe d (support de la rotation
instantanée ® )

=» 0etO, = deux points de la droite, [00,|=n

= OXYZ = axes absolus, 0z=d , plan OXY passe par G

=> Oxyz= axes liés au solide

=> Probléme a un degré de liberté, coordonnée de Lagrange : o=xox

1, =cos@l_—sin (piy
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MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN AXE FIXE (2)

lécanique Analytique

=» R, etR,= réactions de liaison de composantes (X, Y, Z), (X,,Y,Z,)
=» Coordonnées du centre de masse : (X;,Y,0), (XY e0)
=» Résultante cinétique (axes OXYZ) :

R=Mv,

Vg = GO x® = —oY 1, +0X 1,
R=-MoY_, 1, + MoX_1,
dR _F,R, +R,

d
—Md—t((DYG)zFX+X+X1
d
M- (0X)=F, +Y+Y,

0=F,+Z+ 71,



MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN AXE FIXE (3)

lécanique Analytique

=» Moment cinétique au point fixe O :

| |

M =

(1]

0 ®

M, =a(,1,+1,,1, +1,,1,)  (axesOxyz)

M, =o(J,1+J,1,+J,,1) (axes OXYZ)

I.,=J,=Cte=1,

=m,, s'énonce dans les axes absolus



MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN AXE FIXE (4)

lécanique Analytique

=» Dans les axes absolus : m,, =M

MR,O =(

M, ,= 00 xR, =-hY,1, +hX,1,

d d

d—t(J13C0) = d—t(—PXZ(D) = MX — hY1

d d
E(Jnﬁ)) = a(_PYZO)) = MY + th

d d
E(J%CO) = E(IZO‘)) = MZ




MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN AXE FIXE (5)

lécanique Analytique

=» Dans les axes liés au solide : équations d'Euler

Mg, o =(hX;sinp—hY; cos®)1_+(hY,sing+hX, coscp)iy

I, ‘:l—‘f ~1,,0° =M _+h(X, sinp-Y, cosp)

L, (:1—(:_) +1,,0° =M, +h(X cosp+Y, sin)

do
133E+O=Mz(= M,)



APPLICATION A UN SOLIDE PESANT (1)

lécanique Analytique

Horizontale

=> Axes absolus : axe de rotation Z et plan (X,Y) ou se meut le centre de
masse G du solide. X est une horizontale.

=> Axes relatifs : Z =z, OG =y, x perpendiculaire a y et z
0G= —asingl, +acospl,

mg =mgeoshl, —mgsindl,




) M 00D APPLICATION A UN SOLIDE PESANT (2)

lécanique Analytique

: d’
=» Equation du mouvement : I, 2=m,,
dtz s
A Y(verticale ascendante)
// \ m, = amg(—sin ¢ cos @1, —sin ¢sin ¢1, —cos $psin p1,)
o __» x(horizontale)
@/ ‘ I 91,
4 2
e I, d ® — _amg cos ¢sin ¢
dt
mR6 = —mg sin 0 §))
) . amg cos § | .
mRO” =-mgcosO+N (2) ¢=——7F—[sm¢
0=B 3) ’

=» Equation du pendule simple de longueur équivalente a :

1
ma

gcosp=g pour un axe de rotation horizontal



o
- 451 MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE (1

lécanique Analytique

=>» Théoréeme de la résultante cinétique : (coordonnées du centre de
masse dans les axes (x,y,z) liés au solide : (a,b,c))

dR-mT_R, +F
dt dt

R=M|(q-br)1, +(@ar—cp)]l, +(bp-aq)l, |

(M(cq br)+p(bq+cr)—a(q’ +r )] Rl O
<M(ar cp)+q(cr+ap)— b(r’ +p )] R O

\M(bp aq)+r(ap+bq)—c(p’ +q )]

> Les équations permettent de déduire les trois composantes de la
réaction de liaison R,



1 -
) ot [ ) MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE (2

lécanique Analytique

=» Théoreme du moment cinétique dans les axes principaux :

axe de précession

z A
A _ P P P axe de rotation propre Z
M, =Apl, +Bql, +Crl, K 9
| P
=> Equations d'Euler : \'/\ v
Ap+(C-B)gr=m,,
Bq+(A-C)pr=m,_, \ //‘_/f\,»'jé I
Ci+(B-A)pg=m,,, 1o ,
: AT
=» En fonction des angles d'Euler :
2
- . N 1
p - (P Sin 9 Sin \V + 9 cos \ll X axe de Zutation

Jq=@sinOcosy —Osiny

r=0pcosO+vy

=» Ces équations permettent de déduire le mouvement du solide. On se propose
de déterminer p, q, r et ensuite les angles d'Euler 0,¢,y.



M 4 MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE (3

lécanique Analytique

=>» Théoréme de 1 ’énergie cinétique : T+mgz . =Cte
g q G

=» Si point fixe = centre de masse :

=» Théoréme de la résultante cinétique :

dR-MmTe_F 4R,
dt dt
§0=_E




PLANIMETRE A HACHETTE DE PRITZ (1)

lécanique Analytique

=» Solide plan de masse m
=> schématisé par une barre rectiligcne AB
=> pouvant se déplacer dans son plan horizontal x,y
=> la vitesse de A est constamment paralléle au vecteur AB

l-a a




J MDD LE PLANIMETRE A HACHETTE DE PRITZ (2)

lécanique Analytique

=> Coordonnées de Lagrange : coordonnées (x,y) du centre de masse G
et I'angle 0 entre la barre et I'axe x.

=» Coordonnées pas indépendantes: V = ABA

N X —a0sin® = A/cos0O
y+2a0cosO=A/lsin0

=» Contrainte non holonome :

Xsin®-ycos0—-af=0 (1)




o
oou Vi () PLANIMETRE A HACHETTE : THEOREMES GENERAUX

lécanique Analytique

> R= composante horizontale de la réaction de liaison en A et k le
rayon de giration du solide par rapport a son axe central
perpendiculaire au plan x,y

=>» Théoréme de la résultante cinétique :
mX =-R sin0 (2)
my =R cos0O 3)

=» Théoréme du moment cinétique :

mk'0=aR 4)




PLANIMETRE A HACHETTE :
MULTIPLICATEUR DE LAGRANGE

lécanique Analytique

= (1) peut s'écrire souslaforme: O x sin 6 — 0y cos 6 — adb

2

e’ 2

m , . mKk
=> L'énergie cinétiqueest: T = 2—(X +y )+ 5

=> Les équations de Lagrange modifiées par le paramétre A sont :

mX = A sin O
my = —A cos O
mk 6 = —al



lécanique Analytique

=>» Soit un disque :
=>» homogéne
=> pesant
=> lié au plan horizontal Oxy

DISQUE ROULANT SANS GLISSER SUR LE PLAN (1)

=> Cinq coordonnées généralisées : X,y,(,0,y
1 =cosO (—sinpl +cos@l)—sin61
1 =-cospl—singl
1 =sin 0 (-sin@1 +cospl)+cosO1

G(x,y,Rsin@)



UL

lécanique Analytique
I

RELATIONS ENTRE Gx’y’z’ et Oxyz

4
|
Y
Z’
- G G(x,y,Rsin0)
Y IR
=
I
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J o 4ND DISQUE ROULANT SANS GLISSER SUR LE PLAN (2)

lécanique Analytique

=» Les axes G x'y z ne sont pas liés au solide
= Nous avons : ® = —(sin OTX, + OT +(\y + @cos0) T
2 IestleC.LR.: Vv =0

=> Deux liaisons non holonomes :
x—R (y + ¢cosB)cosp+ ROsinOsinp =0 (1)
y—R(\i/+(pc0s9)sin(p—ROsinOCOS(p:O (2)
= 1l faut introduire les 2 multiplicateurs de Lagrange ), et :

A (8x — R cos p(Sy + cos 03¢p) + R sin Osin ¢50) = 0
A (8y — Rsin ¢(8y + cos 83¢p) — Rsin 0 cos 50 ) = 0




- - )
)l » DISQUE ROULANT SANS GLISSER SUR LE PLAN (3)

lécanique Analytique

=>» La fonction de Lagrange est :

L= ;m (X’ +y' + R0’ cos’ 6)+ ;A (92 + ¢’ sin’ 6)+ ;C (\i! + (pcosE))2 —mg R sin 0
=> Nous obtenons les 5 équations de Lagrange :
mx—A =0 (3)
my—A, =0 4)

% (A(psinz 0+ CcosO(\ + ¢ cos 9))+ A RcosOcoso+ A RcosOsingp=0 (5)

%(mRZG cos’0+ AB)+ mR’0’sinBcosO — Ap’sinOcosO + Cpsin O(y + ¢ cos 0)
+ mgR cos0—A RsinOsing+ A RsinOcosp =10 (6)
C%(\i;+¢c0s9)+},]Rc0scp+7»2Rsin(p=0 (7)

=> Les 7 équations (1),(2),(3),(4),(5),(6),(7) constituent un systéme a 7
inconnues x,y,,0,y,A et




PLANIMETRE A HACHETTE :
MULTIPLICATEUR DE LAGRANGE

lécanique Analytique

= (1) peut s'écrire sous la forme : 3xsin6— dycos0—ad0 =0

m mk’ .
> L'énergie cinétique est: T = ?(X + y2)+ Tez

=> Les équations de Lagrange modifiées par le paramétre A sont :

mX =Asin0
my = —A cosO
mk’'0 = —al




J AL 30D GYROSTATS (1)

lécanique Analytique

gyrostat : solide de révolution, en rotation autour de son axe central
principal d'inertie de révolution.

() : vitesse angulaire constante du gyrostat par rapport au solide.

->
=> Vv :vitesse d'un point Pl? du gyrostat due a sa rotation par rapport
au solide.




o,
I 1 GYROSTATS (2)

lécanique Analytique
B

=» Résultante cinétique et moment cinétique dus uniquement a la
rotation gyrostatique par rapport au solide :

R =[.dm'v =M'v_=0

M =GP x(dm'v')=TQ

= oul est le moment central d'inertie du gyroscope par rapport a I'axe {2

=» Résultante cinétique de tout le systéme :

R=/vdm+/[, . vidm'=[vdm

R=R

=» La résultante cinétique est donc la méme que le gyro tourne ou ne
tourne pas.



o,
I 71 s GYROSTATS (3)

lécanique Analytique

=> Moment cinétique de tout le systéme au centre de masse G :

M =GP xvdm+],. GP' xvdm’

fo GP' x v'dm' =[,, GG’ x v'dm'[,,G'P' x v'dm' =T'Q

=> Le systéme de vecteurs V. dus a la rotation du gyrostat est équivalent
a un couple constant I'Q

M =M_+TI'Q

ou M _représente le moment cinétique de tout le systéeme lorsque le
gyrostat est immobile (Q 0)

= La rotation du gyrostat ajoute donc le terme ['QQ  au moment
cinétique du systeme a gyrostat immobile.



| B P |
L I » GYROSTATS 4)

lécanique Analytique
B

=>» Théoreme du moment cinétique :

M -9M +%ra-m,
dt ° dt ' dt

iI"Q = iOH - oxOH = ox['Q

dt dt

dM _
“=m +I'Qxo
dt '

=>» Lorsque dans le mouvement d'un systeme, le gyrostat est mis en
mouvement, tout se passe comme s'il s'ajoutait aux forces extérieures un
couple fictif (c-a-d, non réalisé par des forces extérieures données) :

—

le couple gyrostatique :

I'Ox»



o,
I 71 s GYROSCOPE

lécanique Analytique

=> Solide suspendu de maniére a pouvoir s'orienter librement en tournant a
grande vitesse autour d'un axe principal d'inertie.

=» Soit un gyrostat tournant librement autour d'un axe a la vitesse angulaire Q
passant par le point fixe O et on lui applique au point A de 1'axe, une force f

constante —1‘ I
—d c=m = QAxf
dt

=» Axe de rotationﬁ tourne autour de I'axe OZ dans le sens du moment de f



LA BALANCE GYROSTATIQUE

lécanique Analytique

“a
ﬁ G a Q
X

['Qw = Mga

Mga
rQ




[ILB COUPLE GYROSTATIQUE (1)

lécanique Analytique




COUPLE GYROSTATIQUE (2)

lécanique Analytique
I

- Couple
3 gyroscopique




ULB COUPLE GYROSTATIQUE (3)

lécanique Analytique
I

s

Im

+.° 11
Balanced
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no turning
torque,
Tma
-
L F 3
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LE GYROSCOPE COMME STABILISATEUR

lécanique Analytique




LE GYROSCOPE COMME AXE DE REFERENCE

lécanique Analytique

1 Equinox



LE SEGWAY




LA » ) LE GYROSCOPE DANS LE FUTUR

lécanique Analytique
B




