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=> Equation du mouvement en chaque point p,

mhah ZFh ZFh+§e,h-I_Fi,l1_|_§i,h <:>Fh_mh5 =0

e, h

=> Appliquons a ces conditions d'équilibre généralisées la méthode des
travaux virtuels :

=> On associe a tout pointP, (¥, =9,(q;--4q,,t)) un déplacement virtuel

5%, =Y. %, 5q,

i=1 .
i

=» On choisit ces déplacements en respectant les liaisons pour que
les forces inconnues ne travaillent pas
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N J—
= On calcule le travail virtuel : 8t=) (F, -m,3,).5%, =0
h=1

=>» On exprime ce travail virtuel en fonction des coordonnées
généralisées

N _ i=n 6611 n N B 8611
8T=Z(Fh_mhah)z aq 0q; =Z(Z(Fh_mhah) q )oq; =0
h=1 i-1 0q; i

i=1 h=1 a

=>» On déduit pour les n coordonnées indépendantes (; les n relations
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0(|>h

i

l

Mz

h=1

2 Q, est le coefficient de 0q, dans le travail élémentaire effectué par les forces lors
d'une variation de 8q,

=>»Si les forces dérivent d'un potentiel :

Ot =-0V
. N__ N_1=na— nN_a—
T = Z RUTES ZFh a(ph 0q; = ZFh a(ph 0q;
h=1 h=1 i=1 i i=1 h=1 i
n n V
= ZQiSqi = a—sqi
i=1 i=1 aql
— Qi — _a_V



EQUATIONS DE LAGRANGE (1)
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> — a@h SET a@h
= Méthode des travaux virtuels : thah . = Z E,.
h=1 8ql h=1 6q1
N a—
Z IIlhah * (Ph — Ql
h=1 8, ,
1N
=> Energie cinétique du systéme : T= _thfh T,
2=

ou 1, = 0,(q 50 q,,t)

N Z a(Ph : a(Ph
qu ot
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=» Calculons I'expression :

EQUATIONS DE LAGRANGE (2)
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EQUATIONS DE LAGRANGE (4)
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B

doT aT _ &V

= — — —
9 - dtoq, Per 0Py,
o d &(T]% BT -V)
= - =0
dt 0q, oq;
car 6_V =0
aq,

=»Si les forces dérivent d'un potentiel :

L(qjaqjat) = T(qj’qj’t)_v(qj) j=1,..




ULB EXEMPLE : LE PENDULE SPHERIQUE (1)
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I

= L'énergie cinétique de la tige : T=-01,.0

=> Dans les axes principaux d'inertie u, v, w : ®=-¢cos61,—01, +¢sin 01,

0 02 0
I,=|0 n;l 0
2

0 0 ml




EXEMPLE : LE PENDULE SPHERIQUE (2)
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_ml (92 +¢7sin’6)
?
6 v _mglcoS 0
. T : | 2
N )
; I’ |
0 ~
N (62 + ¢’ sin 9)+Tgcos9
mg ’

=>» Equations de Lagrange en o :

daI.‘—aL=0:>—a—L—0:>(ps1n9 A
dt op Oo dt o¢
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lécanique Analytique

=> Equation de Lagrange en 0 :

d 8L_8L_0
dtod 00 > ml?
:i[ml 29]—“‘1 ('p22sin900s9+m—glsin9=0
dt\ 6 6 2
2 2
—, ml" 5 _ ml ¢2sin6c0s9+m—glsin9=0
3 3 2
. A’ 3
=>0-————-cosO+— S5ing=0
sin” O 21

=» Théoréme de l'énergie cinétique :

1

2
ml (92+(p sin” 0) — 2g cosO=E

A2
— ~35c0s0= 62
sin“ 0 1 ml

0% + E
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> Les équations de Lagrange ne sont plus valables quand il existe p relations
holonomes entre les n coordonnées généralisées :

(I)i(ql 9oy qnat) =0 i= 1,...,p
=» Différencions ‘virtuellement’ ces équations :
Z o, 8q,=0 i=1,..,p
j=1 an

=» Multiplions chacune de ces équations par un multiplicateur A, correspondant et
sommons sur ’indice i :

p
Z Zaq 8qJ_O

i=1 j=1 j

=>Comme : d or _or -Q,=0 j=1..,n

dt 0q; Oq;

d T oT
~7—-Q,)8q,=0
Z(dta o,V
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1 d o oT
i : ( T —-Q;)dq; 7” l —0q;=0
=» On obtient < Ydtaq, oq, . le: oq, j
5 d oT oT P 0
AL _q,-31,Piysq, =0

=>» Les équations de Lagrange modifiées deviennent :

d oT oT b, 09,
—_ =Qj+z7\-i (I)l
dtdq; Oq, i 0q,

=» Dans le cas ou les forces dérivent d’un potentiel :

p
d oL oL <, o,

dtoq; oq; 5o

=>qui constituent avec les p relations, un systéme de (n+p) équations a (n+p)
inconnues q, ..., 5 Agy ooy kp



MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE (3)
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=» Cette méthode peut aussi étre appliquée pour des liaisons non-holonomes mais
linéaires en les ('lj

. = a 1 .
= Au lieu de iEqu =0 i=1,...,p
j=1 aqj
> Nous avons ), 2;0¢; =0 i=1,...,p
j=1

=> Nous obtenons des équations analogues a celles qui précédent sauf qu’ici :




