J Sl » ) MOMENTS ET PRODUITS D'INERTIE

lécanique Analytique

=» Moment d'ordre n :

= Ordre0: M = Ide Masse totale du systéme

=» Ordrel: Mx = ijidm Coordonnées du centre de masse
= Ordre?2: j r’dm Etude de 1'énergie cinétique d'un solide
D

en rotation autour d'un axe fixe.




ENERGIE CINETIQUE D’UN SOLIDE EN ROTATION
AUTOUR D’UN AXE FIXE

lécanique Analytique

1
T=E vidm avec v=or

= %Iwzrzdm

=%0)Zj.r2dm




MOMENTS D’INERTIE (TABLE 1)

lécanique Analytique

TABLE D/4 PROPERTIES OF HOMOGENEOUS SOLIDS
(m = mass of body shown)

BODY MASS MASS MOMENTS
CENTER OF INERTIA
I, = dmrt + fomi®
Circular A i s
Cylindrical — L, = g + gl
Shsll I, = mr?
Ly =1y
= mr® + gml®
Half Lex, = Loy
Cylindrical x= & =L 4 Imi®
Shell % Sl
I, = mr®
I, = (1 - 5—2) mr®
I, = tmr® + fgmi®
il & )
g;'iinde: = =0 e l?
1. = dmr
Ly=1L,
=ime? + T"-‘:I;m.i"z
4 Itlf\ o f)’:n
+ . _ r
Semieylinder x = I = }m,.z + &m{t
da= %mr2
= 1 16
L= (3 - 9) ™
I, = &mia® + %)
Ly, = fm? + 1)
Rectangular o I, = Smia® + 5%
Parallelepiped :
Iy, = tgmb® + ymi®
Iy, = 3 + 1)




MOMENTS D’INERTIE (TABLE 2)
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TABLE D/4 PROPERTIES OF HOMOGENEOUS SOLIDS Continued
(m = mass of body shown)

MAss | MASS MOMENTS
BODY CENTER OF INERTIA
Spherical :
- “hell 5 L = fur®

L . ot - = Bl
g @ Hemispherical za r ly=ly=Ig= 5""
‘v Shell 2 }.v_v =7, = Em?

Sphere — 1, = 3mr?

e
: — e 9 Ly =1y = I, = §mr®
\ Hemisphere ¥ == % = 2
i ‘¥ 8 L, =1, =&mr
ks
| R £
T2 | =1 42
— Uniform B g
; G Slender Rod Ly, = dmi?




MOMENTS D’INERTIE (TABLE 3)
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TABLE D/4 PROPERTIES OF HOMOGENEOUS SOLIDS Continued
(m = mass of body shown)

MASS | MASS MOMENTS
BODY CENTER OF INERTIA
F=5 M- T, X
Quarter- . Lo =1Ly = gmr
Circular Rod - 2r I = mr
= 5
§
I = %mu2 + T]’Q.m!""
Eliiptical Ly = gni® + fyml®
Cylinder I s qlm[a"{ 5%
Ly, = jmb? + ymi®
I,, = mr* + jmh®
S o, B
Conical _ 2% Ly, = tmr® + gmh
Shell B8 L. = lmr®
|_'_,._,. = %mr2 * 1—;.-}1?1“
Ly = Ly
= + fmh®
& 4r =3
Half = L, = Loy,
Canical A+ tmb®
Shell ;o2 ! "
3 I. = im?
= 116
o =g "2) mr?
Iy = %mrz + gmhg
Right- e Ly, = smr? + fgmh?
Cireular T P
Cone L. = fmr”
I_D. = é"{,?’-“i\i"2 + %mhz
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MOMENTS D’INERTIE (TABLE 4)

TABLE D/4 PROPERTIES OF HOMOGENEOUS SOLIDS Continued

(m = mass of body shown)

MASS MASS MOMENTS
BODY CENTER OF INERTIA
Iy = I,
= 2%?’&'!'2 + %m}:a
i e 5 | \ ¥= i Illl'! = !."L"I
Vg \,  Half Cone i 3 2
) _____..h-""",\' ;_ﬁ = ggm +1Jamh
* » ¥ 4 L= %a”‘“’z
= 3 1 4
I, = gmib? + ¢%)
Ly, = im@® + ¢4
Z = % I, = ﬂml’az + b9
.= émtbz + ,l,—?‘cgi
jm_ = %mta2 + %gcz}
I, = tmb® + dme?
I, = gma® + fme*
Elliptic -_ 2 Y2 2
) -2 I, =4
Paraboloid $=3 = 580
T = gmb? + X2
e ?_‘_,, = im(a® + 4%
* Iy = fmb® + %)
- n .
J F=3 I, = mia® + ¢&)
G fi:g - Rectangular - i L. = fymia® + b
- o " Sl Tetrahedron ¥y I, = &mb* + &
_‘.i, 2 i 1, = %ntﬂz + %)
b 4 = 4 B y
y I. = &mia® + b%)
z
m
2 4 4p? 1. =1L, = mR? + Bma*
Half Torus  |% = < 2% = r

I. = mR® 4 %maz




EFFETS DU MOMENT D’INERTIE (1)
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EFFETS DU MOMENT D’INERTIE (2)
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MOUVEMENT DU SOLIDE ET DE SON CENTRE DE MASSE
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Center
of
mass




J ML 5D MOMENTS D'ORDRE 2 (1)
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=» Moments du second ordre par rapport aux plans de coordonnées :

yz Xy

I,, =[x’dm L, =|ydm I, =[z'dm

= Moments d'inertie du systéme, par rapport au trois axes coordonnés:
9

Ixzj(y2+zz)dm Iy=J‘(zz+x2)dm Izzj(x2+y2)dm




J i, D MOMENTS D'ORDRE 2 (2)
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2 Moment d'inertie par rapport au point0: I, = I(xz +y'+z")dm = IOPzdm

2 Produits d'inertie : ny = Ixydm

P, = jyzdm

P, = szdm

< Relations entre moments :

I, =1,+1,

I =1 +1
y yz yX

1
Io=1,+1,+1, ZE(I" +1,+1,)
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TENSEUR D'INERTIE

y . . ’ 33
T = j x x'dm mais I =T +T
=» Tenseur d'inertie : % = J' (x'x'8% —x*x") dm
(systéme)
21 22 23
I"=—P, 12 =1, 1*=—P,
I31 — _PZX I32 — _sz 133 — IZ

= Dans une autre représentation (x) : [ = ociL OL;l I avec

!



EXEMPLE DE CHANGEMENT
el ) DE SYSTEME DE COORDONNEES
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=> Rotation d'angle 6 autour de l'axe z :

(o ° = l= 1 1=
X =Xc0s0+ysin0O cosb  a,=sinb o, =0

—sin® o) =cos0 a:=0

=0 a,=0 a; =1

V.

a

' ° a
y =—xsin0+ycos6

(0

1
1
2
1
3
1

7 =17

I =T" =ajo;I" = cos” I +sin” O +2sin 6 cosO(—P,,)
I, =1* = ajo;I" =sin” O, +cos’ 61, —2sinBcosO(-P,,)

— P;y =1 = ailailij =sin O cos e(Iy — IX) + (COS2 0— Sill2 9)(—ny)
2P

=P =0 si tg20=—2
N . -1

X



INTERPRETATION GEOMETRIQUE DU TENSEUR

4 1) D'INERTIE - ELLIPSOIDE D'INERTIE (1)

lécanique Analytique

->
->

Tenseur d'inertie 1" = tenseur du second ordre, symétrique

A tout tenseur symeétrique du second ordre, on peut associer une
quadrique équation.

I'X'X' =1
Une quadrique admet trois axes de symétrie orthogonaux, appelés
axes principaux d'inertie, au point considéré. Si on utilise ces axes :
! (Xl)z 422 (X2 )2 M EE (X3 )2 —1

Les trois coefficients de 1 équation de la quadrique sont positifs, la
quadrique est donc un ellipsoide.




VARIATION DES MOMENTS LORS D'UN DEPLACEMENT
PARALLELE DE L'AXE - THEOREME DE STEINER (1)

lécanique Analytique

=> Examinons le rapport qui peut exister entre les moments du second
ordre en un point arbitraire O et ceux au centre de masse G du
systéeme.



IR, F_)- VARIATION DES MOMENTS LORS D'UN DEPLACEMENT
o) 4D  pARALLELE DE L'AXE - THEOREME DE STEINER (2)

lécanique Analytique

=> Désignons par :

=>» (x) les coordonnées d'un point dans le premier systeme

= XY]les coordonnées du méme point dans des axes paralleles ayant
pour origine le centre de masse G (axes centraux)

=> (a)les coordonnées du centre de masse G par rapport aux premiers
axes.

=x =X'+a'
19 = [ {(X +a')(X' +2)5% —(X* +a°)(X" +2°)}dm
= [(X'X'8° - X“X")dm + Ma’5** —Ma‘a’ +25*a’ [ X'dm —a* [ XPdm —a® [ X"dn
= I(XiXiS“ﬁ - X*X")dm + Ma’8*™ —Ma*a" (car IXi dm = 0)

= IP =12 + M(a’5* —a*aP) m— Id — Idl + M(ddl)2




U' | .[¥? VARIATION DES MOMENTS LORS D'UN DEPLACEMENT
o) &i48D  pARALLELE DE L'AXE - THEOREME DE STEINER (3)

lécanique Analytique

=> Le moment d'inertie par rapport a un axe d vaut le moment d'inertie
par rapport a un axe central d! parallele, augmenté de la masse du
systéme multipliée par le carré de la distance séparant les deux axes.
Il en résulte, en particulier, que de tous les axes parall¢les entre eux,
c'est I'axe central d'inertie pour lequel le moment du systéme est le
plus petit.



EXEMPLES ET APPLICATIONS (1)
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B

“P(xy)

=> Rectangle homogéne (p=1) de cotés aetb :

_ ) _pealz e4b/2 _Mb2
L —PII y dxdy —pj_a/zdx b2y dy = 12
2
I, = Ma
12
P, =0
> Ellipse centrale d'inertie :  %+%, =1
1pse c¢ : T T v
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=> Au point A : I, =1,

> Ellipse d'inertieen A : X ,4Y __ 12

a> b’ Ma’h?

=> Au point B : 1§=1X+M:2 _Mp’

3

Ma’
ITI =1, = 3
Mab
P&n = pﬂ xy dx dy = 1

=» Ellipse d'inertieen B: b&'+a™’ —%ab§n=

3

M

EXEMPLES ET APPLICATIONS (2)

A

“P(xy)

=Y



o,
H4ND EXEMPLES ET APPLICATIONS (3)
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=> Cercle homogéne de rayon R : moment d'inertie par rapport a un axe
passant par le centre et perpendiculaire au plan

I, = p”rz.rdr do = %Rz

=> Couronne circulaire : par rapport a un axe passant par le centre et
perpendiculaire aux axes

R, 2 M / / g
I, =p|, ridr[ d6= - RI+RY) ;o

=» Prisme homogéne : —
Mh’

3
=> Par rapport au plan paralléle a la base, passant par le centre de masse

=> Par rapport au plan de base I =

2
L= Mh
12




EXEMPLES ET APPLICATIONS (4)
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=» Cylindre droit homogéne de rayon R :

2
= Par rapport a son axe de révolution 1, =$

-> Par rapport au plan méridien 1= Mfz

=>» Tore homogéne :

M

-> Par rapport a I'axe de révolution 1,=—"(R}+R})



