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Coordonnées généralisées (rappels)

Mouvement du solide et de son centre de masse

Déplacement continu et déplacement instantané du corps solide
Champ des vitesses

Champ des accélérations

Translation continue, translation instantanée

Rotation continue, rotation instantanée

Mouvement hélicoidal continu, mouvement hélicoidal instantané
Composition de mouvements instantanés

Solide en rotation instantanée autour d'un point. Angles d'Euler
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H4ND COORDONNES GENERALISEES (Rappels)
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B

=> Point matériel # systéme de points matériels

=> Solide indéformable = systeme de points matériels tel que les
distances mutuelles de ces points demeurent constantes dans tout
déplacement.

=> Repérage exact du solide : coordonnées généralisées q,(i=1...,n)

=» Coordonnée vectorielle de tout point P, :0P. =r,(q,---q,)

= Mouvement continu d'un solide OP, =r,(q,(),t) (teft,t,)

=>» Liaisons : p relations entre des coordonnées généralisées permettant

d'exprimer n-p coordonnées q, en fonction des p autres. Il existe n-p
variables indépendantes : le systeme est a n-p degrés de liberté.

Exemples :

le pendule double plan

le corps solide libre

le corps solide soumis a des liaisons
les systemes de corps solides
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MOUVEMENT DU SOLIDE ET DE SON CENTRE DE MASSE
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Center
of
mass
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DEPLACEMENT CONTINU ET DEPLACEMENT
INSTANTANE DU CORPS SOLIDE

= Mouvement continu :

At?
entre t et t+At: Arh— h(t+At) rh(t) v At+ahT+

ou

dr, n Or or,
v, = h_ h h
“h™ dt gl aq q i ot
2 2 2 -
d°r, 61‘ n O°r n O°r n Or,
a it > q. q.+ >, =—(,
h ™ g2 at2 i=104q; ot 4 i,10a;00; 1751 0q;

=> Déplacement instantané : déplacement tangent au déplacement
continu a tout instant de l'intervalle [t,.t,]




CHAMP DES VITESSES ET DES ACCELERATIONS
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Vi

(R)
(mobile)

=» Soient : (R,)=repérefixe Oxyz
(Rl ) =repere mobile Ax,y,z, li¢ au solide
P appartient au solide

® estle vecteur vitesse angulaire

_ _(aoP dOA dAP
. v = = ——| |
=> Nous avons : Y, (dtJ [dtJ (dtJ
(Ry) (Ry) (Ry)
=V, +®X

( ] j + (d_oa) XAP + Ex(dAP}
(Ry) Ry) dt (Ry) dt (Ry)

=a, + EXAP + oox(oaxAP)




THEOREME DE PROJECTION DES VITESSES
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=> Les projections des vitesses de deux points du solide sur la droite qui
joint ces points sont égales.

=» Il est donc interdit de se donner arbitrairement la vitesse de deux
points du solide.




TRANSLATION CONTINUE ET TRANSLATION INSTANTANEE
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=» Mouvement continu de translation :

vtelt,t,]:®=0

=>V,=V,

Il
o

ap A

doA dAP
=| — = — = 0
(Ry) (Ry) (Ry)

=>» Si a un instant ¢<ft,.t,, tous les points du solide ont des vitesses
équipollentes, alors le solide est animé d'un mouvement de translation
instantanée.
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ROTATION CONTINUE ET ROTATION INSTANTANEE (1)
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=» Mouvement continu de rotation :

Vte [to,t1 ]: Jun point fixe A du solide et ® a une direction constante dans R,

=>» 1l existe une droite de points fixes : VB edroite paralléle 2 & passant par A

V,=V, +®xAB=0




) o, 1) ROTATION CONTINUE ET ROTATION INSTANTANEE (2)
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Vv, = ®xAP = ©xCP

N

C_P=Rc0s91(+RsinOTy Lo =01
v, = —~ROsin01_+ROcosO1, c \ y
= R 5
%@ — ®xCP = —Rosin01_+ RacosO1y ; o r
T
>w0=0 5l
a =&xCP + ®x(®xCP) = exCP - (©.®)CP A

= Mouvement de rotation uniforme

o =constante

=V, = R =constante

a =—Ro’l, (centripéte)

=> Si 2 un instant telt,.t], tous les points d'une droite du solide ont une
vitesse nulle, le solide est animé d'un mouvement de rotation
instantanée



MOUVEMENT HELICOIDAL CONTINU ET
MOUVEMENT HELICOIDAL INSTANTANE (1)

lécanique Analytique

=> Mouvement hélicoidal continu pendant [t,.t,]:3un point P
appartenant au solide tel que Vv, est paralléle a (@ qui a une
direction constante.

_ h _
V,=—0 h =pas
T
Ld L4 L L h eyl
=> 1l existe une droite de points ayant pour vitesse : P
z VA
V_Q aralléle a ® ’
- ment relatif

Vo=V, +0xPQ=V, o Y (R) (mobite
- _ = h_ = ’ o
V =V + (DXP =—® + COXPA P x, (R) (lié au solide)

y
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MOUVEMENT HELICOIDAL CONTINU ET
MOUVEMENT HELICOIDAL INSTANTANE (2)
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> Le mouvement instantané le plus général d'un solide est un mouvement
hélicoidal instantané ou, pour un solide en mouvement, si le vecteur ® # 0 ,
il existe pour tout t un point P du solide dont la vitesse est paralléle au vecteur ®

-> A et P appartenant au solide :
v, =k(t)a(t)

<|

p=V,+ ®XAP
OxXAP=v -V,
OX(OXAP)=®x(V, - V,)

_EX(VP -V,) AE

4
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D MOUVEMENT HELICOIDAL CONTINU ET
el MOUVEMENT HELICOIDAL INSTANTANE (3)
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=> Choisissons un point P* du solide tel que : &xv,. =0

e O)XVA — r . ° rye .o . r
=> AP = —— -+ équation vectorielle de I'axe hélicoidal instantané

=> Le mouvement hélicoidal instantané, de direction ® et d'axe passant
par P” est défini. Le mouvement hélicoidal est tangent a l'instant t au
mouvement du solide.




r° MOUVEMENT HELICOIDAL CONTINU ET
AL MOUVEMENT HELICOIDAL INSTANTANE (4)
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=» Cas particuliers :

=  k(t)=0= mouvement a l'instant t est tangent a un mouvement de rotation
= o(t)=0= mouvement a l'instant t est tangent a un mouvement de translation
2> ki)=0ra(t)=0= le solide est immobile a l'instant t

= Discussion des différents cas :

V. +®xAB
) invariant scalaire

VB
=» AetBesolide: v,

= v.o=0= mouvement instantané hélicoidal autour d'un axe passant par P*
> v.o=0Ao#0=> mouvement instantané de rotation autour d'un axe passant

par P*
2 vo=0ra=0Av, 0= mouvement instantané de translation de vitesse v,
2> v.0=0A0=0Av,=0=> ]e solide est immobile a I'instant t




) ot » ] COMPOSITION DE MOUVEMENTS INSTANTANES (1)
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0 Y -
) o ((Ri e
(mobile) mobile y
x O(ixe) Xy (a_)l )Rl ) RO (52 )R2 /Rl 2
=» Soient :

=> un triedre fixe Oxyz (R,

=> un triedre mobile Oxyz(R,) en rotation par rapport au
repere R, avec le vecteur de rotation o,

=> un triédre mobile O.xy.z(R,) en rotation par rapport au
triedre mobile R,, avec le vecteur de rotation o,

=> un solide lié au triedre R,




COMPOSITION DE MOUVEMENTS INSTANTANES (2)
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=» Vitesse relative d'un point A, par rapport au triédre R, :

>

VA,rel = V02 + mZXOZ

=» Vitesse d'entrainement du point A, attaché au triédre R, :

VA,entr = V()l + (DIXOIA

=» Vitesse absolue du point A :

(R) R,)
X, (mobile) (mobile)
(@ )R, / R, (@)R, /R,

Ry

X (fixe) &
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=» Cas particuliers :

=>» Composition de deux translations instantanées :

=> Composition d'un couple de rotations instantanées :

Rotation (R,)/(R,):®, passantpar lepoint O, (v, =0)
Rotation (R,)/(R)):®, passantpar lepoint O,(v, =0)

£l

:—0)1

<|

aans = 0 X0, A+ ®,x0,A =0,x0,0, v,

COMPOSITION DE MOUVEMENTS INSTANTANES (3)

0, Y3
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=» Composition de deux rotations instantanées d'axes sécants :

0

2

COMPOSITION DE MOUVEMENTS INSTANTANES (4)

__ axe central

=> Composition de deux rotations instantanées d'axes paralléles :

VO] = 0‘R1/R0
_ @ =0, + @,
V0z = R,/R 21z i
1 y]
Vaas = 0 X0 A + @,x0,A A O, 22
=®x(0,C +CA)+ ®,x(0,C + CA) 0, J
- ®xCA /@\ o,
\ X C
ou
axe
C est tel que: ©,x0,C+ ®,x0,C=0 central

0=0 +0,



COMPOSITION DE MOUVEMENTS INSTANTANES (5)

lécanique Analytique

=» Cas général :

=» Soit un solide soumis a n translations de vitesses v,,..,v. et a p
rotations de vecteurs o,,..,o,

=>» Nous pouvons considérer le solide comme étant soumis a (p+2n)
rotations : @ ®,,®,.,,= 0, d,,,,~0,, glissant sur leurs axes.
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) o, » ] COMPOSITION DE MOUVEMENTS INSTANTANES (6)
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p
=> Systémes équivalent 2 : une résultante générale : =29

. N P n
-> un moment total au point A : C,=>6xPA+Yv =¥,
i=1 1

N b

=> L'axe central du systéme de vecteurs ®i-®,®0, =00 0= @, Q
I'instant t est une droite de points en lesquels la vitesse est parallele a
la résultante @. C'est 1'axe hélicoidal instantané du aux différentes
rotations et translations instantanées.



ANGLES D’EULER
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B I
Az=n Oxyz : axes fixes
OXYZ : axes attachés au Eolide
@ A
14 : )% »n

[( par ex. la Terre) ]

Oxyz; > Ox,y,z, > 0x,y,2, > OXYZ
R? R v

X1 )



VECTEUR DE DARBOUX DE LA BASE DES ANGLES
D’EULER
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A=z
2 =2

Y V2

= @ =(¢sinfsiny +0Ocosy)l, +(@sinfcosy —Osiny)1, + (7 + ¢gcosd)1,




