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Séries complexes et séries entiéres réelles et complexes
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l.a) wy = uy +ivy, u, = 2,1%1 v, = 3“%1 Zun converge (et est égale a2), Zvn
n=1 n=1
, 3 , 3
converge (et est égale a E) :>Z wy, converge (et est égale a2 + 3i).

n=I1

o0 [o¢]
L.Lb) w, = u, +iv,, u, = % v, = 10%, E u, diverge = E w,, diverge.

n=1 n=1

l.eyw, =u, + vy, uy = n%] v, = E—E E u, diverge = E wy, diverge.

n=1 n=1
_ (14 _ +1m _ 1 - Vi v 1 ;
Ldjw, = (5" =ws| = [Y5-" = 7 :>E lwy| converge, et est égale a5 cal
n=1
> 1 > 1
E ot = pour || < 1, donc E ot =——1.
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Comme E lwy,| converge, E w;, converge absolument.
n=1 n=1
l.e) w, = (@)“ = (cos g +isin 7—6‘) = cos T +isin ¥ = u, + iv, avec u, = cos %,

v = sin 7. E u, diverge, donc E w,, diverge.
n=I1 n=1
On peut arriver ala méme conclusion en utilisant le fait que (wy| =1 = lim w,, #0 (la
n—oo

o0
condition nécessaire de convergence n'est pas satisfaite) = la série E w,, diverge.
n=1
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Il. Remarque : Pour la série entiére réelle E a,x", le rayon de convergence R s'ob-
n=1
tient souvent (mais pas toujours!) par l'une des deux formules :R = lim ! "R =
n—0oo Any1
1 - - .

—— —, acondition que la limite existe!

lim /|a,]
n—oo
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ll.a) a, = - =R = lim =1, pour x =1 on a la série E — qui diverge et pour
n n—oco N n
n=1
(="
= —1 on a la série E ——— qui converge. L'intervalle de convergence est donc [—1, 1]
[e.e]
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ll.b) Posons t = x — 2 =la série entiere E a,t™ avec a,, = # =R = lim (T)2 =1
n—oo

n=1



oo
Pourt =1 (x = 3) on a la série Z — qui converge et pour t =—1 (x =1) on a la série
n

n=1

> _] . 1K
Z qui converge absolument =l'intervalle de convergence est [1,3].
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ll.c) Posons t = x—5 =>la série entiere est E a,t" avec a, = n! =R = lim =0
» n—oo N + 1
n=

La série ne converge que pour t =0 cad x = 5.
an
I.d) a, = n, =R = lim |

n—00 (n4]

| = ltm (n—|— 1) = co=la série converge Vx € R

o . . 3
I e) Série de termes en progressmn géométrique de raison ’1‘—0 =elle converge pour

| | < 1 et diverge pour | | > 1 =intervalle de convergence : | — V10, v10[.

[e o]

n n+1 1

IL.f) P t = x> =série entiér t" =2 =R=lim(so——) =-.

) Posons X’ =>série entiére Zan avec G, = 5.5 = nggo( on ”) >
oo

] 1 1 T ; 1 1

Pour t =35 (x = S_ﬁ) on a la série Z 3 i qui diverge et pour t = —35 (x = _S_ﬁ)' on

n=1
(=" 11
a la série Z o C|LIL converge =l'intervalle de convergence est [—7 \_fz[
o0
Il.g)Posons t = (x — 2)? =série entiére Z a,t" avec ap = (L) =R=—1 =

2n+1 . n
un, Ve

2n+1 = 1
nlggo ;L—'——F] =2 Pourt =2 (x =2+ +/2) on a la série ;(1 + i )" qui diverge
1
car nlggo(] + i) = Ve # 0 (& comparer avec nlwgo(] + %)“ = e% )=l'intervalle de
convergence est ]2 — /2,24 /2|.
n+1 B — <
ILh) ¥/ [u.| = Lot ” :> ltm Vi, = 0 pourx—Tl<1 =la série converge (abh-

oo pour [x —1|>1

solument) pour |x — 1] § 1 et diverge pour [x — 1| > 1. L'intervalle de convergence est
[0, 2]

n+1
Il.i) La série converge pour x =0 et pour x #0 on a !ulj:gi)x)! = bﬂm
lim |un+1 (x)| B { 0  pour [x] <1 ( bornée par la suite #1 qui converge.)
nooo Un(x) | o0 pour [x| > 1 ( suite monotone croissante dés que n > fﬁ)
La série converge (absolument) pour [x| < 1 et diverge pour |x| > 1 =l'intervalle de
convergence est [—1,1]

lll)Pour la série entiére complexe E a,z", le rayon de convergence s'obtient souvent
n=I1
par les formules données au 2) ou |c| désigne le module du complexe c.
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lll.a) a, = (@)“ =R = % Pour |z| = % on a la série Z(

n=1

module du terme général vaut I@ﬂ = I@I%I =1 (la suite ne tend pas vers 0).

z)™ qui diverge car le



=le domaine de convergence (absolue) est le disque ouvert |z| < %
lll.Lb) Comme vu au 3.a), le domaine de convergence (absolue) est le disque ouvert
|z —1i] < %

o
B . i B B n+2

lll.c) Posons Z = z+2 =la série Z a,Z"" " avec a, = m =R = nlw;oél( T ) =4.
n=1

Pour |Z| = 4 (|z + 2| = 4) on obtient la série ch avec |c,| = n+1 —s=elle converge

n=1
absolument =le domaine de convergence (absolue) est le disque fermé [z + 2| < 4.
IS - . . CUnt1(2)) £ Uns1(2) _

ll.d)Pour z = 0 la série converge et pourz # Oona: | u:(‘z) | = FEERNTY, =>nlg120| . (2) | =

0 < 1 =la série converge absolument Vz € C

lll,e) a, = n! =R = lim !—I = 0 =la série converge seulement pour z = 0 =le

n—oco N+ 1

domaine de convergence est {0}.
[o¢]

l1..f) Posons Z = z*'= E a,Z" avec a, = % =R = 1. On aura convergence pour |Z| < 1,
n=1
divergence si |Z] > 1.
o Zn
On va donc étudier la série E — pour |Z|=1:
n

n=1
Pour |Z] =1 et Z # 1, nous utiliserons le critére d’Abel (cf cours 11.4.6) la série s'écrit
[e.e]
Z €,b, avec b, = % ete,=7Z" ona:

1. la suite b,, = % tend vers 0 en décroissant
N N N

Lz =N e N
. o k k-1 _lz(=Z2™)] [1—=2ZN| 2
2. on = Zek - Zz - ZZZ =——— sl =47 < T <5

—la suite (lon]) est bornée.

1
Pour Z =1 la série Z o diverge.

n=1

Conclusion la série E — : converge absolument pour |Z| < 1, diverge pour |Z| > 1,
n
n=1
pour Z =1 elle diverge et pour |Z| =1 avec Z # 1 elle converge (mais pas absolument).

R l i 2"
etour ala série —
n=1 n
Rappel : {z € C;z* = 1} = {1, 1,1, —i}
La série converge absolument pour |z| < 1, elle diverge pour |z| > 1, pour z € {—1, 1,1, —i}
elle diverge et pour |z| =1 et z ¢ {—1, 1,1, —i} elle converge (mais pas absolument).



