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Corrigé séance 5 : Séries numériques

1. (a) Non

(b) Oui, car pour n > 31, on a : sin( 100
n
) > 0

(c) Non, car pour n > 500, on a (100−3n)

2n−999
≤ 0

2. (a) Non, on n’a pas limun = 0

(b) Oui, mais la série ne converge pas (voir 3.g) )

(c) Non, on n’a pas limun = 0

3. (a) Il faut étudier

∞∑

n=1

1

2n+ 3

1

2n+ 3
∼

1

2n
. Or la série

∞∑

n=1

1

2n
=

1

2

∞∑

n=1

1

n
qui diverge, donc la série

∞∑

n=1

1

2n+ 3

diverge.

(b) ∀n ≥ 2, on a n!
n2 ≥ 1

2
. La condition nécessaire de convergence n’est pas

satisfaite : on n’a pas limun = 0. Donc la série diverge.

(c) n! = 1.2.3 . . .n. et (2n+1)!! = 1.3.5.7 . . . (2n+1). Donc un+1

un
= n+1

2n+3

n→∞−→ 1
2
< 1,

donc la série converge.

(d) 1
n(n+1)

∼
1
n2 , donc la série converge.

(e) n
(n2+1)

∼
1
n
, donc la série diverge.

(f ) ∀n > 12, en > n5⇒∀n > 12, on a : n3e−n < n3

n5 = 1
n2 donc la série converge.

(g) sin 100
n

∼
100
n

, donc la série diverge.

(h) un ∼
8n3

13n5 = 8
13

1
n2 , donc la série converge.

(i) Rappel :x− sin x ∼
x3

3!
pour x → 0

⇒ 1
n
− sin 1

n
∼

1
6n3⇒ donc la série converge.

(j) Rappel :ln(1+ x) − ln(1− x) ∼ 2x pour x → 0

⇒ ln( 2n+1
2n−1

) =
ln(1+ 1

2n
)

ln(1− 1

2n
)
= ln(1+ 1

2n
) − ln(1− 1

2n
) ∼ 1

n
donc la série diverge.

4. (a) Pour α 6= 0, 1
αn+1

∼
1
αn
⇒ La série diverge ∀α ∈ IR

(b) Pour α 6= 0, un = n!
αn⇒

un+1

un
= n+1

α

n→∞−→ ∞⇒ La série diverge ∀α ∈ IR

(c) Pour 1
nα+1

∼
1
nα⇒ la série

{
converge pour α > 1

diverge pour α ≤ 1

(d) Pour un =
(

n+α
n+1

)n2

⇒ n
√
un =

(

n+α
n+1

)n
=

(

1+ α−1
n+1

)n n→∞−→ eα−1⇒

la série

{
converge pour α < 1

diverge pour α ≥ 1 et dans ce cas on n’a d’ailleurs pas limun = 0
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5. (a) sin( 100
n
) décroit et tend vers 0 ⇒ la série converge.

(b) ( lnn
n
) décroit et tend vers 0 ⇒ la série converge.

(c) La série n’est pas alternée car a2k = 0. C’est en fait une série à termes

négatifs : c’est la série

∞∑

k=0

−1

4k+ 1
qui diverge.

6. an+bn =
3

(2n+ 1)(1− 4n)
∼ −

3

8n2
⇒

∞∑

n=1

(an+bn) converge. Cependant

∞∑

n=1

an et

∞∑

n=1

bn divergent.

On ne peut donc pas écrire l’égalité car :

On peut écrire

∞∑

n=1

an + bn =

∞∑

n=1

(an + bn) ssi les 3 séries convergent.
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