Service de Mathématiques Exercices d’Analyse
BA2 11/12 Séance n° 11

Séance 3 :Equations différentielles linéaires non homogénes, fonction de

1.

2.

3.

Lagrange

o))

(a) Ylxo;xo,C,f) =cC

(b) Y(wu,c,f)=¢ Vuel

(a) Posons yn = y(x0;xo, ), Yp = Y(x0;%0,0,) et z="1yn +yp.
En suivant nos notations, Z(x) = (z(x),z'(x),2"(x), ..., z™ V(x)).
On a : P(D)z = P(D)yn + P(D)yp = 0+ f = f car lopérateur P(D) est linéaire, et Z(xp) =

(z(x0), 2" (x0), ..., 2™ V(x0)) = Gn(xo) + Uplxo) =T+ 0 =2 (cf 1))
D'oti, d’aprés le théoréme d'existence et d'unicité, z(x) = y(x;xo,C, f).

Remarque Pour connaltre y(x;xo, ), on peut a nouveau utiliser la linéarité de P(D).

n
Posons zp,(x Z ciy(x;xp,€1). On a P(D)zn, = 0 et Zn(xo) Z ciy(xg; xo, €1) Z ciei=¢C
i=1 i=1 i
(cf 1)).

D'oli, d'aprés le théoréme d'existence et d'unicité, zn(x) = y(x;xo, C).

(b) Posons z(x) = y(x — x0;0,C).
On a P(D)z = 0 car ai(x —xo) = a; 1 = 0,1,...,n (les coefficients sont constants) et

zZ(xo) =y(x0 —x0;0,¢) =y(0;0,¢) = ¢ =z(x) =y(x;x0;€)
Application

y"+y=0,y3)=1, y'(3) =2 doncici¢=(1,2) et xo =3. On ay(x;3,¢) =y(x—3;0,¢), donc
on commence par calculer y(x;0, ), la solution de y” +y =0, y(0) =1, y'(0) = 2.

y” +y =0=y(x) = Acosx + Bsinx.

y(0) =A =1ety’(0) =B =2=y(x;0,C) = cosx+2sinx =y(x—3;0,¢) = cos(x—3)+2sin(x—3).
X

Posons z(x) :J €(x, &)f(&)dE.

X0
Pour vérifier que z(x) = y(x;x0, 0, f) nous allons vérifier que Z(xo) =0 et que P(D)z = f.

X0
2lxo) = | tx, E)F(E)4E = 0= 2(x0) =0
X0
JX ol(x, &)
x  0x
x(x) =xp et p(x) =x)

On a de plus que {(x, &) = ](E)U(X; &, en) (par définition et en appliquant la remarque du 2)a) ),

donc £(x,x) = ﬁy(x;x, en) =0 (cf 1)b) avec u = x).

Z/(x) = f(&)d& + £(x,x)f(x) (obtenu en appliquant la formule avec F(x, &) = €(x, &)f(&),

* ol(x, &)

=>Z/(X)=J 28 f(g)ae 52/1x0) =0
X0 X



4.
b.

En généralisant, on a :

zm(x) =

—f(&)dE + ————"(x) =

xo  0x' ox

—f(&)dg

xo  ox!

J" 0H(x, &) 0+ 1(x, x) JX k(x, &)

ot Te(xx) 1
o T Gl ,
=2zW(xg) =0 pouri=1,2,...,n—10utzW représente la i*M®

car )y“f”(x;x,e})zo pouri=1,2,... n—1

dérivée de la fonction x — y(x;xo, €n).

Pouri=mn, on a:
X mn
Z(n)(x) :J 76 e(le E)
xo  0x
o To(x,x) - 1
X" T T ao(x

f(x)
ao(x)

o™ 1(x, x)
aXn71

(M—1) (4. S 1 _ 1
7Y (%, en) = ( )-1 = )

f(E)de + f(x) = f(E)dE +

J" 0™e(x, &)

ox"

car

f(&)dg pouri=0,1,...,n—1

f(E)dE + C;((’;)) pouri=n
f(x)

ao(x)

J X oH(x, &)
X0 oxt
J *o™M(x, &)

ox™

En résumé, on a zV(x) =

X0

Donc [P(D)z](x) = JX P(D){(x, £)f(&)dE + ap(x). = 0+ f(x) = f(x) car P(D){(x,&) = 0 par

définition de £(x, &).

Attention Dans lexpression P(D){(x, &) =0, il faut bien comprendre que la dérivation ne se fait que

par rapport a la variable x car D = %

Ux, &) = 2y L en) = Lylx— £0,60) = Lx — £,0)
(a) y"+ why =0, w #0 5y(x) = Acoswx + Bsinwx et y'(x) = wl-Asin wx + B cos wx]
=0x, &) =lUx—&,0) = sin w(x—¢&)

w
(b) y” —2ay’ 4+ a?y =0, a # 0=y(x) = e™(Ax + B) et y/(x) = e™(aAx + aB + A)
=y(0) =B =0, y'(O) =aB+ A =1=y(x;0,6) = xe
:>€(X, E») = e(X— E,,O) = (X— E‘)ea(xfa)

(c) y™(x) =0avecy(0) =y'(0) =--- =y™2(0) =0, y™ 1 (0) =1
yM(x) =0ety™(0) =1 =yMV(x) =1
Y (x) =1 ety 2(0) =0 =2y™ 2 (x) =x
y™(x) =x et y3(0) = 0=y 3 (x) = % etc

X _ gyn—1
Remarque D’aprés la formule de LAGRANGE, on a que y(x) = J %f(é)dﬁ est lunique

x (Mm—=1)
solution de y™(x) = f(x), y(xo) =y’'(x0) =--- =y V(xy) =0



(d) Recherchons la fonction de Lagrange de P(D) = (D — a)(D —b)(D —c¢) avec a # b,a # c et
b # c. Comme lopérateur est a coefficients constants,{(x, &) = £(x — &,0). La fonction £(x,0) est
Uunique solution de (D —a)(D—b)(D—cly=0 ,y(0)=y’(0) =0ety”(0) =1
=y(x) = Ae®™ + BeP* 4 Ce™
=y’ (x) = Aae®™ + Bbeb* + Cce®*
=y"(x) = AaZe™ + Bb%eb* 4 Cc2e*

y(0)=A+B+C=0
_ 1 _ 1 _ 1
= y’(O):Aa+Bb+Cc:O éA—m,B—metc—m
y”(0) = Aa?+ Bb? 4 Cc? =1
ax bx cX
=t%,0) = =g o T oo
a(x—§&) eb(x—&) ec(x—¢&)

=t &) =t = £0) = =g T @oreo T aam—o
6. La solution y(x) du probléme y” 4+ w?y = f, y(xo) = a, y’(xg) = b avec w # 0 est la somme de la
solution yp de y” + w?y =0, y(xo) = a, y'(xo) = b et de la solution y;, de y” + w?y = f, y(xo) =0,
y'(x0) = 0.

Calcul de yp,
Yyn =y(x;xo, (a,b)) =y(x —x0;0, (a,b)).

y// + wzy =0
La solution de ¢ y(0)=a est y(x) = acos wx + % sin wx
y'(0)="b

=yYn(x) = acos w(x —xg) + % sin w(x —xg)

Calcul de yy,

Up(x) = J Ux, E)F(E)dE = - J " sinw(x — E)f()dE,

! \ XO w )(O
Dol :

b 1 (>
y(x) =yn(x) + yp(x) = acos w(x —xp) + m sinw(x —xg) + © J sinw(x — &)f(&)dé.
Application XO
X
Pour xo =0 on a : y(x) = acos wx + gsin wx + (LJ sinw(x — &)f(&)d¢
0

(@) y(x) = Zcosx+sinx—|—3f§sin(x— £)dé& = —cosx +sinx+3
(b) y(x) = —cos2x + %ﬁ; ebsin2(x — &)dE = —g cos2x — % sin2x + %
(c) ylx) = fg sin(x — &) sec£dE = xsinx + (cos x) In| cos x|

)

(d

y(x) = 1 JX sinw(x — &) sin Q&dE
w Jo

= T r[cos(wx— (w+ Q)E) —cos(wx + (Q — w)é&)]dE
2w 0
‘] X

= zw[(w_]i_o_)(sin(wx) +sin(Qx)) — Jo cos(wx — (Q — w)é&)]d§



(b)

Premier cas : Q # w
. Qsi
y(X) = ﬁ Sln(QX) + (/U(_(S)“;i(_csz))
Deuxiéme cas : Q = w
sin(wx) x cos(wx)

y(x) =S5, — 55 (Résonnance)
y(x) =2cosx + 3sinx + J sin(x — &)f(&)d¢
0

Premier cas : x <7

Pourx <met& <xonal&<mm=f(&) =0 pour & <x

X

=y(x) = 2cosx + 3sinx + J sin(x — &).0dé& = 2cosx + 3sinx
0
Le résultat est évident parce que dans ce cas on doit résoudre y” +y =0, y(0) =2 y’(0) =3

avec x < Tt
Deuxiéme cas : x > 7

stln(x —&)f(&E)dE = JﬂOdE + ZJXsin(x —&)dE = 2(1 + cosx)

0 0 T

=y(x) =2cosx+3sinx+2+2cosx =4cosx + 3sinx + 2
L 2cosx + 3sinx pour x <7

Dol y(x) =

4cosx+3sinx+2 pourx>m

Autre méthode (méthode de raccordement)

Recherchons la solution sous la forme
yi(x) pourx <m
y(x) =
ya(x) pourx>m
et exprimons que y1(7t) = yz(m), yj(m) = yj(n)

Pour x < 7 on a le probléme : y{ +y1 =0, y1(0) = 2 y3(0) = 3 (car f(x) = 0 pour x < m)
=y1(x) =2cosx + 3sinx

Pour x > 7t on a le probléme : y5 +yz =2, y2(n) = =2, y4(n) = =3 (car f(x) =2 pour x > 7 et
yi(m) = =2, yj(m) = =3 ) =y2(x) =4 cosx + 3sinx + 2

y(x) = Coyr(x) + Caya(x), y'(x) = Cry}(x) + CZyg(x);x< vilxo) yalxo) ) ( € ) _ ( 0 )
1

yi(xo) y5(xo)

#0,0na Cy = 729) ¢, =yl

y(x) = vilxJyi(x) +va(x)yz(x) avec
yi(x) yalx) vilx) \ 0 ,
( v b V() ) ( a];(?i) ) oll ap(x) #O0vx €1
Comme W(x) #0Vx € I on a
V%(X) = _ao(x;W(x)y x)f(x), Vé(x) = @l ;W(X)l.ﬂ(x)f(x)

Svi(x) = — | 2AEME 4 —J YUEME) 35 vec vi(xo) = valxo) = O

X0 aO(E»)W(E»)



yp(x) = vi(x)yi(x) +va(x)yz(x)

x 1
- LO m[yz(x)m(i) —y1(x)y2(&)If(E)dE

_ J Ux, E)(E)dE

Comme de plus on a yp(xe) = 0 et y,,(x) = vi(x)y;(x)+v2(x)y;(x) (car vi(x)y1(x)+v3(x)ya(x) =
0)
=Yp(x0) = 0.

D'oti yp(x) = y(x;%0,0, f)



