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Séance 3 :Equations différentielles linéaires non homogénes, fonction de
Lagrange

1. (a) ~y(x0; x0,~c, f) = ~c

(b) ~y(u;u,~c, f) = ~c ∀u ∈ I

2. (a) Posons yh = y(x0; x0,~c), yp = y(x0; x0,~0, f) et z = yh + yp.
En suivant nos notations, ~z(x) = (z(x), z ′(x), z ′′(x), . . . , z(n−1)(x)).
On a : P(D)z = P(D)yh + P(D)yp = 0 + f = f car l’opérateur P(D) est linéaire, et ~z(x0) =

(z(x0), z
′(x0), . . . , z

(n−1)(x0)) = ~yh(x0) + ~yp(x0) = ~c+~0 = ~c (cf 1.) )

D’où, d’aprés le théoréme d’existence et d’unicité, z(x) = y(x; x0,~c, f).

Remarque Pour connâıtre y(x; x0,~c), on peut à nouveau utiliser la linéarité de P(D).

Posons zh(x) =

n∑
i=1

ciy(x; x0, ~ei). On a P(D)zh = 0 et ~zh(x0) =

n∑
i=1

ciy(x0; x0, ~ei) =

n∑
i=1

ci~ei = ~c

(cf 1.) ).

D’où, d’aprés le théoréme d’existence et d’unicité, zh(x) = y(x; x0,~c).

(b) Posons z(x) = y(x− x0; 0,~c).
On a P(D)z = 0 car ai(x − x0) = ai i = 0, 1, . . . , n (les coefficients sont constants) et
~z(x0) = y(x0 − x0; 0,~c) = y(0; 0,~c) = ~c ⇒z(x) = y(x; x0;~c)

Application

y ′′ +y = 0, y(3) = 1, y ′(3) = 2 donc ici ~c = (1, 2) et x0 = 3. On a y(x; 3,~c) = y(x− 3; 0,~c), donc
on commence par calculer y(x; 0,~c), la solution de y ′′ + y = 0, y(0) = 1, y ′(0) = 2.

y ′′ + y = 0⇒y(x) = A cos x+ B sin x.

y(0) = A = 1 et y ′(0) = B = 2⇒y(x; 0,~c) = cos x+2 sin x⇒y(x−3; 0,~c) = cos(x−3)+2 sin(x−3).

3. Posons z(x) =

∫x
x0

`(x, ξ)f(ξ)dξ.

Pour vérifier que z(x) = y(x; x0,~0, f) nous allons vérifier que ~z(x0) = ~0 et que P(D)z = f.

z(x0) =

∫x0
x0

`(x, ξ)f(ξ)dξ = 0⇒z(x0) = 0

z ′(x) =

∫x
x0

∂`(x, ξ)

∂x
f(ξ)dξ + `(x, x)f(x) (obtenu en appliquant la formule avec F(x, ξ) = `(x, ξ)f(ξ),

α(x) = x0 et β(x) = x )
On a de plus que `(x, ξ) = 1

a0(ξ)
y(x; ξ, ~en) (par définition et en appliquant la remarque du 2)a) ),

donc `(x, x) = 1
a0(x)

y(x; x, ~en) = 0 (cf 1)b) avec u = x).

⇒z ′(x) =

∫x
x0

∂`(x, ξ)

∂x
f(ξ)dξ ⇒z ′(x0) = 0.



En généralisant, on a :

z(i)(x) =

∫x
x0

∂i`(x, ξ)

∂xi
f(ξ)dξ+

∂i−1`(x, x)

∂xi−1
f(x) =

∫x
x0

∂i`(x, ξ)

∂xi
f(ξ)dξ

car ∂
i−1`(x,x)

∂xi−1
= 1
a0(x)

y(i−1)(x; x, ~en) = 0 pour i = 1, 2, . . . , n− 1⇒z(i)(x0) = 0 pour i = 1, 2, . . . , n−1 où z(i) représente la iéme dérivée de la fonction x 7→ y(x; x0, ~en).

Pour i = n, on a :

z(n)(x) =

∫x
x0

∂n`(x, ξ)

∂xn
f(ξ)dξ+

∂n−1`(x, x)

∂xn−1
f(x) =

∫x
x0

∂n`(x, ξ)

∂xn
f(ξ)dξ+

f(x)

a0(x)

car ∂
n−1`(x,x)

∂xn−1 = 1
a0(x)

y(n−1)(x; x, ~en) = 1
a0(x)

.1 = 1
a0(x)

En résumé, on a z(i)(x) =


∫x
x0

∂i`(x, ξ)

∂xi
f(ξ)dξ pour i = 0, 1, . . . , n− 1∫x

x0

∂n`(x, ξ)

∂xn
f(ξ)dξ+

f(x)

a0(x)
pour i = n

Donc [P(D)z](x) =

∫x
x0

P(D)`(x, ξ)f(ξ)dξ + a0(x).
f(x)

a0(x)
= 0 + f(x) = f(x) car P(D)`(x, ξ) = 0 par

définition de `(x, ξ).

Attention Dans l’expression P(D)`(x, ξ) = 0, il faut bien comprendre que la dérivation ne se fait que
par rapport à la variable x car D = d

dx

4. `(x, ξ) = 1
a0
y(x; ξ, ~en) = 1

a0
y(x− ξ; 0, ~en) = `(x− ξ, 0)

5. (a) y ′′ +ω2y = 0, ω 6= 0 ⇒y(x) = A cosωx+ B sinωx et y ′(x) = ω[−A sinωx+ B cosωx]⇒y(0) = A = 0 et y ′(0) = ωB = 1 ⇒y(x; 0, ~e2) = sinωx
ω⇒`(x, ξ) = `(x− ξ, 0) =

sinω(x−ξ)
ω

(b) y ′′ − 2ay ′ + a2y = 0, a 6= 0⇒y(x) = eax(Ax+ B) et y ′(x) = eax(aAx+ aB+A)⇒y(0) = B = 0, y ′(0) = aB+A = 1 ⇒y(x; 0, ~e2) = xeax⇒`(x, ξ) = `(x− ξ, 0) = (x− ξ)ea(x−ξ)

(c) y(n)(x) = 0 avec y(0) = y ′(0) = · · · = y(n−2)(0) = 0, y(n−1)(0) = 1

y(n)(x) = 0 et y(n−1)(0) = 1 ⇒y(n−1)(x) = 1

y(n−1)(x) = 1 et y(n−2)(0) = 0 ⇒y(n−2)(x) = x

y(n−2)(x) = x et y(n−3)(0) = 0⇒y(n−3)(x) = x2

2 etc.⇒y(x; 0, ~en) = xn−1

(n−1)! ⇒`(x, ξ) =
(x−ξ)n−1

(n−1)!

Remarque D’aprés la formule de LAGRANGE, on a que y(x) =

∫x
x0

(x− ξ)n−1

(n− 1)!
f(ξ)dξ est l’unique

solution de y(n)(x) = f(x), y(x0) = y ′(x0) = · · · = y(n−1)(x0) = 0



(d) Recherchons la fonction de Lagrange de P(D) = (D − a)(D − b)(D − c) avec a 6= b,a 6= c et
b 6= c. Comme l’opérateur est à coefficients constants,`(x, ξ) = `(x− ξ, 0). La fonction `(x, 0) est
l’unique solution de (D− a)(D− b)(D− c)y = 0 , y(0) = y ′(0) = 0 et y ′′(0) = 1⇒y(x) = Aeax + Bebx + Cecx⇒y ′(x) = Aaeax + Bbebx + Ccecx⇒y ′′(x) = Aa2eax + Bb2ebx + Cc2ecx

⇒

y(0) = A+ B+ C = 0

y ′(0) = Aa+ Bb+ Cc = 0

y ′′(0) = Aa2 + Bb2 + Cc2 = 1

⇒A = 1
(b−a)(c−a) , B = 1

(a−b)(c−b) et C = 1
(a−c)(b−c)

⇒`(x, 0) = eax

(b−a)(c−a) + ebx

(a−b)(c−b) + ecx

(a−c)(b−c)⇒`(x, ξ) = `(x− ξ, 0) = ea(x−ξ)

(b−a)(c−a) + eb(x−ξ)

(a−b)(c−b) + ec(x−ξ)

(a−c)(b−c)

6. La solution y(x) du probléme y ′′ +ω2y = f, y(x0) = a, y ′(x0) = b avec ω 6= 0 est la somme de la
solution yh de y ′′ +ω2y = 0, y(x0) = a, y ′(x0) = b et de la solution yp de y ′′ +ω2y = f, y(x0) = 0,
y ′(x0) = 0.

Calcul de yh
yh = y(x; x0, (a, b)) = y(x− x0; 0, (a, b)).

La solution de


y ′′ +ω2y = 0

y(0) = a

y ′(0) = b

est y(x) = a cosωx+ b
ω sinωx

⇒yh(x) = a cosω(x− x0) + b
ω sinω(x− x0)

Calcul de yp
yp(x) =

∫x
x0

`(x, ξ)f(ξ)dξ =
1

ω

∫x
x0

sinω(x− ξ)f(ξ)dξ.

D’où :
y(x) = yh(x) + yp(x) = a cosω(x− x0) +

b

ω
sinω(x− x0) +

1

ω

∫x
x0

sinω(x− ξ)f(ξ)dξ.

Application
Pour x0 = 0 on a : y(x) = a cosωx+

b

ω
sinωx+

1

ω

∫x
0

sinω(x− ξ)f(ξ)dξ

(a) y(x) = 2 cos x+ sin x+ 3
∫x
0 sin(x− ξ)dξ = − cos x+ sin x+ 3

(b) y(x) = − cos 2x+ 1
2

∫x
0 e
ξ sin 2(x− ξ)dξ = −6

5 cos 2x− 1
10 sin 2x+ ex

5

(c) y(x) =
∫x
0 sin(x− ξ) sec ξdξ = x sin x+ (cos x) ln | cos x|

(d)

y(x) =
1

ω

∫x
0

sinω(x− ξ) sinΩξdξ

=
1

2ω

∫x
0
[cos(ωx− (ω+Ω)ξ) − cos(ωx+ (Ω−ω)ξ)]dξ

=
1

2ω
[

1

(ω+Ω)
(sin(ωx) + sin(Ωx)) −

∫x
0

cos(ωx− (Ω−ω)ξ)]dξ



Premier cas : Ω 6= ω

y(x) = 1
(ω2−Ω2)

sin(Ωx) +
Ω sin(ωx)
ω(Ω2−ω2)

Deuxiéme cas : Ω = ω

y(x) =
sin(ωx)
2ω2

−
x cos(ωx)
2ω (Résonnance)

(e) y(x) = 2 cos x+ 3 sin x+

∫x
0

sin(x− ξ)f(ξ)dξ

Premier cas : x < π

Pour x < π et ξ ≤ x on a ξ < π ⇒f(ξ) = 0 pour ξ ≤ x⇒y(x) = 2 cos x+ 3 sin x+

∫x
0

sin(x− ξ).0dξ = 2 cos x+ 3 sin x

Le résultat est évident parce que dans ce cas on doit résoudre y ′′ + y = 0, y(0) = 2 y ′(0) = 3

avec x < π

Deuxiéme cas : x ≥ π∫x
0

sin(x− ξ)f(ξ)dξ =

∫π
0
0dξ+ 2

∫x
π

sin(x− ξ)dξ = 2(1+ cos x)⇒y(x) = 2 cos x+ 3 sin x+ 2+ 2 cos x = 4 cos x+ 3 sin x+ 2

D’où y(x) =

{
2 cos x+ 3 sin x pour x ≤ π
4 cos x+ 3 sin x+ 2 pour x ≥ π

Autre méthode (méthode de raccordement)

Recherchons la solution sous la forme

y(x) =

{
y1(x) pour x ≤ π
y2(x) pour x ≥ π

et exprimons que y1(π) = y2(π), y ′
1(π) = y ′

2(π)

Pour x < π on a le probléme : y ′′
1 + y1 = 0, y1(0) = 2 y ′

1(0) = 3 (car f(x) = 0 pour x < π)⇒y1(x) = 2 cos x+ 3 sin x
Pour x ≥ π on a le probléme : y ′′

2 + y2 = 2, y2(π) = −2, y ′
2(π) = −3 (car f(x) = 2 pour x ≥ π et

y1(π) = −2, y ′
1(π) = −3 ) ⇒y2(x) = 4 cos x+ 3 sin x+ 2

7. (a) y(x) = C1y1(x) + C2y2(x), y ′(x) = C1y
′
1(x) + C2y

′
2(x)⇒

(
y1(x0) y2(x0)

y ′
1(x0) y ′

2(x0)

)(
C1

C2

)
=

(
0

1

)
,

comme W(x0) :=

∣∣∣∣∣ y1(x0) y2(x0)

y ′
1(x0) y ′

2(x0)

∣∣∣∣∣ 6= 0, on a C1 =
−y2(x0)
W(x0)

, C2 =
y1(x0)
W(x0)⇒y(x; x0, ~e2) = 1

W(x0)
[y1(x0)y2(x) − y2(x0)y1(x)]⇒`(x, ξ) = 1

a0(ξ)W(x0)
[y1(ξ)y2(x) − y2(ξ)y1(x)]

Rappel :~e2 = (0, 1)

(b) y(x) = v1(x)y1(x) + v2(x)y2(x) avec(
y1(x) y2(x)

y ′
1(x) y ′

2(x)

)(
v ′
1(x)

v ′
2(x)

)
=

(
0
f(x)
a0(x)

)
où a0(x) 6= 0∀x ∈ I

Comme W(x) 6= 0∀x ∈ I on a :
v ′
1(x) = − 1

a0(x)W(x)y2(x)f(x), v
′
2(x) = 1

a0(x)W(x)y1(x)f(x)⇒v1(x) = −

∫x
x0

y2(ξ)f(ξ)

a0(ξ)W(ξ)
dξ, v2(x) =

∫x
x0

y1(ξ)f(ξ)

a0(ξ)W(ξ)
dξ avec v1(x0) = v2(x0) = 0



⇒
yp(x) = v1(x)y1(x) + v2(x)y2(x)

=

∫x
x0

1

a0(x)W(x)
[y2(x)y1(ξ) − y1(x)y2(ξ)]f(ξ)dξ

=

∫x
x0

`(x, ξ)f(ξ)dξ

Comme de plus on a yp(x0) = 0 et y ′
p(x) = v1(x)y

′
1(x)+v2(x)y

′
2(x) (car v ′

1(x)y1(x)+v
′
2(x)y2(x) =

0)⇒y ′
p(x0) = 0.

D’où yp(x) = y(x; x0,~0, f)


