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Corrigé Séance 1 : Equations différentielles linéaires a coefficients constants et équations d’Euler homogénes.

Equation différentiels a coefficients constants.

I 1) 2y =5y +2y=0
Racines du polynome caractéristique : 2, %
Solution générale : y(x) = Ae** + Be? A,BeR
2) ¥y +4y=0
Racines du polynome caractéristique : 2¢ et —21.
Solution générale : y(x) = Acos(2z) + Bsin(2z) A,B€R
3) y@W + 4y +3y =0
Racines du polynome caractéristique : i, —i et /34, —/3i
Remarque : pour résoudre r* + 472 + 3 = 0, poser t = r?).
Solution générale : y(x) = Acos(x) + Bsin(x) + C cos(v/3z) + Dsin(v/3z) A,B,C,D R
4) y/// _ 2yll _ 7yl _ 4y — O
Racines du polynéme caractéristique : —1,—1 et 4.
Solution générale : y(x) = (Az 4+ B)e ™ + Ce** A,B,C €R
5) y(5) _ y(4) + 2y/// _ 2y// + y/ —y=0
Racines du polynéme caractéristique : 1,¢,4,—7 et —1.
Solution générale : y(z) = Ae® + (Bx + C) cos(z) + (Dx + E)sin(z) A,B,C,D,E €R
6) y" +9y" + 28y + 30y =0
Racines du polynome caractéristique : —3,—3 + i et —3 — 1.
Solution générale : y(z) = Ae 3%+ Be ™% cos(z)+Ce 3 sin(x) = e 3*(A+B cos(z)+Csin(z)) A, B,C €
R
7) y/// _ 6yl/ + gy/ — 0
Racines du polynéme caractéristique : 0,3 et 3.
Solution générale : y(z) = A+ (B + Cz)e®®) A, B,C €R
8) y® — 2y — 16y + 32y =0
Racines du polynéme caractéristique : —2,2, 2, 2 et —2i.
Solution générale : y(x) = (A + Bx)e** + Ce™2® 4+ Dcos(2x) + Esin(2z)) A,B,C,D,E €R
II. Calculer la solution sous forme réelle des problémes différentiels suivants :
1) ' =2y =P(D)y =e"sinzx
On pose y(z) = e*z(x)
P(D)=D?—-2D,donc P(D+1)=(D+1)?-2(D+1)=D%?-1
On doit donc résoudre : (D? — 1)z = 2" — z = sin(z)
SGEH : z(z) = Ae* + Be ™ A,B€eR
SPEnH : Cherchons-la sous la forme z(z) = C'sin(x) + D cos(z).
On a alors : 2/(z) = Ccos(x) — Dsin(x) et 2’ (x) = —C cos(x) — D sin(z).
RemplaAons ces expressions dans 'EnH, on obtient : —2C' =1et D=0, d0o” C = —%.

z(x) = —3% sin(z) est donc une SPEnH.
Donc la SGEnH est y(z) = Ae*® + B — S sin(z) A, B€R
Pour le probléme de Cauchy y(0) =1 ¢/(0) = 2, on trouve la solution : y(z) = e** — < sin(x)

2) ' — 2y + 2y = e*(x + sinx)
Posons y(z) = e®z(x), P(D)= D?*-2D+2,donc P(D+1)=(D+1)2-2(D+1)+2= D?+1
On doit donc résoudre : (D? 4+ 1)z = 2" + z = = + sin(x)
SGEH : y(z) = Acos(z) + Bsin(z) A,B€R
Trouvons une solution de ’équation z” + z = x : on pose z(x) = Cx + D, on introduit dans
I’équation et on obtient C' =1 et D = 0, c’est-a-dire z(x) = x
Pour I’équation z”+z = sin(x), on pose z(x) = z(F sin(x)+F cos(x)), on introduit dans 1’équation

et on trouve F = 5, E = 0, d'0” la solution z(z) = —2%5(x)



(c)

Donc la SGEnH est : z(z) = Acos(z) + Bsin(z) + = + %Os(x) A,B eR.

Le probléme de Cauchy y(7) = y/(7) = 0, devient, pour z(z) = e *y(x) :

z(m) = e Ty(m) =0, c’est-a~dire z(w) =0

Comme 2'(z) = e~*(y'(z) —y(x)), on a: 2'(7) = ™" (y/(7) —y(7)) =0

On trouve alors : A = 37” et B= %

Yy — 4y + by = xe® sin 2x

P(D)=D?—-4D+5,donc P(D+1)=(D+1)2 - 4D +1)+5=D?>-2D +2
Posons y(z) = e*z(x)

On a alors a résoudre : P(D + 1)z(x) = sin(2x)

La SGEH de cette équation est z(x) = e*(Acos(z) + Bsin(x)) A,B€R

Une SPEnH peut étre trouvée en supposant que la fonction z est de forme z(z) = (Cz +
D)sin(2z) 4+ (Ex + F)cos(2z) (Méthode des coefficients indéterminés). On trouve C' = T3
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Donc une SPEnH est : z(z) = (5% + =) sin(2z) + (£ + 5=) cos(2z)
On aalorsla SGEnH : y(z) = €**(A cos(z)+Bsin(z))+e® (15 + %) sin(2z)+(2+55) cos(2z) A, B €
R
La solution du probléme de Cauchy y(0) = 0,3/(0) = —5= est : y(z) = 62:1:%;(33) + e (35 +

—)sin(2z) + (£ + 55) cos(2z)

y" — 2 — Ty — dy = (30z — 26)e*

A résoudre : P(D)y = (30x — 26)e~® avec P(D) = (D + 1)}(D — 4)

Posons y(x) = e *z(x), on a alors : P(D — 1) = (D)?(D — 5)

On adonc: P(D — 1)z = 2" — 52" = (30z — 26)

La SGEH est : z(z) = (Ax + B) + Ce®® A, B,C €R

Recherche d'une SPEnH par la méthode des coefficients indéterminés : z(x) = 2*(Dz + E) =
Dz3 + Ex?, on trouve : D = —1 et E = 2, donc z(z) = —2? + 222

On a donc la SGEnH en 2 : 2(z) = (Az + B) + Ce®® — 23 +222 A, B,C€R

Et donc la SGEnH y(z) = e *(Az + B — 23 +22%) + Ce®* A B,C €R

Le probléme de Cauchy y(0) = 3/(0) = 0,3”(0) = 29 est plus facile & traiter pour la fonction z :
z(z) = y(x)e” et y(0) = 0 donc z(0) =0

Z'(x) = (y(x) + ¢/ (x))e* donc 2'(0) =0

() = (y() + 24/ (2) + 9 (x)e” done #(0) = (y(0) + 24/(0) + 4"(0))e® = 29

On trouve : A=—-5 B=—-let(C =1

La solution du probléme de Cauchy est : y(z) = e %(=5x — 1 — a3 + 22?) + €'*

Equations d’Euler Homogénes

tavec € = ii)C;uoruf ;g 0 2(t) = y(ee?)

=y (x) = 2(t), 2%y"(x) = 3(t) — 2(t), pour = # 0.

Onadonc: ?—5:+62=0=1r2-5r+6=0= 2(t) = C1e? + C2e3 = y(x) = Az? + Ba?®
Autre méthode :

Posons x = ¢ee

z" pour x > 0 N Equation indicielle :
(—z)" pour z < 0 r(r—1)—4r+6=0
=272 -5r+6=0=1r =210 =3=y(r)= A2z’ + Bx3,Vr € R

On pose y(z) =

1 pour z >0
— T =
On pose y(x) = (ex)" avec € = { —lpourz <0’
Equation indicielle : (r —1) —r—3=0 = -2 =3=0>rn=-1n=3

1 3
=L+ Cyzx?® pour x >0
— =
y(@) { % + Cy2® pour z < 0
On ne peut pas dire que y = g + Ba? est la solution générale de 1’équation sur | — oo, o[ car

y1(z) = L n'est pas définie en z = 0.

(z) = C1v/x + Cyz pour z > 0
Y\ = C3v/—x + Cyz pour = < 0



On ne peut pas dire que y = Ay/|z| + Bz est la solution générale de 1’équation sur | — oo, oo| car
y1(x) = Ay/|z| n’est pas dérivable en z = 0.

1 pour z >0
—1 pour x <0
=r=rp=1=y(z) =2, x €R.
Pour obtenir une deuxiEme solution linéairement indépendante de y;, utilisons autre méthode,
r = eel, 2(t) = y(ee!)
= -2+ 2=0= z(t) = '(C1t + Cy)
éy(as)—{ z(Cylnzx 4+ Cs) pour >0 yo(r) =zlnzx

x(CsIn(—xz) + C4) pour z < 0 ya2(x) = —xIn(—x)
On ne peut pas dire que y2(x) = |z|In |z| est une solution de I’équation différentielle sur | — oo, 00|
car ya(x) n’est pas dérivable en z = 0.

| Cicos(2Inz)+ Cysin(2Inx) pour > 0

y(@) = { C3cos(2In(—z)) + Cysin(2In(—z)) pour x < 0
car (z)% = (e*)2 = (e2'"®) = cos(2Inz) 4 isin(2Inz), = > 0.
On pose y(z) = (ex)" comme précédemment, r(r —1)(r —2) +0r(r—1)+r—-1=0,= (r—1)% =
0, 7"127'227“321
= y(z) = { 2(C1 + Colnx + C3(Inx)?) pour z > 0

2(Cy + CsIn(—z) + Cs(In(—2))?)) pour = < 0
Autre méthode :
r = eel, 2(t) = y(eeh)= zy/(z) = 2(t), 2%y (x) = 2(t) — 2(t)
z2y"(z) = D(D — 1)(D — 2)z(t) avec D = %
= F —3:43:—1=0= 2(t) = ' (Cy + Cat + C5t?)
Remarque : on a ’analogie pour z > 0 :

On pose y(z) = (ex)" avec € = { = (r—12=0.

67‘0t "o
terot — (Inz)zmo
t2erot — (In x)2z"

pour rg racine triple de I’équation :
caractéristique — indicielle



