Chapitre 1

Ordonnancement temps réel monoprocesseur

1.1. Définitions générales

Les systémes informatiques temps réel (ou systémes de Contr6le-Commande) se dé-
composent en un exécutif temps réel et un programme a exécuter sur 1I’exécutif. Pour
concevoir, développer et faire évoluer le syst¢me, un programme temps réel est d’un
point de vue logiciel considéré comme un systéme multitdche. Le travail du systéme
informatique consiste par conséquent a gérer I’exécution et la concurrence de 1’en-
semble tiches en optimisant I’occupation du processeur et en veillant a respecter les
contraintes temporelles des taches. Toutes ces fonctions sont regroupées sous la no-
tion d’Ordonnancement temps réel. Si une contrainte temporelle n’est pas respectée,
on parle d’une défaillance du systéme ou d’une faute temporelle. Dans un systéme
temps réel dur, chaque tiche est soumise a une échéance temporelle stricte. Le non
respect d’une contrainte temporelle n’est pas admissible a 1’exécution. La périodicité
de ’activation des tiches est I’unique spécificité de 1’ordonnancement temps réel par
rapport a la théorie de 1’ordonnancement classique. Cette nuance peut paraitre mi-
neure, mais en général la périodicité des tiches change la nature combinatoire des
problémes d’ordonnancement. Toutefois, I’ordonnancement temps réel nécessite de
recourir aux mémes techniques algorithmiques de résolution de problémes combina-
toires [STA 95].

Chapitre rédigé par Pascal RICHARD et Frédéric RIDOUARD.
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1.1.1. Tdche temps réel

Une tiche temps réel est I’entité de base des programmes temps réel. Ce sont ces
entités qui composent le programme d’un systéme temps réel. Les tiches temps réel
peuvent étre associées a des calculs, des alarmes, des traitements d’entrée/sortie, ...
Les taches temps réel permettent ainsi de contréler le procédé€ externe via un ensemble
de capteurs et d’actionneurs intégrés au procédé. Elles utilisent les primitives de 1’exé-
cutif temps réel sur lequel elles sont exécutées pour communiquer entre elles, faire des
acquisitions de données (depuis des capteurs du systeme contrdl€) ou encore action-
ner des commandes sur le systeme contr6lé. Mais pour respecter les caractéristiques
du procédé (p. ex. Désactiver a temps le contrleur de vitesse d’une voiture dont on
actionne les freins), les tdches sont soumises a des contraintes temporelles. Il existe
plusieurs modeles de tiches : les taches périodiques, apériodiques et sporadiques.
Une configuration de tiches est définie par n (n € N*) tiches.

1.1.1.1. Tdches périodiques

Les taches périodiques représentent les tdches récurrentes dont les activations succes-
sives sont séparées par une période constante. Il existe dans la littérature temps réel
plusieurs modeles de taches périodiques. Le plus simple mais aussi le plus fondamen-
tal est celui de L1U et LAYLAND [LIU 73]. Leur mod¢le représente chaque tdche par
deux paramétres : 7 = (C,T'), ou C désigne le temps d’exécution maximum de la
tache et 1" sa période. Par conséquent, toutes les 7" unités de temps, la tiche 7 génére
une requéte (la premicre requéte étant générée a I’instant 0) qui doit s’exécuter au plus
pendant C' unités de temps avant son échéance qui coincide avec la date d’activation
de la prochaine requéte de la tdche. D’autres modeles existent mais les principaux, ba-
sés sur le modele de L1U et LAYLAND, ne font que rajouter des parametres au modele
de base.
Le parameétre r permet de retarder la premiere exécution des tiches et n’impose pas
ainsi aux tdches de commencer leur exécution au méme moment a un instant 0. Ce
paramétre est aussi appelé Date d’activation de la tiche. Deux taches 7; et 7o sont a
départ simultané si leurs dates d’activation sont égales (c.-a-d. 1 = 72).
Le parameétre d qui dénote la date d’échéance de la tiche. Date a partir de laquelle,
la tache doit avoir terminée son exécution. Ce parametre permet de différencier
I’échéance d’exécution des requétes de la date d’activation de la prochaine requéte.
A partir de cette échéance (dite absolue), il est possible de définir une autre échéance,
I’échéance relative (par rapport a I'activation de la k° requéte) D = d — (k — 1)T de
la tdche. L’échéance relative est aussi appelé délai critique. Si I’échéance relative D
d’une tiche 7 est égale a sa période T, la tiche est dite a échéance sur requéte.
Des caractéristiques supplémentaires peuvent étre calculées pour chaque tiche pério-
dique :

— Le facteur d’utilisation du processeur par une tiche 7 : u = % Le facteur d’utili-
sation d’un ensemble de tiches I = {7;}, ., ,, peut ainsi se définir comme la somme

des facteurs d’utilisation des tiches 7; : U = Y. | &L
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— Le facteur de charge du processeur par une tiche 7 : u; = %. Le facteur de
charge d’un ensemble de tiches I = {7}, .,.,, peut ainsi se définir comme la somme
A . G
des facteurs de charge des tiches 7, : Uy = ) . o
— Le temps de réponse de la k° requéte d’une tiche : R*, c’est la différence de
temps entre 1’instant ot la tiche termine son exécution et I’instant ou elle s’active.

— Le temps de réponse d’une tiche : R, c’est le maximum des temps de réponse
de ses requétes R = maxy>1 R*.

Pour déterminer I’ordonnancement des tdches d’une configuration, les algorithmes
affectent suivant leurs critéres une priorité a chaque tache (notée Prio). La tiche ayant
la plus haute priorité est exécutée. Nous considérerons dans la suite, que la tiche la
plus prioritaire est celle dont la valeur de Prio est la plus faible.

Avant de commencer son exécution, il est possible qu’une tiche doive attendre la fin
de I’exécution d’une autre tache. En effet, des tiches peuvent avoir entre elles, des
relations de synchronisation (sémaphore, I’activation d’un événement attendu par une
autre, rendez-vous, communication). Lorsque deux taches sont ainsi liées, elles sont
dites dépendantes (sinon, elles sont indépendantes) et possedent une contrainte de
précédence. 11 existe deux types de contraintes de précédence : les contraintes simples
et les contraintes généralisées. Une contrainte de précédence simple entre deux taches
7; et 7; (c.-a-d. ; préceéde 7;) est définie si la tiche 7; doit attendre la fin de I’exécution
de la tche 7; pour débuter la sienne. Les deux tiches ont alors la méme période et un
méme nombre d’exécutions. Une contrainte de précédence est généralisée si le nombre
des exécutions des deux taches n’est pas le méme (c.-a-d. 7; s’exécute plusieurs fois
avant que 7; s’exécute ou 7; s’exécute une fois avant que 7; s’exécute plusieurs fois)
[RIC O1].

Des taches peuvent au cours de leur exécution, partager des ressources critiques en
exclusion mutuelle (c.-a-d. qu’a chaque instant, au plus une seule tiche peut utiliser la
ressource). Une tache ne peut pas utiliser une ressource occupée par une autre tache.

1.1.1.2. Tdches apériodiques

Une tiche apériodique a une date d’activation qui n’est connue qu’a I’activation et
une certaine durée d’exécution. Par conséquent, deux parametres suffisent pour repré-
senter une tdche apériodique : 7 = (r,C). Ol r est sa date et C son temps d’exé-
cution. Les tiches apériodiques sont en général a contraintes souples car elles n’ont
pas d’échéance avant la fin de leur exécution. Dans le cas contraire, un paramétre
d’échéance d sera ajouté dans le modele des taches.

1.1.1.3. Tdches sporadiques

Les taches sporadiques sont des taches récurrentes avec des contraintes strictes d’échéance.
Une tache sporadique est définie par un paramétre C' et une durée minimum 7' entre
deux requétes successives de la tdche. Le modele peut étre généralisé de la méme
fagon que le modele de tiche périodique.
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1.1.2. Ordonnancement

Le concepteur d’un systéme temps réel définit une configuration (ou systeme) de
taches périodiques. Elles sont soumises a des contraintes temporelles dont le respect
doit étre validé (vérifi€) avant la mise en service du systéme ou durant I’exécution des
taches si leurs caractéristiques ne sont pas connues a priori.

1.1.2.1. Algorithmes hors-ligne/en-ligne

Les algorithmes d’ordonnancement peuvent étre classés dans deux catégories, les al-
gorithmes d’ordonnancement hors-ligne et en-ligne. Les algorithmes d’ordonnance-
ment hors-ligne construisent la séquence d’ordonnancement compléte sur les bases
des parametres temporels de I’ensemble des tidches de la configuration. L’ ordonnan-
cement est construit complétement avant I’exécution de 1’application.

Les algorithmes d’ordonnancement en-ligne choisissent, quant a eux, dynamiquement
la prochaine requéte a exécuter en fonction des parameétres des taches prétes a 1’exé-
cution. Ils ne connaissent a un instant ¢ que les tdches dont les dates d’activation sont
antérieures a ¢. Un algorithme d’ordonnancement en-ligne est préemptif si 1’algo-
rithme peut préempter I’exécution d’une tache pour en choisir une autre. Dans le cas
inverse, 1’algorithme est non-préemptif. Selon le type d’attribution des priorités aux
taches, il existe trois classes d’algorithmes en-ligne :

— Les algorithmes a priorité fixe pour les tdches [AUD 95] attribuent une prio-
rité a chaque tache (priorité qu’elle gardera définitivement) pendant la conception du
systéme. Ainsi chaque requéte d’une tiche hérite de la priorité de la tiche.

— Les algorithmes a priorité fixe pour les requétes peuvent assigner une priorité
différente a chaque requéte d’une tiche. Ainsi dés qu’une nouvelle requéte de tiche
arrive dans le systéme, elle pourra avoir une priorité différente de celle de la requéte
précédente de la méme tiche.

— Les algorithmes a priorité dynamique assignent une priorité aux tdches mais les
priorités peuvent évoluer a chaque instant. Une requéte peut ainsi voir varier sa priorité
durant son exécution.

Un algorithme d’ordonnancement en-ligne est conservatif, s’il ne laisse jamais le pro-
cesseur inoccup€ lorsque des taches sont prétes a s’exécuter.

Un algorithme A est optimal, si pour une configuration pouvant étre ordonnancée en
respectant toutes les contraintes temporelles des tiches le sera avec 1’algorithme A. Et
inversement, si A ne peut pas ordonnancer une configuration de ce type alors aucun
algorithme ne pourra I’ordonnancer.

1.1.2.2. Validation et ordonnancement

La validation et I’ordonnancement d’un systéme sont trés souvent considérés comme
des problémes disjoints, bien qu’ils sont bien siir fortement imbriqués en réalité.
Lorsque I’ordonnancement est construit durant I’exécution (c.-a-d. en-ligne), alors la
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validation consiste a analyser le comportement d’un algorithme fondé en général sur
I’attribution de priorités aux tches. L’ ordonnancement et la validation sont alors clai-
rement séparés et n’interagissent pas (c.-a-d. pas d’échange de données entre les étapes
de validation et d’ordonnancement). Cette décomposition du probléme d’ordonnance-
ment consistant d’une part, a choisir un algorithme d’ordonnancement, et d’autre part,
a analyser son comportement, permet de réduire la validation a un probléme d’éva-
luation des performances. L’algorithme de validation est désigné sous le nom de test
d’ordonnancabilité dans la littérature [BAR 04]. Un test positif indique que pour tous
les comportements possibles du systeme alors les contraintes temporelles des taches
seront respectées durant leur exécution.

1.1.2.3. Simulation/Analyse pire cas

Les taches périodiques sont exécutées indéfiniment. Bien que 1’ordonnancement soit
infini, la périodicité des tiches permet de limiter la recherche des fautes temporelles
dans un intervalle de temps borné, appelé intervalle de faisabilité ou d’étude (feasi-
bility interval) [LEU 80]. La périodicité de 1’ordonnancement est égale au ppcm ! des
périodes des tiches et est désignée sous le nom d’hyperpériode. Simplifier le test d’or-
donnancabilité en un probleme d’évaluation de performance suggere I’utilisation de
techniques de simulation. Bien que cette technique soit treés utile durant la conception
préliminaire d’un systéme, nous rejetons son utilisation comme test d’ordonnangabi-
lit€ pour les stratégies d’ordonnancement en-ligne. En effet, I’'idée couramment ren-
contrée, consistant a simuler le comportement du systéme sur les bases des caractéris-
tiques de I’ordonnanceur et du comportement pire cas de chaque tdche ne conduit pas
nécessairement au pire comportement du systéme. L’instabilité d’un ordonnancement,
lie a la variation des parameétres des tiches durant leur exécution, peut engendrer des
situations qui n’auront jamais ét€ simulées. La simulation, aussi bien que les tests lo-
giciels classiques, ne permettent en aucun cas de conclure avec certitude que les taches
respecteront leurs contraintes temporelles. Seule une analyse pire cas, qui repose sur
la caractérisation du pire comportement de I’application temps réel, permettra d’arri-
ver a une conclusion fiable.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous nous limitons volontairement aux sys-
témes temps réel ordonnancés en-ligne. Pour une comparaison entre 1’approche
hors-ligne/en-ligne, nous renvoyons a 1’article [XU 00].

1.2. Principaux algorithmes d’ordonnancement en-ligne
Dans ce chapitre, nous détaillons les principaux algorithmes classiques en-ligne pour

I’ordonnancement de tiches périodiques. Pour chacun de ces algorithmes, le mode
d’affectation des priorités aux taches ainsi que son fonctionnement sont détaillés.

1. Plus Petit Commun Multiple
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Tableau 1.1. Exemple d’affectation de priorités selon RM
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Figure 1.1. Ordonnancement de la configuration du tableau 1.1 avec
I’algorithme RM

1.2.1. Rate Monotonic (RM)

L’algorithme a priorité fixe pour les tiches, Rate Monotonic ou (RM), a été introduit
par L1U et LAYLAND en 1973 [LIU 73].

Définition 1 Les priorités selon ’algorithme RM sont inversement proportionnelles
aux périodes des tdches. La tdche la plus prioritaire est celle ayant la plus petite
période.

Exemple 1 Exemple d’affectation de priorité et d’ordonnancement d’une configura-
tion I sous RM :

Le tableau 1.1 présente I’ affectation de priorité pour une configuration a deux tdches.
71 est la tdche ayant la plus petite période, elle se retrouve donc avec la plus grande
priorité. Ainsi comme le présente la figure 1.1, la tdche T1 est exécutée avant To.

Propriété 1 L’algorithme RM est optimal dans la classe des algorithmes a priorité
fixe pour I’ordonnancement de tdches périodiques, indépendantes, a départ simultané
au démarrage et a échéance sur requéte. Si l'une de ces deux conditions est reldchée,
RM n’est plus optimal.
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taches T Cl Dz Tl P?”iOi
Ty 0] 1 4/4 1
T2 || 0| 3] 6/ 6] 2
T3 0] 2 88 3

Tableau 1.2. Exemple d’affectation de priorités selon DM

1.2.2. Deadline Monotonic (DM)

L’algorithme Deadline Monotonic ou (DM) a été introduit par LEUNG et WHITEHEAD
en 1982 [LEU 82]. Cet algorithme a priorité fixe pour les tiches, différe de Rate Mono-
tonic car il base son ordonnancement non pas sur les périodes mais sur les échéances
relatives.

Définition 2 Les priorités selon I’algorithme Deadline Monotonic sont inversement
proportionnelles aux échéances relatives des tdches. La tdche la plus prioritaire est
celle ayant la plus petite échéance relative.

Exemple 2 Exemple d’affectation des priorités d’une configuration selon DM :

Le tableau 1.2 montre ’affectation de priorité pour une configuration a trois tdches.
La plus haute priorité est affectée a 11 car elle est la tdche avec la plus faible échéance
relative.

Propriété 2 L’algorithme DM est optimal pour I’ordonnancement de tdches pério-
diques, indépendantes et a départ simultané au démarrage. A noter que si les tdches
sont a échéance sur requéte, RM et DM sont équivalents.

1.2.3. Earliest Deadline First (EDF)

Earliest Deadline First ou (EDF), qui est un algorithme a priorité fixe pour les requétes,
fut présenté par Jackson en 1955 [JAC 55].

Définition 3 Earliest Deadline First attribue, a chaque instant t, la priorité la plus
grande a la requéte ayant la plus petite échéance absolue.

Exemple 3 Exemple d’ordonnancement d’une configuration de tdches sous EDF. La
configuration est celle présentée pour DM (Tableau 1.2) :



20  Systemes Temps Réel

La longueur de I’ordonnancement a tester est de 24 unités de temps (24 = ppcm(4,6,8))
(cf. Paragraphe 1.1.2.3). Cette configuration n’est pas ordonnangable sous DM car la
tdche T3 manque sa premiére échéance. Cette configuration est ordonnangable par
EDF : a l'instant 0, EDF affecte les mémes priorités que DM (tableau 1.2). Par consé-
quent jusqu’a l'instant 6, le méme ordonnancement sous EDF est obtenu que sous DM.
Mais a cet instant, les priorités sous EDF changent alors qu’elles restent statiques
avec DM. Ainsi la requéte T3 1 récupere la plus haute priorité et s’exécute avant 7o .

Propriété 3 Earliest Deadline First est optimal pour I’ordonnancement de configu-
ration de tdches indépendantes. Par conséquent, si une configuration (avec les carac-
téristiques précédentes) est ordonnangable, elle le sera par EDF [DER 74, LAB 74].

1.2.4. Least Laxity First (LLF)

Least Laxity First [MOK 83] est un algorithme a priorité dynamique. Les priorités
assignées par LLF aux requétes sont inversement proportionnelles a la valeur de la
laxité dynamique des requétes.

Définition 4 Least Laxity First attribue a chaque instant t la priorité la plus élevée a
la requéte ayant le plus faible laxité dynamique. La laxité de la k¢ requéte de T; a un
instant t est égal a L; 1, (t) = d; j, —t — C;(t) = D;(t) — C;(t), ont d; , est ’échéance
absolue de la k° requéte.

Exemple 4 Exemple d’ordonnancement d’une configuration de tdches sous LLF. La
configuration est celle prise pour montrer un exemple d’affectation de priorité par
DM (Tableau 1.2) :

Cette configuration est non ordonnangable par DM. L’ordonnancement sous LLF est
lui faisable : a linstant 0, LLF affecte les mémes priorités aux tdches que DM (ta-
bleau 1.2). Mais comme LLF est un algorithme a priorité dynamique, a ’instant 4,
73,1 devient plus prioritaire que T1 o. Et a I'instant 5, inversement, T1 2 est plus prio-
ritaire que T3 1. Ainsi I’ordonnancement est faisable sous LLF.

Propriété 4 Least Laxity First (comme EDF), est un algorithme optimal pour [’or-
donnancement de tdches indépendantes et avec des échéances relatives inférieures ou
égales aux périodes [DER 89, MOK 83].

1.3. Extension de I’ordonnancement

Dans ce paragraphe, nous présentons plusieurs extensions classiques de 1’ordonnan-
cement temps réel.
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1.3.1. Gigue sur activation

Entre I’instant d’activation d’une tiche périodique et I’instant ou elle est préte a s’exé-
cuter, il peut exister un délai variable appelé aussi gigue sur activation. Ce délai permet
de représenter le temps nécessaire pour effectuer I’acquisition de données (réseau . . .).
La prise en compte de ce paramétre supplémentaire nécessite d’adapter les tests d’or-
donnnangabilité. On pourra par exemple consulter [AUD 93, TIN 92, BUR 94] pour
les algorithmes a priorité fixe et [SPU 96a] pour les algorithmes a priorité dynamique.

1.3.2. Surcharge du processeur

Un systéme est en surcharge processeur lorsque les ressources nécessaires pour exé-
cuter les tiches du systeme sont plus importantes que les ressources disponibles.
L’algorithme d’ordonnancement EDF est tres sensible aux surcharges du processeur.
En effet, si une tiche vient 2 manquer son échéance, EDF qui fonde ses décisions d’or-
donnancement sur la proximité de I’échéance des taches, donnera ainsi la plus grande
priorité a la tiche ayant manquée son échéance. Les tdches suivantes se retrouvent
ainsi retardées et manquent a leur tour leur échéance. Cette escalade de fautes tem-
porelles est appelée I’effet domino [STA 95]. Des techniques d’augmentation de res-
sources (rajouter des processeurs) permettent d’améliorer I’efficacité des algorithmes
d’ordonnancement en-ligne et plus particulieérement EDF [CHA 05, PHI 97]

1.3.3. Ordonnancement de configuration comprenant des tdches apériodiques

Lors de I’ordonnancement de configuration de taches périodiques, des tiches apé-
riodiques (p. ex. des alarmes du systéme) peuvent apparaitre et doivent étre ordon-
nancées sur le processeur. Il existe plusieurs méthodes pour 1’ordonnancement de
taches apériodiques sous RM et EDF. Une premiere méthode (en arriére plan) consiste
a ordonnancer les tiches apériodiques pendant les temps de oisiveté du processeur.
Une seconde approche consiste a créer une tiche périodique dédiée au service des
taches apériodiques. Plusieurs types de serveurs ont été proposés dans la littérature :
le serveur a scrutation (polling server) [SPR 89], serveur ajournable (Deferrable ser-
ver) [LEH 87, STR 95], serveur a échange de priorité (Priority Exchange server)
[SPR 88, LEH 87, SPU 94], serveur sporadique (Sporadic server) [SPR 89, SHA 88,
SPU 94, SPU 96b] et le serveur Earliest Deadline Last (EDL) [CHE 89]. Enfin dernier
type de serveur, les serveurs a largeur de bande : Constant Bandwidth Server (CBS)
[ABE 98] et Total Bandwidth Server (TBS) [SPU 94, SPU 95]. Nous renvoyons aux
références pour la définition de ces différentes approches.
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1.3.4. Anomalies d’ordonnancement

Une anomalie d’ordonnancement est liée a 1’instabilité de 1’ordonnanceur. Ce pro-
bléme, bien connu en environnement multiprocesseur [GRA 69], se formule de la fa-
con suivante : un systéme ordonnancable avec une charge de travail maximum
peut étre non ordonnancable lorsque la charge processeur diminue (p. ex. réduc-
tion des durées des tiches, augmentation des périodes des taches, augmentation
de la vitesse du cpu....

La validation d’algorithme d’ordonnancement basé sur les priorités est un probleme
difficile. Le temps d’exécution d’une tiche peut varier d’une requéte a I’autre et il
faut vérifier la validation du systéme pour toutes les variations possibles. Mais si un
systéme ne posseéde pas d’anomalie d’ordonnancement, la validation du systéme peut
se simplifier en considérant pour durée d’exécution de chaque requéte, la pire durée
d’exécution de la tiche. Le systéme est alors robuste (il n’est pas sujet a des anomalies
d’ordonnancement pour le systeme de tiches considéré). Une anomalie d’ordonnan-
cement survient lorsque réduire la durée d’exécution d’une tiche peut augmenter le
temps de réponse de certaines tiches pouvant ainsi conduire & manquer une échéance.
Voici quelques exemples de systéme monoprocesseur présentant des anomalies d’or-
donnancement : les syst¢émes non-préemptif, les systéme préemptifs avec algorithme
a priorité fixe et tiches avec contraintes de précédence (une autre anomalie survient
si le nombre de contraintes de précédence diminue). Un autre exemple, celui des sys-
temes préemptifs avec algorithme dynamique (EDF) et tiches a suspension [RID 04].
Les taches a suspension sont des tdches qui au court de leur exécution ont besoin de
se suspendre pour effectuer des opérations externes (telles que des opérations d’en-
trée/sortie).

1.3.5. Contraintes de précédence

Dans ce paragraphe, nous détaillons les solutions existantes dans la littérature pour
I’ordonnancement de configurations de tiches avec contraintes de précédence.

Sous EDF, I’ordonnancement de tiches soumises a des contraintes de précédence peut
se faire en modifiant les dates d’arrivée et les échéances relatives des requétes des
taches [CHE 90, SPU 93, JEF 92]. L’ ordonnancement construit par EDF conduit a res-
pecter les contraintes de précédence et les échéances. Une telle approche ne peut pas
étre effectuée pour les algorithmes a priorité fixe en raison d’existence d’anomalies
d’ordonnancement.

1.3.6. Partage de ressources
Lorsqu’un ensemble de tdche partage des ressources critiques en exclusion mutuelle,

il est prouvé qu’il n’est pas possible de déterminer un algorithme en-ligne optimal
[BAR 90b, LEU 80, LEU 82]. 1l existe deux principaux problémes : I’inversion de
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priorité qui survient lorsqu’une tiche posseéde une ressource critique et empéche ainsi
une tache de plus haute priorité de s’exécuter et 1’interblocage qui survient lorsque
deux taches ayant besoin de deux mémes ressources critiques pour leur exécution en
posseéde chacun une. Ainsi, elles se retrouvent mutuellement bloquées dans 1’attente
de la libération de la ressource manquante.

Des protocoles de gestion de ressources ont €té créés pour pallier ces problémes et
ainsi améliorer I’ordonnancement des tiches : le Protocole a Héritage de Priorité
(Priority Inheritance protocol) [RAJ 91, SHA 90] et le Protocole a Priorité Plafond
(Priority Ceiling protocol) [RAJ 89, SHA 90] et SRP (Stack Resource Protocol) pour
EDF [BAK 91].

1.4. Introduction aux tests d’ordonnancabilité

Nous considérons la validation d’un systéme reposant sur un ordonnanceur en-ligne.
Trois techniques d’analyse pire cas existent dans la littérature (tests d’ordonnanga-
bilité) : I’analyse du facteur d’utilisation du processeur, ’analyse de la demande
processeur et I’analyse du temps de réponse. Ces techniques ne sont pas en pratique
équivalentes.

La majorité des monographies en temps réel présentent séparément I’ordonnancement
des taches a priorité fixe et a priorité dynamique. Nous choisissons ici une présentation
différente afin de clairement dissocier la différence entre les tests exacts et approchés.
Nous nous limitons aux tests sur les tiches périodiques.

1.4.1. Principe des analyses d’ordonnangabilité

Les tests d’ordonnangabilité établis pour chaque analyse peuvent se classer en deux
catégories : les tests exacts et les tests approchés. Les tests exacts fournissent des
conditions nécessaires et suffisantes de garantie du respect des échéances des tiches
(pas toujours des approches pire cas). Les tests approchés ne sont que des conditions
suffisantes d’ordonnangabilité. IlIs sont soit des approximations de tests exacts mais
avec une complexité algorithmique moindre, soit ils ne permettent pas de conclure
pour toutes les configurations de tches. Dans ce dernier cas, la réponse des tests d’or-
donnancabilité retourne oui, la configuration de taches est ordonnancable ou dans le
cas inverse, le test ne peut pas conclure.

L’analyse du facteur d’utilisation cherche a déterminer si les besoins de la configura-
tion de tiches a ordonnnancer n’excede pas les capacités du processeur.

Définition 5 L’analyse du facteur d’utilisation est un test d’ordonnangabilité qui re-
vient a calculer le facteur d’utilisation d’une configuration de tdches puis a vérifier
qu’il n’excéde pas la valeur seuil propre a I’algorithme d’ordonnancement utilisé.
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Dans le principe, I’analyse du temps de réponse et I’analyse de la demande proces-
seur repose sur un méme constat : un dépassement d’échéance ne survient jamais
lorsque le processeur est libre. Ces analyses se restreignent a I’étude des intervalles
de temps ou le processeur exécute des tiches : les périodes d’activité (busy per-
iods). L’analyse du temps de réponse et 1’analyse de la demande processeur portent
sur I’étude d’une ou plusieurs périodes d’activité. Chaque période d’activité a analyser
va étre caractérisée par un scénario pire cas. Bien que les deux analyses reposent sur
le méme constat, les principes de ces deux tests sont différents.

Définition 6 L’analyse du temps de réponse est un test d’ordonnancabilité en deux
étapes :

— tout d’abord le pire temps de réponse R; (ou une borne supérieure) de chaque
tdche est calculé,

— puis le respect des échéances est testé en vérifiant : R; < D;,1 < i < n
(complexité algorithmique en O(n)).

L’analyse des temps de réponse se fait tdche par tdche et la complexité du test d’un
systéme de tiches est principalement liée au calcul des pires temps de réponse. Par
contre, I’analyse de la demande processeur est un test considérant toutes les taches
simultanément.

Définition 7 L’analyse de la demande processeur revient a tester pour tout intervalle
de temps [t1, ta] que la durée maximum cumulée (ou une borne supérieure) des exécu-
tions des requétes qui ont leur réveil et leur échéance dans l'intervalle est inférieure
ato —t1 (c.-a-d. n’excede pas la longueur de lintervalle).

1.4.2. Définition des principaux concepts

Nous présentons maintenant les concepts nécessaires a 1’étude de ces techniques d’ana-
lyse de 1’ordonnancabilité d’un systéme de tiches.

1.4.2.1. Périodes d’activité et scénario de test

Définition 8 Une période d’activité du processeur est un intervalle de temps |a, b[ de
I’ordonnancement tel que le processeur a exécuté toutes les requétes arrivées avant la
date a et a terminé a la date b toutes les requétes arrivées a partir de la date a.

Lorsque I’ordonnanceur est conservatif, c.-a-d. qu’il n’insére pas de temps creux dans
I’ordonnancement s’il existe une tiche préte a s’exécuter, le nombre de périodes d’ac-
tivités différentes est fini puisque I’ordonnancement est périodique avec une période
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égale au PPCM des périodes des tiches. Précisément, 1I’ordonnanceur va étre confronté
exactement au mé€me scénario d’activation des taches a chaque début d’hyperpériode
et prendra en conséquence exactement les mémes décisions. Toutefois, ’analyse de
toutes les périodes d’activité n’est en général pas possible puisque leur nombre est
exponentiel. De plus, trouver dans quelle période d’activité une tiche ne respectera
pas son €chéance n’est pas un probléme simple et nécessite dans la majorité des cas
un temps de calcul exponentiel dans la taille du systéme de tiches a analyser. Pour
des systemes simples de tiches, nous allons présenter les résultats analytiques connus
pour caractériser la période d’activité pour trouver les taches ne respectant pas leurs
échéances dans un systéme non ordonnangable.

Dans le cas d’un systéme a priorité fixe, tester 1’ordonnancabilité d’une tiche 7; ne
nécessite pas de considérer les tAches moins prioritaires puisqu’elles n’engendreront
pas d’interférence sur 7;. Ceci revient a définir une période d’activité se limitant a un
sous-ensemble de tiches prioritaires.

Définition 9 (Systémes a priorité fixe) Une période d’activité du processeur de ni-
veau i est un intervalle de temps ou le processeur n’exécute que des tdches ayant une
priorité supérieure ou égale a i (level-i busy period).

Une période d’activité va étre caractérisée par les dates d’activation de requéte qui la
débutent. Nous pouvons maintenant définir la notion de scénario.

Définition 10 Un scénario est I’ensemble des dates d’activation des requétes permet-
tant de caractériser une période d’activité du processeur.

Deux cas se produiront suivant que les pires scénarios considérés durant le test se
produiront ou non durant la vie du systéme :

—le scénario se produit nécessairement dans la vie du systeme : le test d’ordon-
nancabilité résultant sera alors exact et définit une condition nécessaire et suffisante
pour que le systeme de taches soit ordonnangable,

— le scénario ne se produit pas forcément dans la vie du systeme : le test sera
alors approché puisque la demande processeur aura été surestimée. Ceci introduit donc
du pessimisme dans le test d’ordonnancabilité, c.-a-d. qu’une borne supérieure de la
demande processeur est calculée. Le test sera uniquement une condition suffisante
d’ordonnangabilité : si le test renvoie vrai alors le systéme est ordonnangable, sinon
on ne peut pas conclure.

Exemple 5 Quelques exemples de scénarios conduisant soit a un test exact, soit a un
test approché :
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o Tests exacts : le scénario se produit toujours dans la vie de I’application. Ordon-
nancement de tdches périodiques a départ simultané et a priorité fixe : le pire scénario
est défini par le réveil simultané d’une requéte de chaque tdche (c.-a-d. l'instant cri-
tique). Ce scénario se produit au démarrage de I’application.

e Tests approchés : le scénario peut ne pas se produire dans la vie de I’application.
Ordonnancement de tdches périodiques a départ différé et a priorité fixe : le pire scé-
nario est défini par le réveil simultané des tdches. Savoir si ce scénario se produira
dans la vie de I’application est co-NP-Complet (probléme de congruences simulta-
nées). En conséquence, la demande processeur calculée sera une borne supérieure.

Afin de faciliter la conception de tests exacts, deux hypotheses se rencontrent presque
systématiquement dans la littérature. Elles permettent d’assurer que le pire scénario se
produit dans la vie du systéme. Ces hypothéses sont d’introduire une gigue sur acti-
vation (permettant ainsi de traiter les systémes distribués) ou de considérer des taches
sporadiques plutot que des tiches périodiques (la période entre deux requétes est une
durée minimum et non une durée exacte, comme dans le cas des tiches périodiques).
Ces hypothéses supplémentaires permettent de considérer un probléme d’ordonnan-
cement plus général, mais dont les pires scénarios sont plus simples a caractériser.

Exemple 6 Voici un exemple introduisant une simplification en jouant sur la pério-
dicité des activations des tdches : Ordonnancement EDF de tdches sporadiques : le
pire temps de réponse d’une tdche T; survient dans une periode d’activité ou toutes
les tdches autres que T; sont réveillées simultanément et ou T; se réveille a une date
d’échéance d’une autre tdche. Le test exact de Spuri [SPU 96a] dans le cas sporadique
ne serait pas exact si les tdches étaient strictement périodiques, car le pire scénario
ne se produirait pas forcément dans la vie du systéme.

1.4.2.2. Evaluation de la demande processeur

Caractériser 1’activité du processeur revient a compter les requétes activées dans un
intervalle de temps (c.-a-d. dans la période d’activité). Deux fonctions vont étre par-
ticulierement utiles par analyser I’activité du processeur associée aux exécutions des
requétes des taches. Cette activité sera dans la suite désignée sous le nom de demande
processeur. Deux fonctions permettent de définir la demande processeur sur un inter-
valle de temps [MAN 98, BAR 03] :

—la demande processeur des tiches réveillées avant une date ¢, qui sera notée
rbf (t) (request bound function, parfois notée G(t)),

— la demande processeur des tdches devant se terminer avant la date ¢ (I’échéance
est avant ou a la date t), qui sera notée dbf (demand bound function, parfois notée
H(t))
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La premiere fonction est particulierement utile pour analyser les systémes a priorité
fixe, tandis que la seconde est utile pour analyser 1I’ordonnancement produit par EDF.
Nous nous limitons aux tiches a échéance contrainte (D; < T; — constrained dead-
line) et a départ différé (asynchronous) pour illustrer les définitions de ces deux fonc-
tions.

La demande processeur des tdches réveillées dans I’intervalle de temps [0, [ repose
sur le nombre k d’activation d’une tdche 7; dans cet intervalle de temps. Cela nécessite
de connaitre la derniére requéte activée avant la date ¢. Les deux inégalités suivantes
permettent de déterminer k :

ri+(k—1T; <t = k< +1

Nous devons de plus assurer £ > 0. Ces inégalités seront respectées pour : k =
max(0, [£22]). Notons que les requétes comptabilisées ne sont pas nécessairement
terminées a la date ¢. La durée maximum cumulée de travail processeur associée aux
réveils de 7; sur Iintervalle de temps [0, ¢[ est notée rbf (request bound function) :

rbf (1i,t) = max (0, ’Vt ;n—D C;

La fonction de travail du processeur sur I’intervalle [0, ¢[ tient compte des requétes de
toutes les tiches :

n

W(t) = rbf(75,t) [1.1]

j=1

Le travail processeur est une fonction en escalier. La droite affine f(¢t) = ¢ définit
la capacité maximum de traitement du processeur (avec une vitesse unitaire). Ainsi,
lorsque W (t) = t, alors a cette date, le processeur a terminé toutes les requétes ré-
veillées dans Iintervalle [0, ¢[.

Pour les sytémes a priorité fixe, la fonction de travail TW;(¢) est la durée cumulée des
taches de priorité supérieure ou égale a i et réveillées dans ’intervalle [0, ¢ :

Wi(t) = rbf(75,t) (1.2]

Jj=1
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tdches||C;| D;| T;| R;
T1 21 10| 10| 2
T ||10]| 25| 30| 14
73 ||55(100{120(119

Tableau 1.3. Systéme de tdches. La colonne R; indique les temps de réponse
des tdches avec un ordonnanceur a priorité fixe

La fonction dbf (¢1,t2) (demand bound function) est la durée cumulée des requétes
dont la date d’activation et 1’échéance sont dans I’intervalle [¢1, t2]. Nous pouvons
définir le nombre k d’activation d’une tiche 7;. Pour déterminer les requétes dont les
échéances surviennent dans un intervalle [0, ¢], nous identifions la derniere requéte de
la tdche 7; avec les deux inégalités suivantes :

t—r;—D;
rit(k—1D)T+D; <t = kg#—kl
[
t—r; —D;
ri+kT; +D; >t = k>+
7

Nous savons aussi que k& > 0. Ces inégalités seront respectées pour la tiche 7; :
k = max (0, L#J + 1). Nous avons donc la demande processeur des requétes

d’échéances inférieures ou égales ¢ dans Iintervalle [0, ¢[ :

dbf (0,1) = > max <0, L#J + 1) x C; [1.3]
i=1 v

Exemple 7 Considérons un systéeme de trois tdches a départ simultané dont les para-
meétres sont indiqués dans le tableau 1.3. La colonne R; donne les temps de réponse
des tdches lorsqu’elles sont ordonnancées avec des priorités fixes. Nous constatons
que la tdche T3 n’est pas ordonnagable (alors qu’elle le serait avec une échéance
égale a la période). La figure 1.2 présente les fonctions W (t) = rbf (t) et dbf (t).

En raisonnant sur des inégalités simples comme nous I’avons fait dans les paragraphes
précédents, nous pouvons généraliser les formules précédentes pour traiter des sys-
témes plus complexes, comme ceux introduisant par exemple des parametres supplé-
mentaires dans la définition des tdches comme la gigue sur activation ou des temps de
blocage associés a 1’attente devant les ressources critiques (c.-a-d. le facteur de blo-
cage). Il convient toutefois d’étre vigilent afin d’assurer que les valeurs calculées par
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Figure 1.2. Fonctions rbf (t), dbf (t) et f(t) = t pour le systéme de tdches du
tableau 1.3

les fonctions rbf ou dbf sont des bornes supérieures de la demande processeur, car
sinon le test d’ordonnancabilité correspondant ne serait pas correct. Ceci nécessite de
caractériser le(s) pire(s) scénario(s) d’arrivée des requétes engendrant la plus grande
activité du processeur.

1.4.2.3. Tests approchés

L’objectif d’un test approché est de fournir une décision approchée au probleme d’or-
donnangabilité : si le test approché renvoie Ordonnancable, alors les tiches respecte-
ront leurs contraintes temporelles, sinon on ne peut pas conclure. La principale moti-
vation pour concevoir un test approché est de définir des algorithmes de test avec une
complexité algorithmique plus faible, soit parce que le test exact nécessite un temps
de calcul exponentiel ; soit parce que le test doit €tre utilis€ en-ligne pour contréler
I’admission de nouvelles taches périodiques.

Les tests approchés vont donc utiliser des valeurs approchées de la demande proces-
seur (c.-a-d. des bornes supérieures des fonctions présentées dans le paragraphe pré-
cédent) et limiter le nombre d’itérations nécessaires pour prendre une décision. Ces
deux opérations vont introduire du pessimisme dans les méthodes d’analyse.

Il est important (et peu rassurant) de constater qu’aucune estimation quantitative du
pessimisme des tests approchés n’est en général rigoureusement proposée dans la lit-
térature. Les évaluations reposent uniquement sur des simulations numériques qui ne
comparent pas le test approché avec un test exact. De facon générale, les tests appro-
chés d’ordonnancabilité conduisent & surdimensionner les syst¢mes afin de satisfaire
la condition suffisante d’ordonnangabilité définie dans le test de validation !
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Nous rappelons tout d’abord quelques définitions sur 1’approximation polynomiale,
puis nous illustrons les tests avec garantie de performance sur les tiches a priorité
fixe.

Une estimation du pessimisme des méthodes approchées peut étre obtenue en utili-
sant des algorithmes d’approximation (ou approchés). Ces algorithmes sont utilisés
pour résoudre de facon approchée des problémes d’optimisation. L’intérét d’un al-
gorithme d’approximation est de posséder une garantie de performance vis-a-vis
d’une méthode exacte. Précisément, soit A un algorithme approché et O PT" une mé-
thode exacte, alors la borne d’erreur € (0 < ¢ < 1) de I’algorithme A pour toute
configuration I du probléme d’optimisation est définie par :

|A(I) — OPT(I)|
orPT() ¢

Un algorithme approché a une garantie de performance bornée par le ratio suivant :
r4 = 1 + € (pour un probléme de minimisation). Ce ratio définit donc les pires résul-
tats que pourra atteindre 1’algorithme approché A en considérant toutes les configu-
rations possibles d’un probléme d’optimisation. Une approximation polynomiale est
un algorithme avec un ratio constant. Un schéma d’approximation est un algorithme
paramétrique, de parametre €, qui peut s’approcher aussi prés que possible de la valeur
optimale de la fonction optimisée. Le ratio d’un schéma d’approximation polynomiale
(PTAS - Polynomial Time Approximation Scheme) s’écrit sous la forme: 7 4 < 1+e.
Un schéma d’approximation est complet (FPTAS - Fully Polynomial Time Approxi-
mation Scheme) s’il est un PTAS et que 1’algorithme est en plus polynomial en fonc-
tion du parameétre 1/e. Un FPTAS est le meilleur résultat d’approximation pouvant
étre obtenu pour résoudre un probléme AP-Difficile. Nous renvoyons a [GAR 79]
pour des compléments sur la complexité et I’approximabilité des problémes.

Depuis plusieurs années, les algorithmes d’approximation intéressent les concepteurs
de tests afin de garantir les performances dans le pire cas des tests approchés. Toute-
fois, tester la faisabilité€ d’un systeme de tiches est un probléme de décision, alors que
les algorithmes approchés concernent les problémes d’optimisation. Bien que le temps
de réponse soit un critére quantitatif, il n’existe pas a notre connaissance de calcul de
pire temps de réponse approché avec une garantie constante de performance par rap-
port au pire temps de réponse exact. Mais des tests approchés reposant sur 1’analyse
de la demande processeur ont été€ proposés, comme nous le verrons plus loin.

1.5. Analyse du facteur d’utilisation
Dans ce paragraphe, les tests d’ordonnancabilité basés sur les facteurs d’utilisation

sont présentés. Ces tests concernent les algorithmes décrits dans le chapitre 1.2. Ces
tests sont exacts ou approchés.
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1.5.1. Tests exacts

Le test d’ordonnnagabilité pour les algorithmes EDF et LLF pour I’ordonnancement de
configurations de tdches indépendantes, périodiques et a échéance sur requéte est celui
de L1U et LAYLAND en 1973 [LIU 73, DEV 00] (condition nécessaire et suffisante) :

Q

L < [1.4]

S

i=1

Ainsi, pour les configurations de taches a départ simultané et a échéance sur requéte,
le taux d’utilisation maximum que peut atteindre le processeur sous Earliest Deadline
First est de 100%.

1.5.2. Tests approchés

Le test d’ordonnangabilité de L1U et LAYLAND en 1973 [LIU 73] établit une condition
suffisante d’ordonnnagcabilité pour toute configuration de tiches périodiques, indépen-
dantes, a échéance sur requéte et a départ simultané (ce test est une condition suffisante
mais pas nécessaire) :

Un autre test approché (donc condition uniquement suffisante) a été établi par BINT et
al. [BIN 03] pour I’ordonnancement de configuration de tiche périodiques :

Le test L1U et LAYLAND en 1973 [LIU 73] (Formule 1.5) a été€ adapté pour tester les
configurations de tiches indépendantes et périodiques et a départ simultané. Ce test
n’est qu’une condition suffisante :

n

Ci 1
Uy = ZF <n(27 —1)

i=1 "
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Pour EDF, si les tiches sont périodiques et indépendantes mais que 1’échéance de
toutes les taches est inférieure a sa période alors le test devient (condition suffisante) :

n

ngZ%Sl [1.6]

i—1

Si enfin, I’échéance de toutes les tiches est supérieure a la période, le test 1.4 reste
une condition nécessaire et suffisante [BAR 90a].

Des extensions a ce test d’ordonnancabilité existent (partage de ressources,. . .), nous
renvoyons a [DEV 03, LIU 00] pour des informations complémentaires.

1.6. Analyse du Temps de réponse
1.6.1. Tests exacts

Le temps de réponse d’une requéte est la différence entre sa date de fin et sa date
d’activation. Le pire temps de réponse d’une tache est le plus grand temps de réponse
de ses requétes. L’ ordonnancement étant périodique, le nombre de valeurs différentes
des temps de réponse des requétes d’une tache est fini et calculable.

1.6.1.1. Ordonnancement a priorité fixe

Comme nous 1’avons vu précédemment, le calcul pratique du temps de réponse néces-
site toujours de caractériser le(s) scénario(s) d’arrivée des taches conduisant au pire
temps de réponse de la tiche étudiée, déterminer une fonction d’analyse de la durée
cumulée des tiches correspondant au(x) pire(s) scénario(s). Nous illustrons le calcul
du pire temps de réponse d’une tdche 7; dans un systéme a priorité fixe [JOS 86].

Lemme 1 (Scénario) Le pire temps de réponse d’une tdche T; survient d’une période
d’activité de niveau i débutant par un instant critique.

Theoreéme 1 (Test) Le pire temps de réponse de T; est défini par le plus petit point fixe
de I’équation :

Wit) =t

Ou W;(t) a été définie dans la formule 1.2.
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En pratique pour chaque tiche 7;, résoudre cette équation se fait par approximation
successive en définissant la suite suivante :

R) = icj
j=1

RPTY = > " rbf(ry, RY) [1.7]

=1

L’algorithme calcule par récurrence les valeurs successives de IR} et stoppe la récur-
rence lorsque R} = Rf“. Alors, le pire temps de réponse de 7;, noté R; est égal
a R}. Il reste finalement a démontrer que R} < D;. La complexité algorithmique
du calcul du temps de réponse d’une tache est pseudo-polynomiale : O(n > -, C;).
Puisque les pires temps de réponse des tiches sont calculés en s€quence, la complexité
du test d’ordonnangabilité est la méme que celle pour analyser une tache. Notons que
I’existence d’un algorithme polynomial est un probléme ouvert.

Exemple 8 Sur le systéme de tdches présenté dans le tableau 1.3, les temps de ré-
ponse sont calculés en 3 itérations maximum et les temps de réponse correspondant
sont indiqués dans la colonne R; de ce méme tableau.

1.6.1.2. Ordonnancement EDF

Contrairement au systéme a priorité fixe, le pire temps de réponse d’une tiche ordon-
nancée par EDF ne survient pas nécessairement dans la premiere période d’activité
du processeur [SPU 96a] (celle initiée par I’instant critique ou toutes les tiches sont
réveillées simultanément). Le pire temps de réponse d’une tiche peut étre calculé
en construisant (par simulation) I’ordonnancement EDF. Mais 1’algorithme résultant
sera exponentiel. A notre connaissance, aucun algorithme polynomial ou pseudo po-
lynomial n’est encore connu pour calculer le pire temps de réponse exact des tiches
ordonnancées par EDF.

1.6.2. Tests approchés

Un test d’ordonnangabilité fournit une réponse binaire : ordonnancable ou non or-
donnancable. Par contre, le temps de réponse est un critére quantitatif. Celui-ci peut
donc étre utilisé pour définir le ratio d’approximation du calcul du pire temps de ré-
ponse d’une tiche. A notre connaissance il n’existe pas de résultat dans la littérature
de calcul d’un pire temps de réponse approché avec une garantie de performance par
rapport au pire temps de réponse exact.

La prise en compte de dates d’activation, ressources,. . . conduisent en général a des
tests approchés car les scénarios pire cas considérés ne surviennent pas nécessairement
dans la vie du systeme.



34 Systemes Temps Réel

1.7. Analyse de la demande processeur
1.7.1. Tests exacts

L’analyse de la demande processeur est un test d’ordonnangabilité consistant
a vérifier que toutes les requétes devant s’exécuter dans tout intervalle de temps ne
dépassent pas la capacité du processeur (c.-a-d. la longueur de I’intervalle considéré).
Contrairement a 1’analyse du temps de réponse, 1’analyse de la demande processeur
analyse toutes les tiches simultanément.

1.7.1.1. Ordonnancement a priorité fixe

Nous présentons dans la suite les principes de cette analyse a travers 1’exemple des
taches a priorité fixe et a départ simultané [LEH 89].

Lemme 2 (Scénario) Il est suffisant d’analyser intervalle de temps [0, D ;) pour sa-
voir si T; respectera ou non son échéance.

Theoréme 2 (Test de Lehoczky, Sha et Ding) Dans un systéme de tdches a départ
simultané, une tdche T; est ordonnangable si, et seulement si, il existe un instant t €
(0, D;] tel que W;(t) < t.

Cela revient donc a rechercher la valeur minimum de la fonction W;(¢) /¢ dans inter-
valle [0, D;]. La fonction de la demande processeur ne change de valeur qu’a des
instant précis car 1’équation 1.1 est une fonction en escalier. Le test va se limiter
aux valeurs correspondant a des minima locaux de la fonction de la demande pro-
cesseur. L’ensemble de ces valeurs définissent I’ensemble des points d’ordonnance-
ment (Testing Set ou Scheduled Point Test) :

S; ={bTilj=1...i,b=1...|D;/T;|} [1.8]

Ainsi, vérifier que la tiche 7; est ordonnangable nécessite de calculer :

; Wi(t)
miies; \ —¢
T; est ordonnancable et il est inutile d’examiner d’autres points d’ordonnancement.
Ainsi en pratique, seulement un sous-ensemble des points d’ordonnancement de S;
sera analysé. Mais, d’un point de vue complexité algorithmique, le nombre d’itérations
du test est borné par le ratio : D;/T;. Donc, sa complexité algorithmique est pseudo-
polynomiale. Le test complet se formule de la fagon suivante :

W;
max {min( (t)>} <1
i=1..n | tes; t

) < 1. En conséquence, si une date ¢t € S; satisfait W;(¢) < ¢ alors
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¢ [ 10]20]30[40[50]60]70]80] 90]100]
Wi (t)/t]0.2
Wi (t)/t]11.20,7/0.5
Wa(t)/t]|6.7(3.4/2.3|2.0(1,71.4[1.4/1.2]1,14| 1,1

Tableau 1.4. Exécution du test associé au théroéme 2 pour analyser le systéme
de tdches du tableau 1.3.

Exemple 9 Nous illustrons ce test sur I’analyse de la tdche T3 du systéme de tdches
présenté dans le tableau 1.3. Les ensembles de tests sont :

S, = {10}
Sy = {10,20,30}
Sy = {10,20,30,40, 50,60, 70, 80,90, 100}

Les calculs de W3(t)/t pour ’ensemble Ss sont présentés dans le tableau 1.4. Le
systeme est non ordonnangable puisqu’aucune date t € S ne conduit a vérifier la
condition : W3(t)/t < 1.

Nous renvoyons a [MAN 98] pour une présentation des algorithmes et une variante de
ce test (permettant d’avoir une complexité indépendante des valeurs des parametres,
mais exponentielle - O(n2™)). On pourra aussi consulter [BIN 04] pour avoir des in-
formations complémentaires.

1.7.1.2. Ordonnancement EDF

Les tiches étant a départ simultané, la plus grande charge processeur survient au dé-
marrage de 1’application. Précisémment, la demande processeur dans le cas de tiches
a départ simultané vérifie [BAR 90b] :

Lemme 3 (Scénario)

dbf(o,tg — tl) > dbf(tl,tg) th,tg et t1 <to

Nous pouvons simplifier I’expression du calcul de la demande du processeur puisque
nous supposons ; = 0et D; <T;,1 <1< n:

dbf(0,t) = » max (0, L%J + 1> C; [1.9]
i=1 ’
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n
t+1T; — D,
= > L;J Ci [1.10]

Ceci conduit a définir un intervalle d’étude pour EDF débutant a I’instant critique O,
jusqu’a H = ppem(T;), puisque 1’ordonnancement est périodique de période H. En
relachant la contrainte d’intégralité de 1’équation 1.10, il est démontré dans [BAR 90b]
que Dintervalle d’étude peut se limiter dans le cas U < 1 a I'intervalle [0, ¢ ;5 ], avec :

U
tiim = T~ i ZJr:mlao;(Tz —Dy)
Ceci permet d’établir le test d’ordonnangabilité suivant :

Theoréme 3 (Test de Baruah, Howell et Rosier) Un systéme de tdches périodiques
et a départ simultané est ordonnancable avec un facteur d’utilisation U < 1 si, et
seulement si :

dbf(0,) <t V£,0 <t < tm

Exemple 10 Nous illustrons le fonctionnement de ce test sur le systéme de tdches
du tableau 1.3. Le facteur d’utilisation du processeur est U = 0,99 et ceci conduit
a la valeur ty;,, = 2380 (On remarque que le ppcm des périodes est égal a H =
120. Cette valeur peut étre utilisée comme limite de temps puisque les tdches sont
a départ simultané). Nous devons donc tester toutes les dates t entre O et H pour
vérifier la condition dbf (t) < t. Si pour une valeur de t, cette inégalité n’est pas
vérifiée alors le systéme est non ordonnancable. Par contre, si le test est positif pour
toutes les dates t entre 0 et H alors le systéme est ordonnangable. Pour les dates
t € [0,100], routes les inégalités sont respectées. Par contre a la date t = 100, nous
avons : dbf(0,t) = 105 > t (nous pouvons aussi directement le constater sur la
figure 1.2 : la courbe dbf (0,t) passe au dessus de la droite représentant la capacité
du processeur f(t) = t). Le systéme de tdches n’est donc pas ordonnancable sous
EDF.

Sous I’hypothése U constant, la complexité de ce test est O (nmax;—1 (T3 — D;)),
I’algorithme est pseudo-polynomial. Ce test a ét€ amélioré dans [RIP 96, PAR 04],
mais ces algorithmes sont eux aussi pseudo-polynomiaux. Notons que 1’existence d’un
algorithme fortement polynomial est un probléme ouvert.
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1.7.1.3. Généralisation

Les tests exacts présentés reposent sur I’analyse de la demande processeur, exploitent
des propriétés permettant de limiter I’intervalle d’étude et enfin la localisent dans
la premiere période d’activité du processeur (cas de tiches a départ simultané). En
I’absence de caractérisation précise de la période d’étude, 1’analyse de la demande
processeur doit étre généralisée afin d’établir un test d’ordonnancabilté. Ceci passe
notamment par la définition plus générale de la fonction de la demande cumulée du
processeur.

Définition 11 Fonction de demande du processeur (Demand Bound Function). Soit
7; une tdche, la fonction de demande du processeur dbf (t1,t2) est la durée maximum
cumulée d’exécution des tdches qui ont leurs réveils et échéances dans un intervalle
de durée [t1,t2].

Cette définition de la fonction dbf (¢1,t2) permet de définir un test simple pour les
taches indépendantes, de facon analogue au paragraphe précédent. Un test général
peut étre formulé de la fagon suivante :

Theoréme 4 Un systéme de tdches est ordonnangable si, et seulement si :

th < to dbf(tl,tz) <ty —1t1 [1.11]

Remarquons que dans le cas général, pour montrer que le systéme est non ordonnan-
cable il est suffisant de trouver une valeur de ¢ telle que 1’inégalité 1.11 ne soit pas
satisfaite. La généralisation a des taches dépendantes avec des structures condition-
nelles a été faite dans [BAR 03].

Toutefois, toute généralisation souléve deux questions :

— Comment calculer efficacement la fonction dbf ?

— Comment choisir un ensemble de points d’ordonnancement aussi petit que pos-
sible et qui soit suffisant pour garantir la correction du test défini par I’équation 1.11?

1.7.2. Tests approchés (Approximation polynomiale)
Un test d’ordonnancabilité fond€ sur 1’analyse de la demande processeur n’est pas

un probléme d’optimisation, mais un probléme de décision (c.-a-d. qui retourne une
valeur binaire). Toutefois, les techniques d’approximation vont pouvoir étre utilisées,
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moyennant une adaptation de la définition de la garantie de performance. Nous pré-
sentons dans la suite le schéma d’approximation polynomiale de [ALB 04, FIS 05] qui
utilise le paramétre e avec la sémantique suivante : si le test répond ordonnancable
alors le systéme est ordonnancable quel que soit son comportement a 1’exécution. Et si
le test répond non ordonnacable, alors il est non-ordonnangable avec certitude sur un
processeur plus lent (avec la vitesse 1 — €). Mais sur un processeur de vitesse unitaire,
aucune décision ne peut étre prise.

Nous illustrons cette approche sur 1’ordonnancement a priorité fixe [FIS 05]. La fonc-
tion 7bf (7;, t) est une fonction en escalier non-décroissante. Le nombre de paliers dans
cette fonction n’est pas borné polynomialement dans la taille du systéme & ordonnan-
cer. Un moyen simple de définir un schéma d’approximation polynomiale est de ne
considérer qu’un nombre borné k de paliers. Au dela, une fonction linéaire (continue)
sera utilisée pour définir une borne supérieure de rbf (7;,t). Le nombre de paliers va
étre défini a I’aide du parametre d’erreur € :

Nous pouvons maintenant définir I’approximation de la demande cumulée de la de-
mande processeur de la tiche 7;, qui sera notée rbf (;, 1) :
rof(1i,t) = rbf(mt)  Si t < (k—1)T; [1.12]

= Cith% Sinon [1.13]

7
La demande processeur approchée, est alors définie par :

i—1

Wi(t) =Ci+ > _ rbf (i, t) [1.14]
j=1

Pour terminer le test, Fisher et Baruah utilisent 1’analyse de la demande processeur
avec un ensemble de points d’ordonnancement (Testing Set) possédant un nombre
polynomial d’entrées dans la taille du systeme de taches a analyser et du paramétre de
précision 1 /¢ :

Si={bTjli=1...i—1,b=1...k} [1.15]
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L’algorithme de test s’implémente trés facilement en O(n2/¢). Clairement, si € est
proche de 0, alors le nombre d’itérations effectuées par I’algorithme est trés grand,
mais le nombre d’itérations est polynomial en 1/e. En conséquence, cet algorithme
paramétrique est un FPTAS. Le choix du paramétre de précision e est donc primordial
pour obtenir un test rapide et avec une bonne garantie de performance.

Le cas des tiches avec des échéances arbitraires (c.-a-d. telles que 1’échéance D ; et
la période T ne sont pas reliées par une contrainte) est présenté dans [FIS 05]. Par
souci de concision, nous renvoyons a [ALB 04] pour I’approximation de la demande
processeur pour EDF.

1.8. Conclusion

La complexité des problemes d’ordonnancabilité n’est pas abordée dans ce papier.
Pourtant, 1’établissement d’un test d’ordonnancabilité devient difficile a concevoir
lorsque I’algorithme d’ordonnancement n’est pas robuste (c.-a-d. sujet aux anoma-
lies d’ordonnancement cf. paragraphe 1.3.4) pour le probléme considéré ou que le
probléeme d’ordonnancabilité est difficile. Dans les deux cas, le calcul de la demande
processeur (fonctions 7bf ou dbf) doit donc reposer sur un scénario conduisant a la
pire demande processeur. Un résultat analytique doit impérativement €tre construit
pour garantir la correction du test.

Les travaux sur I’ordonnancement monoprocesseur sont nombreux et ainsi beaucoup
de résultats sont connus. Ces résultats peuvent étre utilisé€s pour valider de nombreux
systemes industriels. Mais, dans beaucoup de cas pratiques, leurs utilisations néces-
sitent souvent d’étendre le modele des tiches pour tenir compte des contraintes de
I’application. Ainsi de nouvelles études restent a mener sur les systémes monoproces-
seurs afin d’intégrer efficacement des facteurs pratiques [COT 00, LIU 00, SHA 04].
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