Programmation lineaire
en variables continues :

propriétés mathématiques et résolution
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Définitions - Notations (1)

Programme linéaire continu

mi”ZCij 'minCX
j=1
L agx <b,i=1...m oy I AX <b
=1
X; 20,V
X220
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Définitions - Notations (2)
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Définitions - Notations (3)

Variables d’écarts
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Definitions - Notations (4)

Soit le P.L. min{CX ‘AX=b, X > O}

Solution
Vecteur X tel que AX=Db

Solution admissible
Vecteur X tel que AX=DbetX >0
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Définitions - Notations (5)

Base
Matrice B (m X m) extraite de A et dont le dét. est = 0

Indices de base (hors base)

Variables en base (hors base)
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Définitions - Notations (6)

Solution de base (associee a une base B)

Solution ou les variables hors base sont
nulles.

Solution de base explicitée

Solution de base associée a une matrice unité
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Reésultats fondamentaux (1)

1) P:{X:AXSb,Xz()} est convexe

2) Pest [ soit vide
soit un polyedre convexe
soit un ensemble polyedrigque
. convexe non borne

A
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3)

Reésultats fondamentaux (2)

Si1 P est un polyedre convexe, alors

I’ensemble des solutions optimales du

PL.  min{CX:X P}

contient au moins un sommet de P.
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Reésultats fondamentaux (3)

Démonstration

Soit S,, ..., S, les sommets et ¢cS_= mincS,

XeP> X:ZaiSi(Zai = lete, 20]

= CX =) a,cS,>cS,
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Reésultats fondamentaux (4)

4)  SiAestderang m, alors tout sommet de

{X:AX = b,X >0

est une solution de base admissible.

N.B.: P; = jeme colonne de la matrice A
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Reésultats fondamentaux (5)

Démonstration

SoitS=(s;,...., S, 0....0)

un sommet de P (s;> 0).
Si Py, ..., P, ne sont pas lineairement

K
indépendants, alors 3 a,,...,a,:), a,P, = 0
j=1

k
On a aussi le,- Pp=F=Db
j=
12
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Reésultats fondamentaux (6)

(K

Z(Sj+5aj)|3j =\ ou ¢ tel que
— ¢ = ‘5aj‘< S, V]

Z(SJ—EOZJ-)PJ =B

L]
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Reésultats fondamentaux (7)

X, =(s +é¢a,,...,S, +éa,,0...0)
= X,etX, ePoui - TR E
X,=(8 - €ay,...,S, - €a,,0.....0),

1
ce qui est impossible car S = E(X1+ Xz)

= P, ....P, sont linéairement indépendants
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Reésultats fondamentaux (8)
St k =m, S est la solution de base correspondant a

B=(P,... P)

St k< m, S est la solution de base correspondant a
(P, ... P,) complétée a I’aide de m-k colonnes

bien choisles.
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Reésultats fondamentaux (9)

5)  SiAestde rang m, alors toute solution
de base admissible est un sommet de

{X:AX =D, X >0}
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Reésultats fondamentaux (10)

Démonstration

SoitS=(s;, ..., Sp,0 ... 0) une solution de base
admissible

—B=(P,...P,)estune base ets;>0, Vi

Sis; =0, VI, S est un sommet.
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Reésultats fondamentaux (11)
Démonstration (suite)

Sinon et s1 S n’est pas un sommet, alors

S=AX+(1-M)X,0u0<A<] X, ePetX,eP

= X;i=X,; =0, Vi>m = BX, =BX,=D

= X =X, =0

18
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Algorithme de denombrement

Soit min {CX : AX=Db, X >0} ou A est de rang m.
ou
max

1) Rechercher toutes les solutions de base (annuler n-m
variables et résoudre le systeme qui reste).

2) Retenir les solutions de base admissibles
(composantes > 0)

3) Selectionner la meilleure
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Algorithme du Simplexe (1)

Principe

Partir d’une premiere solution de base admissible
explicitée et se deplacer de solution de base
admissible en solution de base admissible en
améliorant toujours la fonction economique.

20
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Algorithme du Simplexe (2)

Hypotheses de départ
* Systeme d’égalités AX =D

* A contient une matrice unité de rang m
*°b>0

21



UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES

Changement de base (1)

AX =D \ / AX=b’

Base B : matrice unité Base B’ : matrice unité
x. = b, Viel(B) >_.< x = b Viel(B)
X;=0,v]eJ(B) X, =0,v]eJ(B")

Zo = Z Cibi ch> I Z Cibi'

el (B) iel (B")
Y N

1(B") = [1(B)u {k}|\{r}

22
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Changement de base (2)

Avant le changement de base, on a

TX + ) a;X =b,iel(B)

JeJ(B)

. b X arj
En particulier (1 =1):X, = — - — - Z X
d d - a
rk rk J_eii(B) rk

]+
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Changement de base (3)

r a a, a. a. b . _
X, - =X + ) {a..— ' rJ}xj:b.— E';r,lel(B),l;él’
rk

24
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Changement de base (4)

Apres le changement de base, on a

N

X,+ ), a;x;=h, iel(B)

JeJ(B)
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Changement de base (5)

X tax + Y ax =h,iel(B)izr

]eJ(B)
J#K

X, +a, X + Z AiX; = b,

j€J(B)
J#kK

26
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o a,

Ay = a

b = b, - b,
b,

by, -

Changement de base (6)

Y viel1(B)n I(B)

.
: a‘rk

Z‘rt,we 1(B) 1(B)

27



UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES

Changement de base (7)

Variation de la fonction economique

Y ch = > ¢cb +c.b,

icl (B |eI(B)mI(B)

HGENE

icl(B)n1((B) a'rk ark

Zo

28
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Changement de base (8)
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Choix de Kk et 1 Changement de base (9)

-
|l faut Z,-C, > 0 dans probleme a minimum

< Z,-C, < 0 dans probleme a maximum

a, >0 (pivot)

a.
b -b —>0,Viel(B)n I(B")
k a‘rk
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Regle

-

N

Changement de base (10)

Z,-C = Max (z;-c;) si probleme a minimum
J

Z,-C, = mijn (z;-c;) si probleme a maximum

p
= min—-
ark Ajk>0 alk
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Critére d’optimalité (1)

Calcul de Z,(Q) ou
Q = point quelconque admissible

Ona X+ 2, &X =hb,Viel(B)

1eJ(B)

Z,(Q= 2 cx(@Q+ ) ¢x(Q

icl (B) jed(B)
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Critére d’optimalité (2)

: bi_ Z aijxj(Q) u Z CJXJ(Q)

]

icl(B) | jeI(B) | jei(m)
= Z cb; - Z Z C;ia; — C; |X;(Q)
icl(B) jed(B)| iel(B) i

= Z,- 2, (z,-¢)x(Q

1€J(B)
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Critére d’optimalité (3)

Probleme a min. :
Zi- C; < 0,V] eJ(B)=2Z,Q) > Z,VQ

Probleme a max. :
Zi - C; > 0, V] € J(B) = Z,(Q) £ Z, VQ

34
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Critére d’optimalité (4)

Cas ou on ne trouve pas de pivot positif

Soit, dans un probleme a min. : { .
/7 /7 a, <0,ViI

er(Q): 0,vjeJ(B),J=Kk
X (Q)>0
X (Q) =D -a,x(Q),Viel(B)

35

Soit le point Q tel que :

.
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Critére d’optimalité (5)

Q est admissible =

25(Q) = 25 - (z-¢y) X(Q) < z,,

et x, (Q) peut €tre aussi grande que 1’on veut.

= solution infinie.
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Algorithme du Simplexe pour un
probleme a minimum (1)

@ Il fautmin {CX : AX =D, X >0}
ou {A contient une matrice unité de rang m,
b>0.

@ Siz;-¢; <0, Vj, alors optimalite.
Sinon, on choisitk : z, - ¢, = max (z; - ¢;) > 0.
J

37



UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES

Algorithme du Simplexe pour un
probleme a minimum (2)

@  Sia, <0, Vi, alors solution infinie.

b
= MNiN—-
Ay A0 ay

r

Sinon, on choisit r telque

@ Effectuer le changement de base et aller en @
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Algorithme du Simplexe pour un
probleme a maximum (1)

D Il faut max {CX : AX=b, X >0}

ou {A contient une matrice unitée de rang m,
b>0.

@  Sizj-c; >0, vj, alors optimalité.

Sinon, on choisitk : z, - ¢, = mjin (z - ¢;) <0.
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Algorithme du Simplexe pour un
probleme a maximum (2)

@  Sia <0, Vi, alors solution infinie.
b

b . b
= mMin——-
ark aik>0 alk

r

Sinon, on choisit r telque

@ Effectuer le changement de base et aller en @
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Méthode de la base artificielle (1)

Zl a”XJ :bi >01=1...m Zl aIJXJ+V|:bi’|:l"'m
j= =
ijOle..n <xj20,Vj;vi20,V|
min 1 C;X; mlnz1 CiX; + MZ v,
1= ]= i
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Méthode de la base artificielle (2)

e Si, dans la solution optimale de (1), v; = 0, Vi,
alors, c’est la solution optimale de (1) .

Sinon, le probléme (D n’a pas de solution
admissible
(systeme contradictoire)
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Convergence - Technique de
perturbation

43
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Dualite : définition

AX>D YALC

min CX max Yb
\_ |
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Dualite : autres cas (1)
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Dualité : autres cas (2)

AX > b - NN &
< X >0 2/ /1IN0
max CX

N _ max Yb
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Dualité : autres cas (3)

AX <D YA>-C
< X>0 OIS
min CX min YD
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Dualite : autres cas (4)

(AX =D "YA<C

Y S.I.S.

_Mmin CX _max Yb
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Théoremes fondamentaux (1)

C AX=D T YA<C

< X>0 et < Ys.r.s.

_ min CX _ max Yb
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Théoremes fondamentaux (2)

1) Si X et Y sont admissibles alors CX > YDb.

Dém.:CX>YAX=Yb
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Théoremes fondamentaux (3)

2) SI X et Y sont admissibles et si CX =YD,

alors X et Y sont optimales

Dém. : corollaire du précedent.

ol
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Théeoremes fondamentaux (4)
3) a)Si la solution optimale du primal existe et
est finie, alors celle du dual aussi et les
valeurs optimales des fonctions

economiques sont égales

b) Si la solution optimale du primal est

Infinie, alors le dual est contradictoire
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Théoremes fondamentaux (5)

Démonstration
a) A X=b ouA = K*'Ab, = K'b,c, A -c<0

Soit Y = c. K™

YA=c K'A=c A, <c
= N.B. : (¢;K™);= 7,

k?b =c,K'b=cb,

b) Corollaire du ler théoreme

Remargue : Les deux programmes peuvent étre contradictoires
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Algorithme dual simplexe (1)
Principe :

Partir d’une premiere solution de base non
admissible explicitée et se deplacer de solution
de base non admissible en solution de base non
admissible en faisant des concessions sur la
fonction economique.

o4
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Algorithme dual simplexe (2)

Hypotheses de depart

* Systeme d’égalités AX =D
* A contient une matrice unité de rang m

® Z; - C; satistont le critere d’optimalite

J

95
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Algorithme dual simplexe (3)

Changement de base : idem Simplexe.

o6
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Algorithme dual simplexe (4)

Choix deretk

Regle :

b, = minb,
|
Z, —C . L= G
K k — min J J
Ay ;<0 arj
Z. —C Z. —C
Kk k — max J J
ark a‘I’j<O arj

(si probleme a min)

(si probleme a max)
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Algorithme dual simplexe (5)

N.B.: sia,;=>0, V] (pas de pivot négatif),

rj =

alors le systeme est contradictoire car

0< ), a;x;=h <0
J

o8
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Méthode de la contrainte artificielle (1)

Cas ou la matrice unité de depart correspond aux
variables d’écarts

Soit un probleme a min. :

Il fautz;-¢;<0, V] = ¢; >0, v]J.
Soit

P = {j:cj > O},N & {j:cj < O}etcf = minc.

jeN ]

59



UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES

Méthode de la contrainte artificielle (2)

On ajoute la contrainte artificielle

Z Xj+Xn+1: M

jeN

= M - Zx—x

jeN
[E
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Méthode de la contrainte artificielle (3)

n
= Z ijjzz cjxj+z (cj—(:f)xj+c:fI\/I—(:fxn+l
j=1

jeP jeN
j= f

Si la solution optimale est sur la contrainte artificielle,

alors la solution optimale du probleme initial est infinie.
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Adjonction d’une contrainte
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Coduts et prix marginaux (1)

1) Rappel - ZO(Q) =Ly~ Z (Zj / Cj)xj(Q)
1€3(B)
Soit x,(Q)=1 ot k € J(B)
X,(Q)=0,VjeJ(B),j#k

= 2,(Q=2-(z - ¢,

Cout marginal

N.B. : Q est admissible si b -a, > 0,Vi.
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Coduts et prix marginaux (2)

2)  Soit AX =b AX = b . B
{ AN &N
X>20 et X220, ou LW\
min CX min CX L B0

= ¢.b, = ¢, K™b =c, K‘l(b+ ef): cb; +z

\'J

Prix marginal
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