
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ELECTRICITE 
ELEC-H-200 

BA2 
 



 II

ELECTRICITE 
ELEC-H-200 

BA2 
 
1 Les équations de Maxwell 

1.1 Champs électrique et magnétique      1 
1.2 Les équations de Maxwell       1 
1.3 Grandeurs et unité        3 
1.4 Rappels d'analyse vectorielle 

1.4.1 Formes intégrales       4 
1.4.2 Opérateurs différentiels      4 
1.4.3 Gradient        5 
1.4.4 Divergence        6 
1.4.5 Rotationnel        6 

 
2 Electrostatique 

2.1 Introduction         7 
2.2 Champ électrique et potentiel      7 
2.3 Variation du champ électrique au travers d'une surface chargée  10 
2.4 Énergie électrostatique 

2.4.1 Travail à fournir pour déplacer une charge    13 
2.4.2 Energie électrostatique d'un ensemble de charges   13 
2.4.3 Energie électrostatique d'une distribution continue de charges 15 

2.5 Condensateurs 
2.5.1 Coefficient de capacité      16 
2.5.2 Condensateur plan       17 
2.5.3 Énergie emmagasinée dans un condensateur    18 

2.6 Forces électrostatiques 
2.6.1 Condensateur plan à charge constante    19 
2.6.2 Condensateur plan à potentiel constant    20 
2.6.3 Force sur une charge de surface     20 

2.7 Le dipôle électrique        22 
 
3 Champ électrique dans la matière – Milieux diélectriques 

3.1 Polarisation 
3.1.1 Introduction        26 
3.1.2 Molécules non polaires – Polarisation indirecte   26 
3.1.3 Molécules polaires – Polarisation d'orientation   27 
3.1.4 Répartition dipolaire en volume – Vecteur polarisation  28 

3.2 Champ créé par de la matière polarisée 
3.2.1 Charges de polarisation      28 
3.2.2 Interprétation des charges de polarisation    30 

3.3 Équations électrostatiques en présence de diélectriques 
3.3.1 Champ de déplacement      32 
3.3.2 Diélectriques linéaires      33 
3.3.3 Conditions aux limites      34 



 III

3.4 Energie dans les diélectriques      36 
3.5 Condensateurs  

3.5.1 Condensateur plan       38 
3.5.2 Force sur un diélectrique entre plaques parallèles   40 
3.5.3 Expression générale de la capacité     42 

 
4 Milieux conducteurs - Courants 

4.1 Courants et loi d'Ohm  
4.1.1 Courant et densité de courant      44 
4.1.2 Courant de conduction et loi d'Ohm     46 
4.1.3 Aspect microscopique de la conduction    48 
4.1.4 Conductivité des matériaux      50 

4.2 Milieux conducteurs – Résistance      51 
4.3 Équation de continuité et loi des nœuds de Kirchhoff   53 
4.4 Exemples de calcul de résistances 

4.4.1 Conducteur cylindrique      55 
4.4.2 Conducteur torique       56 

4.5 Conditions aux limites       58 
4.6 Analogie entre résistance et capacité      59 
4.7 Temps de relaxation        60 
4.8 Puissance dissipée – Effet Joule      62 
4.9 Force électromotrice et loi des mailles     62 

 
5 Magnétostatique 

5.1 Introduction         66 
5.2 Le champ magnétique       67 
5.3 Exemples de champ magnétique 

5.3.1 Conducteur rectiligne infini      68 
5.3.2 Solénoïde infini       69 
5.3.3 Tore         70 

5.4 Le potentiel vecteur magnétique      71 
5.5 Formule de Biot-Savart       75 
5.6 Exemples de potentiel vecteur 

5.6.1 Segment de fil rectiligne      77 
5.6.2 Solénoïde infini       77 

5.7 Dipôle magnétique        78 
5.8 Forces et couples sur des courants      81 
5.9 Effet Hall         83 
5.10 Conditions aux limites       85 

 
 
 
 
 
 
 



 IV

6 Champ magnétique dans la matière - Milieux magnétiques 
6.1 Diamagnétisme et paramagnétisme 

6.1.1 Diamagnétisme       87 
6.1.2 Paramagnétisme       89 
6.1.3 Répartition dipolaire en volume – Vecteur magnétisation  90 

6.2 Champ créé par de la matière magnétisée 
6.2.1 Courants de magnétisation      90 
6.2.2 Interprétation des courants de magnétisation   92 

6.3 Équations magnétostatiques en présence de milieux magnétiques 
6.3.1 Loi d’Ampère dans un milieu magnétique    95 
6.3.2 Milieux magnétiques linéaires     96 

6.4 Exemples 
6.4.1 Conducteur cylindrique      97 
6.4.2 Solénoïde infini       98 

6.5 Conditions aux limites       99 
6.6 Ferromagnétisme 

6.6.1 Introduction        100 
6.6.2 Courbe de première aimantation et cycle d’hystérésis  101 
6.6.3 Matériaux ferromagnétiques      104 
6.6.4 Blindage magnétique       105 
6.6.5 Point de fonctionnement d’un aimant    106 

6.7 Circuits magnétiques        109 
 
7 Les champs variables 

7.1 La loi de Faraday        116 
7.2 Conducteurs en mouvement dans un champ magnétique   119 
7.3 Applications 

7.3.1 Générateur de courant alternatif     122 
7.3.2 Moteur linéaire et force contre-électromotrice   123 

7.4 Energie magnétique        124 
7.5 Coefficients de couplage       126 
7.6 Exemples 

7.6.1 Long solénoïde       131 
7.6.2 Tore         133 

7.7 Forces magnétiques 
7.7.1 Barreau magnétique dans un solénoïde    134 
7.7.2 Force portante d’un aimant      135 

7.8 Le courant de déplacement       137 
7.9 Les équations de Maxwell dans la matière     139 
7.10 Conditions aux limites des champs électromagnétiques   141 
7.11 Les potentiel retardés       142 
7.12 Ondes électromagnétiques 

7.12.1 Ondes planes dans le vide      146 
7.12.2 Propagation dans un milieu linéaire    149 

7.13 Le spectre électromagnétique      150 
 



 V

8 Circuits 
8.1 Introduction 

8.1.1 Le modèle de Kirchhoff      152 
8.1.2 Circuit         154 
8.1.3 Références standard       155 
8.1.4 Puissance relative à un dipôle     156 
8.1.5 Classification des circuits      157 
8.1.6 Lois de Kirchhoff       158 

8.2 Eléments 
8.2.1 Résistance        160 
8.2.2 Sources indépendantes      163 
8.2.3 Capacité (ou condensateur)      164 
8.2.4 Inductance        167 
8.2.5 Notion de modèle       169 

8.3 Résolution des circuits en transitoire 
8.3.1 Circuit RL        170 
8.3.2 Circuit RC        172 
8.3.3 Circuit RLC        174 
8.3.4 Tension sinusoïdale appliquée au circuit RL    177 
8.3.5 Equations des mailles       179 
8.3.6 Régime sinusoïdal permanent     180 

8.4 Régime sinusoïdal - Phaseurs 
8.4.1 Introduction        181 
8.4.2 Représentation complexe des grandeurs sinusoïdales – Phaseurs 182 
8.4.3 Application aux équations différentielles    185 
8.4.4 Opérations sur les phaseurs      188 

8.5 Circuits en régime sinusoïdal permanent 
8.5.1 Notions d’impédance et admittance 

8.5.1.1 Eléments de circuit      189 
8.5.1.2 Impédance et admittance     191 

8.5.2 Lois de Kirchhoff       194 
8.5.3 Associations d’impédance 

8.5.3.1 Association en série      194 
8.5.3.2 Association en parallèle     195 

8.5.4 Equations des mailles       196 
8.6 Propriétés des circuits  

8.6.1 Théorème de superposition      202 
8.6.2 Théorème de Thévenin 

8.6.2.1 Un nouvel élément : la source de courant   204 
8.6.2.2 Théorème de Thévenin et de Norton    204 
8.6.2.3 Exemples d'application du théorème de Thévenin  207 
8.6.2.4 Sources réelles      209 
8.6.2.5 Démonstration du théorème de Thévenin   209 

8.6.3 Théorème de réciprocité      210 
 
 



 VI

8.7 Inductance mutuelle (ou transformateur) 
8.7.1 Equations de l’inductance mutuelle     211 
8.7.2 Signe de la mutuelle       212 
8.7.3 Association d’inductances couplées 

8.7.3.1 Association en série      213 
8.7.3.2 Association en parallèle     214 

8.7.4 Energie        215 
8.7.5 Analyse en transitoire       215 
8.7.6 Analyse en régime sinusoïdal     216 
8.7.7 Transformateur idéal       217 
8.7.8 Transformateur réel       219 

8.8 Puissances 
8.8.1 Fonctions périodiques – Terminologie 

8.8.1.1 Sinusoïde       221 
8.8.1.2 Fonction périodique      222 

8.8.2 Puissance instantanée et puissance active    223 
8.8.3 Expression de la puissance active     226 
8.8.4 Facteur de puissance       228 
8.8.5 Puissance complexe       229 
8.8.6 Adaptation d’impédance      231 
8.8.7 Puissance et superposition      232 

8.9 L'amplificateur opérationnel 
8.9.1 Introduction        235 
8.9.2 Amplificateur inverseur      237 
8.9.3 Amplificateur non inverseur      239 
8.9.4 Suiveur de tension       240 
8.9.5 Sommateur        241 
8.9.6 Dérivateur        241 
8.9.7 Intégrateur        242 
8.9.8 Amplificateur opérationnel non idéal    243 

8.10 Biportes 
8.10.1 Introduction        244 
8.10.2 Matrice impédance       246 
8.10.3 Matrice admittance       249 
8.10.4 Association en parallèle      252 
8.10.5 Matrices hybrides       253 
8.10.6 Matrices de transmission      255 
8.10.7 Mise en cascade de deux biportes     256 
8.10.8 Biporte entre source et utilisation     257 
8.10.9 Tableau de conversion      259 



 1

1 LES ÉQUATIONS DE MAXWELL 
 
 
 
1.1 Champs électrique et magnétique 
 
 
Le moyen le plus commode pour décrire les effets électriques est d'utiliser la notion 
abstraite de champ 
La force qui agit sur une charge donnée dépend de la position de cette charge, de sa 
vitesse  et de sa valeur q. On peut écrire cette force sous la forme : v
 
 ( )BvEqF ×+=         (1.1) 
 
On appelle E  le champ électrique et B  le champ magnétique au point où se trouve la 
charge. Ce qui est important, c'est que la force sur une charge test due à toutes les autres 
charges du monde peut se réduire à la donnée des deux vecteurs E  et B . 
Les champs électrique et magnétique sont donc définis en fonction de la force subie par 
une charge. 
A tout point de l'espace (x,y,z) on associe donc deux vecteurs E  et B  qui peuvent varier 
avec le temps. Ce sont des champs vectoriels. On parlera également de champs électrique 
et magnétique en un point même s'il n'y a pas de charge en ce point. Les champs  
E  (x,y,z,t) et B  (x,y,z,t) sont donc responsables de la force que subirait à l'instant t, une 
charge située en (x,y,z) (avec la condition qu'en y plaçant la charge, cela ne modifierait 
pas les positions et les vitesses de toutes les autres charges responsables des champs). 
La loi de la force (1.1) exprime comment les champs agissent sur une charge. 
Réciproquement les lois de l'électromagnétisme exprimeront comment les charges 
produisent les champs. 
Les équations fondamentales de l'électromagnétisme, connues sous le nom d'équations de 
Maxwell, expriment le lien entre les sources (charges et courants) et les champs. 
 
 
 
1.2 Les équations de Maxwell 
 
 
Les équations de Maxwell, sous forme intégrale et sous forme différentielle sont, dans le 
vide : 
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I   Loi de Gauss 
 

0S
QdS.E
ε

=∫          (1.2) 

flux de E  à travers toute surface fermée = 
0

intérieuretotalecharge
ε

 

 

 
0

Ediv
ε
ρ

=          (1.3) 

 
 
II   Loi de Faraday 
 

∫∫ −=
Sc

dS.B
dt
ddl.E        (1.4) 

Circulation de E  le long d'une courbe fermée = 
dt
d

−  (flux de B  à travers S) 

 

 
t
BErot
∂
∂

−=          (1.5) 

 
 
III   (absence de charge magnétique) 
 

∫ =
S

0dS.B          (1.6) 

Flux de  à travers toute surface fermée = 0 B
 
 0Bdiv =          (1.7) 
 
 
IV   Loi d'Ampère 
 

∫∫ με+μ=
S000c

dS.E
dt
dIdl.B       (1.8) 

Circulation de B  le long d'une courbe fermée = 0μ  . courant à travers la courbe + 

       
dt
d

00με  (flux de E  à travers S) 

 

 
t
EJBrot 000 ∂
∂

με+μ=        (1.9) 
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Conjointement avec la loi de la force de Lorentz 
 
 ( )BvEqF ×+=         (1.10) 
 
ces équations constituent la base de la théorie de l'électromagnétisme. 
 
On remarque également qu'en prenant la divergence de l'équation (1.9), le premier 
membre est nul (la divergence d'un rotationnel est toujours nulle) et on a 

 ( ) 0Ediv
t

Jdiv 0 =
∂
∂

ε+  

et avec (1.3) 
 

 
t

Jdiv
∂
ρ∂

−=          (1.11) 

 
on retrouve donc l'équation qui exprime la conservation de la charge. Les équations de 
Maxwell impliquent donc que la charge est toujours conservée. La forme intégrale de 
(1.11) est : 

 
dt
dQdS.J

S
−=∫         (1.12) 

courant total sortant d'une surface fermée = - 
dt
d  (charge à l'intérieur) 

 
 
 
1.3 Grandeurs et unités 
 
 

Symbole Nom / Grandeur Unités 

E  champ électrique N/C ou  V/m 
Q charge électrique C 
ρ densité volumique de charge C/m³ 

B  champ magnétique  T (Tesla) ou 
Ns/Cm ou Wb/m² 

I courant A ou C/s 
J  densité de courant A/m² 

7
0 10.4 −π=μ  perméabilité du vide (valeur exacte) H/m ou N/A² 

π
=ε

−

36
10 9

0  permittivité du vide (valeur approximative) 
F/m 
ou 

C²/N.m² 

00

1c
με

=  vitesse de la lumière dans le vide 
810.3  

m/s 
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1.4 Rappels d'analyse vectorielle 
 
 
1.4.1 Formes intégrales 
 
Elément de circulation d'un vecteur : ds.a  
 

Circulation d'un vecteur : ∫
B
A

ds.a  

 
Circulation d'un vecteur le long d'un parcours fermé: ∫c

ds.a  

 
Vecteur élément de surface : n1.dSdS =  
( n1  : vecteur unité sur la normale positive) 
 
Elément de flux d'un vecteur : dS.a  
 
Flux d'un vecteur sur une surface : dS.a

S∫  

 
Flux sortant d'une surface fermée : ∫S

dS.a  

 
 
1.4.2 Opérateurs différentiels 
 
 
Gradient (d'un scalaire) : grad u (vecteur) 
 

zyx 1
z
u1

y
u1

x
uugrad

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

 
Divergence (d'un vecteur) : div a  (scalaire) 
 

z
a

y
a

x
a

adiv zyx
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=  

 
Rotationnel (d'un vecteur) : rot a  (vecteur) 
 

z
xy

y
zx

x
yz 1

y
a

x
a

1
x

a
z

a1
z

a
y

aarot ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

=  
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Laplacien (d'un scalaire) : Δu (scalaire) 
 

2

2

2

2

2

2

z
z

y
y

x
uugraddivu

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
==Δ  

 
 
Identités 
 

rot grad u  = 0 
div rot a  = 0 

 
 
L'opérateur  (nabla) ∇
 
On utilise souvent le vecteur opérateur ∇  : 
 

z
1

y
1

x
1 zyx ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=∇  

 
et on écrit alors 
 

grad u = ∇ u 
div  = ∇ .a a  
rot  = ∇ x  a a
Δu =  . ( u) = u ∇ ∇ 2∇

 
 
1.4.3 Gradient 
 
Le gradient constitue une généralisation de la notion de dérivée à des fonctions qui 
dépendent des trois variables d'espace. 
Le gradient de u est un vecteur qui pointe dans la direction de croissance maximum de la 
fonction scalaire u. Le module |grad u| donne la pente le long de cette direction. 
 
La variation de u le long d'un parcours dl  est le produit scalaire du gradient de u et du 
vecteur déplacement : 

dl.ugraddu =  
 
La différence des valeurs d'un champs scalaire u entre deux points A et B est égale à la 
circulation du gradient le long de n'importe quelle courbe allant de A à B : 

∫=−
B
A

dl.ugrad)A(u)B(u  
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1.4.4 Divergence 
 
La divergence d'un vecteur, au point P, est le flux de ce vecteur, par unité de volume, au 
voisinage de P. 
Si on considère un volume infinitésimal au point P, la divergence sera le flux sortant de la 
surface entourant ce volume, par unité de volume. 
 
 
Théorème d'Ostrogradsky 
 
τ étant un volume limité par la surface fermée S : 
 

∫∫ τ
τ= d.adivdS.a

S
 

 
Le flux d'un vecteur sortant d'une surface fermée est égal à l'intégrale de volume de la 
divergence. 
 
 
1.4.5 Rotationnel 
 
Le rotationnel et lié à la circulation du vecteur le long d'un parcours fermé élémentaire. 
Comme le rotationnel est un vecteur, il faut parler de son module et de son orientation. 
Au point P, considérons un parcours fermé infinitésimal et la circulation du vecteur, par 
unité de surface, le long de ce parcours. Chaque parcours qu'on peut choisir sera situé 
dans un certain plan. Le rotationnel sera un vecteur dont la direction est normale au plan 
pour lequel la circulation est maximum. Son module sera la valeur maximum de cette 
circulation, par unité de surface. 
 
 
Théorème de Stokes 
 
S étant n'importe quelle surface s'appuyant sur le contour fermé c et limitée par lui : 
 

∫∫ =
Sc

dS.arotdl.a  

 
La circulation d'un vecteur le long d'un contour fermé est égale au flux du rotationnel sur 
toute surface s'appuyant sur le contour. L'orientation relative du contour et de la normale 
à la surface est déterminée par la règle du tire-bouchon. 
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2 ELECTROSTATIQUE 
 
 
 
2.1 Introduction 
 
Le cas statique est celui où toutes les sources sont stationnaires. Toutes les charges sont 
fixes dans l'espace, ou bien si elles bougent, elles forment des courants continus, de sorte 
que ρ et  sont constants dans le temps. J
Dans ces conditions les dérivées des champs par rapport au temps sont nulles et les 
équations de Maxwell, dans le vide, deviennent : 
 

 
0

Ediv
ε
ρ

=          (2.1) 

 0Erot =          (2.2) 
 0Bdiv =          (2.3) 
          (2.4) JBrot 0μ=
 
Il n'y a plus de couplage entre E  et B , le champ électrique n'apparaît que dans les deux 
premières équations et le champ magnétique dans les deux autres. Dans le cas statique on 
peut donc étudier séparément l'électricité et le magnétisme. 
 
 
 
2.2 Champ électrique et potentiel 
 
L'électrostatique est donc basé sur les deux premières équations de Maxwell, qui 
s'écrivent sous forme différentielle et intégrale : 
 

 
0

Ediv
ε
ρ

=          (2.5) 

 
0S

QdS.E
ε

=∫          (2.6) 

 
 0Erot =          (2.7) 

 ∫ =
c

0dl.E          (2.8) 

 
 
On rappelle ici les résultats que l'on obtient à partir de ces équations. 
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Le champ électrique produit par une charge ponctuelle isolée q est : 
 

 2
R

0 R
1

4
qE
επ

=         (2.9) 

 
et pour une charge répartie en volume : 
 

 ∫τ τ
ρ

επ
= d1

R4
1E R20

       (2.10) 

 
où l'intégrale porte sur les volumes chargés. Le vecteur R  qui intervient dans (2.10) est 
celui qui joint le point courant d'intégration dτ au point P où on calcule le champ. Le 
vecteur unité R1  n'est donc pas une constante, sa direction varie au cours de l'intégration, 
et il ne peut donc pas sortir de l'intégrale ! 
 
La force sur une charge, en électrostatique, est  
 
 EqF =          (2.11) 
 
et donc le champ électrique est une force par unité de charge. 
 
La relation (2.8) exprime que la circulation de E  le long de tout parcours fermé est nulle. 
Par conséquent la circulation de E  entre deux points a et b (cela représente un travail par 
unité de charge) ne dépend pas du trajet suivi mais seulement des extrémités. On peut 
donc écrire 
 

 ( ) ( ) ∫−=−
b
a

dl.EaVbV        (2.12) 

et 
 VgradE −=          (2.13) 
 
La fonction scalaire V est le potentiel électrique. Cette fonction V est définie à une 
constante près, ce qui n'affecte pas la différence de potentiel entre deux points. Choisir 
cette constante revient à choisir le point de référence où le potentiel est nul. Le plus 
souvent on choisit de fixer le zéro de potentiel à l'infini, c'est-à-dire en un point 
infiniment éloigné des charges. 
L'unité de potentiel est le J/C ou volt. 
 
Le potentiel d'une charge ponctuelle est 
 

 
R
q

4
1V

0επ
=          (2.14) 
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et pour une charge répartie en volume 
 

 ∫τ τ
ρ

επ
= d

R4
1V

0
        (2.15) 

 
Aussi bien le champ que le potentiel respectent le principe de superposition : le champ et 
le potentiel dus à plusieurs charge est la somme des champs et des potentiels dus à 
chaque charge séparément. 
En reprenant la forme locale de la loi de Gauss (2.5) et en exprimant que le champ 
électrostatique dérive d'un potentiel (2.13), on obtient : 
 

 
0

)Vgrad(div
ε
ρ

=−  

 
0

V
ε
ρ

−=Δ          (2.16) 

 
C'est l'équation locale du potentiel, appelée équation de Poisson, qui exprime qu'en 
chaque point, le Laplacien du potentiel est proportionnel à la densité de charges. En 
coordonnées cartésiennes, cette équation s'écrit : 
 

 
02

2

2

2

2

2

z
V

y
V

x
VV

ε
ρ

−=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=Δ  

 
En un point où il n'y a pas de charge, ρ = 0, et l'équation de Poisson se réduit à l'équation 
de Laplace 
 
          (2.17) 0V =Δ
 
L'expression (2.15) pour le potentiel est donc la solution de l'équation de Poisson dans le 
cas général. 
 
Résoudre un problème d'électrostatique consiste à trouver le champ électrique pour une 
certaine configuration. Si les positions de toutes les charges sont connues, ρ(x,y,z) est 
donc une fonction donnée, et on peut calculer E  à partir de l'équation (2.10). L'équation 
(2.10) est cependant une intégrale vectorielle et il est souvent plus facile (ou moins 
difficile) de calculer le potentiel à partir de (2.15) qui est une intégrale scalaire, et d'en 
déduire le champ en prenant le gradient. Lorsque la symétrie du problème permet 
d'utiliser la forme intégrale de la loi de Gauss (2.6), ce sera toujours, et de loin, la 
méthode la plus efficace. 
Dans d'autres problèmes, la position des charges n'est pas connue a priori. On connaît par 
exemple la charge totale d'un conducteur (et pas sa répartition précise dans l'espace) ou le 
potentiel du conducteur. Dans ce cas il faut résoudre l'équation de Poisson pour trouver le 
potentiel en tout point. Il s'agit d'une équation aux dérivées partielles qui doit être résolue 
avec des conditions aux limites adéquates qui imposent la valeur du potentiel sur 
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certaines surfaces. On peut démontrer que la solution est alors unique. Ce qui implique 
que dès le moment où on a trouvé une solution qui satisfait l'équation de Laplace et les 
conditions aux limites, il s'agit de la seule et unique solution. Peu importe le manière de 
l'obtenir. 
Comme des solutions analytiques n'existent que dans des cas très particuliers, il faut en 
général utiliser des méthodes de résolution numériques. 
 
 
2.3 Variation du champ électrique au travers d'une surface chargée 
 
On considère une surface S, chargée avec une densité superficielle σ , et séparant deux 
régions de l'espace notées 1 et 2. Le champ électrique est noté 1E  et 2E  au voisinage 
immédiat de la surface, et peut être décomposé en une composante tangentielle et une 
composante normale par rapport à la surface : 
 
         (2.18) n1t11 EEE +=

  n2t22 EEE +=
 
Prenons un volume cylindrique de hauteur infinitésimale et à cheval sur la surface 
chargée. 

 
Fig.  1 : surface chargée 

 
Calculons le flux de E  à travers la surface de ce cylindre. Le flux à travers la surface 
latérale sera nul lorsque , et il restera la contribution des deux surfaces de base, 
parallèles à la surface chargée. On applique la loi de Gauss : 

0h →

 

 ∫ ε
σ

=
ε

=
0

b

0

SQdS.E         (2.19) 

 
La surface de base  étant suffisamment petite : bS
 

 ( )
0

b
bn21

SS1.EE
ε
σ

=−  

où n1  est la normale dirigée de 2 vers 1. Et donc : 
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0

n2n1 EE
ε
σ

=−         (2.20) 

 
La composante normale du champ subit une discontinuité proportionnelle à la densité 
surfacique de charges. 
Considérons maintenant un contour rectangulaire de hauteur infinitésimale, et situé de 
part et d'autre de la surface (fig 2). 
 

 
Fig.  2 

 
La circulation de E  le long du contour est nulle : 
 ∫ =

c
0dl.E  

A la limite, la contribution des segments (ad) et (bc) sera nulle, et on aura : 

 ∫ =−
b
a 21 0dl.)EE(         (2.21) 

où dl  est tangent à la surface S. Ceci est vrai quel que soit le contour c choisi est donc : 
 
          (2.22) t2t1 EE =
 
La composante tangentielle du champ électrostatique est continue à la traversée d'une 
surface chargée. 
Les deux conditions (2.20) et (2.22) peuvent être rassemblées en : 
 

 n
0

21 1EE
ε
σ

=−         (2.23) 

 
où n1  est le vecteur unité dirigé de 2 vers 1. 
 
Le potentiel reste continu de part et d'autre de la surface (fig 3): 
 

 ∫−=−
b
a21 dl.EVV         (2.24) 

 
et en faisant tendre a et b vers la surface : 
 
          (2.25) 21 VV =
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Fig.  3 : continuité du potentiel 

 
La gradient de V est cependant discontinu : 
 

 ( ) ( ) n
0

21 1VgradVgrad
ε
σ

−=−       (2.26) 

ou bien 

 
021 n

V
n
V

ε
σ

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂        (2.27) 

avec 

 n1.Vgrad
n
V
=

∂
∂         (2.28) 

 
qui est la dérivée normale du potentiel (c'est-à-dire le taux de variation dans la direction 
perpendiculaire à la surface). 
 
Remarque 
Dans le cas particulier où l'espace 2 est un conducteur parfait, 0E2 =  et (2.23) (2.27) 
deviennent : 

 n
0

1 1E
ε
σ

=          (2.29) 

 
01n

V
ε
σ

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂          (2.30) 
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2.4 Énergie électrostatique 
 
2.4.1 Travail à fournir pour déplacer une charge 
 
Considérons une configuration stationnaire de charges "sources". Le travail nécessaire 
pour déplacer une charge test q du point a au point b est : 

 ∫=
b
a

dl.fW          (2.31) 

où f  est la force qu'il faut exercer pour contrecarrer la force électrique : Eqf −= , et 
donc 

 [ )a(V)b(Vqdl.EqW
b
a

−=−= ∫ ]      (2.32) 

Rappelons que ce travail est indépendant du chemin choisi pour aller de a à b. La fonction 
V est le potentiel scalaire produit par toutes les charges sources de la configuration. Si on 
fixe le zéro de potentiel à l'infini ( 0)(V =∞  ), le travail nécessaire pour amener la charge 
test depuis l'infini (donc très loin) jusqu'au point b sera : 
 
 )          (2.33) b(VqW =
 
Ce travail correspond à un accroissement de l'énergie potentielle du système, c'est-à-dire 
de l'énergie que l'on pourra récupérer si on laisse toutes les charges retourner à l'infini. 
 
 
2.4.2 Energie électrostatique d'un ensemble de charges 
 
L'énergie potentielle d'un ensemble de charges est définie comme le travail à effectuer 
pour amener les diverses charges depuis l'infini jusqu'à leurs positions respectives. Pour 
calculer cette énergie, il convient donc d'amener une à une les charges  et d'évaluer à 
chaque fois l'énergie nécessaire à cette opération. L'énergie totale sera la somme de toutes 
ces contributions. 

iq

 
Fig.  4: système de charges 
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Pour amener la 1ère charge , il n'y a pas de champ électrique, donc pas de travail à 
effectuer. Pour amener la 2  charge , le travail à fournir est 

1q
ème

2q )R(Vq 212 , où )R(V 21  
est

 

 le potentiel dû à 1q  à l'endroit où on place 2q  : 

120

1
22 r4

qq  W
πε

=

 étant la distance entre  et  en position finale. Pour amener  le travail est 12r q1q 2 3q ,

)R(Vq 3213 +  où 21V +  est le potentiel dû aux charges 1q  et 2q  : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

πε
=

23

2

13

1

0
33 r

q
r
q

4
1qW   

De même pour amener 4q  : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

πε
=

34

3

24

2

14

1

0
44 r

q
r
q

r
q

4
1qW   

Le travail total pour assembler les 4 charges est : 

 ⎟⎟
⎠34242314 rrrr
⎞

⎜⎜
⎝

+++++
πε

= 4342324

13120

qqqqqq
rr4

W   (2.34) 

 
Et de manière générale pour n charges : 

⎛ 13121 qqqqqq1

 ∑ ∑
= =πε

=
1i 1j ij

ji

0 r
qq

4
1W        (2.35) 

>ij

n n

 
'énergie totale du système de c

mutuelle de chacune des paires de charges. 
On préfère généralement symétriser cette relation et écrire : 

L harges est donc la somme des termes dus à l'interaction 

 ∑ ∑πε
=

8
1W

=
≠
=1i

ij
1j ij0 r

       (2.36) 

omme chaque paire de charges e
On peut également écrire : 
 

n n ji qq

C st alors comptée deux fois, il a fallu diviser par deux. 

∑ ∑
=

≠
= πε

=
n

1i

n

ij
1j ij0

jq
       (2.37) i r4

q
2
1W 

∑=
n

)R(Vq1W 
=1i

ii2
        (2.38) 

 
où )R(V i  est le potentiel produit au point iR  (la position de iq ) par toutes les autres 
harges. c
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2.4.3 stribution continue de charges 
 

 Energie électrostatique d'une di

our une distribution volumique de charges, la relation (2.38) devient : P
 

 ∫τ τρ= dV
2

        (2.3 ) 

 
où l'intégrale est  

1 9

  étendue aux volumes chargés. L'énergie est alors associée aux volumes 
hargés. 

ent exprimer cette énergie so

W

c
On peut égalem us une autre forme. Exprimons ρ  en 
fonction de E  : ε=ρ Ediv0  

∫τ τ
ε =W dEdivV
2
0        (2.40) 

tilisons la formule U
Vgrad.EEdivV)EV(div +=    

n obtient : 

 

   (2.41) 
O
 

∫τ τ
ε

∫τ +τ= d)EV(div
2

dVd
2

W 0ε
− gra.E0     (2.42) 

n utilisant le théorème d'Ostrogradsk
 
E y pour la 2ème intégrale, et en remplaçant 

EV −=  dans la 1ère : grad
 

 ∫∫
ε

+τ
ε

=
τ S

020 dS.EV
2

dE
2

W       (2.43) 

 
où S est la surface fermée entourant le volume τ . 
Initialement, le volume τ  dans (2.39) est celui où il existe une densité de charges. On 
peut cependant prendre un volume d gration plus grand, avec 0='inté ρ  dans la partie 
ajoutée, cela ne changera pas la valeur de W. Dans ce cas, le 1er terme de (2.43) va 
nécessairement augmenter (on intègre une quantité positive) et le 2ème terme doit alors 
iminuer pour maintenir la somme constante. A grande distance de tod utes les charges, V 

ie comme  et R/1 E  comme 2R/1 , 2Rvar  la surface augmente comme  et donc 
l' décroît comme R/1 . Ainsi, si on prend l'intégrale de intégrale de s  d (2.43) 
olume sur tout l'espace, l'intégrale de surface tend vers zéro et on a : 

urface ans 
v
 

 ∫ τ
ε

=
espacel't tou

20 dE
2

       (2.44) 

ée au champ électrique avec une densité (énergie par unité de 

W

 
L'énergie est alors associ
olume) : v

 2
0e E1

2
      (2.45) w ε=   
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2.5 Condensateurs 
 
2.5.1 Coefficient de capacité 
 
Considérons deux conducteurs sur lesquels on a placé des charges égales et opposées : 
+ Q sur un conducteur et – Q sur l'autre. 
 

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+ _

V  

_

_

_

_

_

_
_

_

_

_

+ Q

-Q

Fig. 5 : condensateur 

ar exemple relier les conducteurs à une pile qui fera passer 
s conducteurs 

électrique 

 
Pour faire cela, on pourrait p
des charges d'un conducteur à l'autre. Lorsque la pile sera déconnectée, le
garderont leur charge. 
 
A l'équilibre électrostatique : 

• Le champ E  sera nul à l'intérieur de chaque conducteur; 

tiel; 
• ge immédiat du conducteur, est 

• Toute la charge se répartira à la surface des conducteurs sous forme d'une densité 
superficielle σ; 

• Tous les points à l'intérieur et sur la surface d'un conducteur seront au même 
poten
Le champ électrique à l'extérieur, et au voisina
normal à la surface du conducteur :  

   n
0

1E
ε
σ

=         (2.46) 

où σ est la densité superficielle locale de charge. 

Les conducteurs vont avoir de
champ électrique autour des conducteurs. Désignons par V la 

 
 potentiels 1V  et 2V  différents et il y aura un certain 

différence de potentiel entre 
les conducteurs 
 

VVV
1

1 dlE
22 ∫−=        (2.47) 

 est le poten

−=

tiel du conducteur chargé positivement) ( 1V
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On dit que V est la "tension" entre les conducteurs. Cette tension est proportionnelle à la 

       (2.48) 

où C est la 
doubles, les champs sont doubles, de même que les 

ur k, le champ 

charge et on écrit 
 

VCQ =   
 

constante de proportionnalité. Il s'agit d'une conséquence du principe de 
superposition. Si les charges sont 
différences de potentiels. 
On peut voir en effet que si le potentiel est multiplié par un facte

VgradE −=  sera multiplié par k, et donc aussi la charge superficielles d'après (2.46) et 
donc la charge totale Q également. 
Le coefficient C s'appelle la capacité et un tel système de deux conducteurs s'appelle un 
condensateur. Les deux conducteurs sont les armatures du condensateur. 
L'unité de capacité est le coulomb/volt, ou farad (F). 
D'après les conventions choisies, les quantités Q et V dans (2.48) sont positives, et donc 
C est une quantité toujours positive. La capacité nous renseigne sur la quantité de charges 
qu'un condensateur peut emmagasiner par unité de différence de potentiel entre les 

 loin que la 
apacité dépend du milieu compris entre les armatures, ici nous avons considéré que le 
ilieu avait les caractéristiques du vide. 

té d'un conducteur unique. Dans ce cas, on considère que la 
euxième armature, portant la charge – Q, se trouve sur la sphère de l'infini. 

allèles de surface A. Si la 
distance d séparant les armatures est petite, on peut négliger les effets de bords aux 
extrémités et supposer que le champ et la distribution de charges sur les armatures sont 
uniformes. Les charges vont se répartir uniformément sur la surface intérieure des 
plaques. On sait que le champ entre les armatures est donné par 

armatures. La capacité est une quantité purement géométrique, déterminée par la 
dimension, la forme et la position relative des armatures. On verra plus
c
m
On parle parfois de la capaci
d
 
 
2.5.2 Condensateur plan 
 
Un condensateur plan est constitué de deux armatures planes par

A
QE
00 ε

=
ε
σ

=  

- Q+ Q

 
Fig. 6 : condensateur plan 
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où Q est la charge totale de chacune des plaques. Comme le champ est constant entre les 

ntiel entre les plaques est  plaques, la différence de pote

Q
A0ε

 ddEV ==

t la capacité est donnée par e

d
A0ε 2.49) 

travail accompli, par exemple par une 

circulera dans les fils et non dans l'espace entre les armatures). Il s'agit donc de l'énergie 

. 
Supposons qu'à un moment du processus la charge sur chaque armature soit q, et donc la 

ne charge élémentaire dq est : 

C =  (F)        (

 
 
2.5.3 Énergie emmagasinée dans un condensateur 
 
L'énergie emmagasinée dans un condensateur est le 
pile, pour le charger. Il faut donc transférer des charges d'une armature à l'autre (la charge 

nécessaire pour effectuer la séparation des charges. 
Le travail nécessaire pour déplacer une charge q1 d'un point a à un point b est : 

( )ab1 VVq −

tension soit q/C. Le travail nécessaire alors pour transférer u

dq
C
qdW =  

Le travail total pour faire passer toute la charge Q est donc 

C2
q =  Qd

C
qW

0
= ∫

e travail est emmagasiné sous forme d'énergie potentielle, et on peut écrire : 

2Q

C
2VC

2
1W =          (2.50) 

 
Nous pouvons également calculer cette énergie à partir de l'expression (2.39). Comme les 

rg ncha es so t réparties en surface sur les conducteurs, on a : 

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ σ= ∫

1S 11 dSV1W σ+ ∫
2S 2221 dSV

2
 

ù  et  sont les surfaces des deux conducteurs. Comme les potentiels  et  sont 
onstants sur les surfaces : 

o  1S 2S 1V 2V
c

 [ ] 2
21 VC1VQ1)Q(VQV1W ==−+=  

222
 
Une troisième manière consiste à utiliser la densité d'énergie potentielle électrostatique : 

2
0e E1w ε=  

2
On se limitera ici au cas simple du condensateur plan, E = V/d est alors constant, et en 

tégrant sur le volume situé entre les armatures (car le champ est nul ailleurs) : in
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2202
0

2
0 VC

2
1V

d
A

2
1dAE

2
1dE

2
1W =

ε
=ε=τε= ∫τ  

 
 
 
2.6 Forces électrostatiques 

ssayons de terminer la force entre les armatures d'un condensateur plan. Si nous 

 
2.6.1 Condensateur plan à charge constante 
 
E dé
imaginons que l'espacement entre les armatures est augmenté d'une petite quantité dΔ , le 
travail mécanique accompli par l'extérieur pour déplacer les armatures est : 
 dFm Δ  
où mF  est la force mécanique qu'on exerce pour séparer les armatures. Comme il s'agit 
u travail nécessaire our augmenter la séparation des charges, cette énergie correspond 

e potentielle de ces charges. Ce travail doit donc être égal 
à la variation d'énergie potentielle du condensateur : 
 

d  p
également à la variation d'énergi

 dFW m Δ=Δ
L'énergie du condensateur est : 

C
Q

2
1W

2
=          (2.51) 

Si le condensateur est déconnecté de la pile qui a servi à le charger, la charge Q reste 
constante : 

⎟
⎠⎝C2
⎞

⎜
⎛Δ=Δ

1Q1W 2  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ=Δ

C
1Q

2
1dF 2

m  

Pour le condensateur plan : 

AC 0ε
d1

=  

A
d

C
1

0ε
Δ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ  

et la force mécaniqu
 

e  

A2
QF

0

2
m ε
=          (2.52) 

 
est positive. Il existe donc une force électrique d'attraction entre les armatures. Cette 

rce électrique tend à rapprocher les armatures et donc à augmenter la valeur de la 
apacité et à diminuer l'énergie potentielle (2.51) du système. La mesure de la force 

fo
c mF  
permettrait de mesurer la charge Q, c'est le principe d'un électromètre. 
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2.6.2 Condensateur plan à potentiel constant 
 
Si  le condensateur reste connecté à la pile pendant le déplacement virtuel, la différence 

velle séparation des 
charges). 
Comme on a toujours Q  C V, la variation de charge est 

de potentiel V restera constante, et c'est la charge qui va varier. Il faut donc tenir compte 
du travail fourni par la source pour garder le potentiel constant (nou

 = CVQ Δ=Δ , et le travail fourni 
par la source, qui doit fournir la charge QΔ  sous le po

. 
rgie potentielle est donnée par 

tentiel V, est : 

CVQV 2 Δ=Δ
La variation d'éne

CV
2

WVC
2

W Δ=Δ⇒=  11 22

Le bilan donne : 
 

travail de la source + travail mécanique = variation d'énergie potentielle 

CV
2
1dFCV 2

m
2 Δ=Δ+Δ  

 
et donc 

CΔ     V
2
1dF 2

m −=Δ d
d

A0εC 2 Δ−=Δ  

 
2

2
0

m V
d2
A

F
ε

=         (2.53) 

ce qui donne bien le même résultat que (2.52). La force ne dépend pas de la manière dont 
on la calcule. On constate dans (2.53) que la force est proportionnelle au carré de la 
ifférence de potentiel (en alternatif ce sera le carré de la valeur efficace). En mesurant 
ette force en aura donc un voltmètre (de type quadratique): c'est le principe du voltmètre 

 
Il est in ment la force d'attraction par la loi de Coulomb. La 
charge Q d'une armature est soumise au champ électrique existant entre les armatures 

d
c
électrostatique. 
 
 
2.6.3 Force sur une charge de surface 

téressant de calculer directe

0
E

ε
σ

=  et on aurait donc une force  

0
QEQF
ε
σ

==   (faux!) 

( )AQ σ=  Or l'expression (2.52) de la force donne 
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0
Q

2
F

ε
=  1 σ

Il y a donc un facteur ½ et la raison est que le champ est discontinu au passage de la 
surface du conducteur. 
 
Considérons un cas plus général représenté sur la figure suivante : 

 
Fig. 7 : surface chargée 

 
Sur une surface chargée, découpons autour d'un point P une plage circulaire (patch) 

nt peti
champ total à cet endroit est constitué de deux parties : la contribution locale de la plage 

 en P. La discontinuité est due seulement 

aux charges de la plage locale qui donnent un cham

suffisamme te pour que σ puisse être considéré comme constant sur la plage. Le 

et la contribution de toutes les autres charges : 

autreslocal EEE +=  

Le champ autresE  ne subit pas de discontinuité

p σ

02 ε
 de part et d'autre de la surface 

(et s'éloignant de la surface). 
Le champ de part et d'autre de la surface sera : 

n
0

autresint

n
0

autresext 1
2

EE

1
2

EE
ε

−=

σ

Par déf n, la force sur la plage sera due exclusivement à 

σ
ε

+=

       (2.54) 

autresEinitio (car en statique, une 
rce sur elle-même). La force par unité de surface sera : 

 

voit que  

charge ne peut pas exercer de fo

autresEf σ=  
 

A partir de (2.54), on 

[ ]1
intextautres 2

EEE +=  

et il faut donc considérer un champ agissant qui est la moyenne des champs de part et 
d'autre de la surface. 
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Le raisonnement s'applique à toute surface avec une charge superficielle. 

En particulier pour un conducteur, le champ est nul à l'intérieur et vaut 
0ε
σ  à l'extérieur : 

n
0

autres 1
2
1E

n
0

ext

int

1E

0E

ε
σ

=

ε
σ

=

=

 

ans le cas d'un conducteur, toutes les autres charges du conducteur "conspirent" pour 
produire un champ
La force est donc 
 

 
(d

 additionnel au point P égal en intensité au champ local) 

n
0

1
2

f
ε

=          (2.55) 

 
ce qui est maintenant conforme à notre résultat (2.52) pour le condensateur plan. 

ette force pa

2σ

C r unité de surface, ou pression électrostatique est dirigée vers l'extérieur à 
ause de la répulsion entre charges de même signe. Naturellement si les charges restent 
n place, c'est que cette force est équilibrée par quelque autre force, d'origine atomique ou 

 deux charges solidaires de même grandeur et de 
e ne distance d. De plus on ne s'intéresse au champ 

t au potentiel) produit par le dipôle, qu' à des distance grandes par rapport à d. 

n définit le moment dipolaire

c
e
moléculaire. 
 
 
 
2.7 Le dipôle électrique 
 
Un dipôle électrique est un ensemble de
signes opposés, +q et –q, séparé s par u
(e
 

pO   par : 
 
 dqp =   (C.m)       (2.56) 

'est un vecteur orienté de l
un dipôle est donné par : 

 
C a charge négative vers la charge positive. 
Le potentiel d'
 

( ) 20 R4
RV R1.p1

επ
=         (2.57) 

 
où R  représente le vecteur joignant le dipôle au point considéré. 
Le champ électrique d'un dipôle orienté suivant l'axe z est : 



 23

 
Fig. 8 : champ d'un dipôle 

 
 
Couple sur un dipôle 
 
Si le dipôle est placé dans un champ électrique extérieur, il subit un couple qui a tendance 
à orienter le dipôle suivant les lignes de champ : 
 
 Ep×=τ          (2.58) 
 

p

E

F

d

-F

θ

θ

+

_
 

Fig. 9 : couple sur un dipôle 

 
 
L'expression d'un couple est : 
 Fr ×=τ  
où r  est le vecteur position du point d'application de la force. Pour le dipôle, dans un 
champ uniforme : 
 
 )Fr()Fr( −−++ ×+×=τ  
 EqFF =−= −+  
 EpEqdEq)rr( ×=×=×−=τ −+  
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Energie potentielle d'un dipôle 
 
L'énergie potentielle d'un dipôle dans un champ électrique sera : 
  −+ −= VqVqW
où  et  sont les potentiels à l'endroit de la charge +q et de la charge –q. Comme la 
longueur d est petite : 

+V −V

 d.EVV −=− −+  
où E  est la moyenne de +E  et −E . Et donc : 
 
 θ−=−= cosEpE.pW        (2.59) 
 
si  est l'angle compris entre pθ  et E  (fig.9). L'énergie potentielle est minimum lorsque 
p  et E  sont alignés ( ), qui correspond à la position d'équilibre. 0=θ
 
 
Force sur un dipôle 
 
Si le champ est non uniforme, le dipôle sera soumis, en plus du couple, à une force 
résultante non nulle. 
 

 
Fig. 10 : force sur un dipôle dans un champ non uniforme 

 
Considérons le cas particulier où le moment p  est parallèle au champ E  (fig.10). La 
force est alors dirigée suivant x : 
 
 )EE(qFFF xxxxx −+−+ −=+=  

 
dx

dEdEE x
xx =− −+  

 
dx

dEpF x
x =          (2.60) 
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Si 
dx

dEx  est positif, la force est dirigée dans le sens de x positif, c'est-à-dire vers la région 

où le champ est le plus grand. 
 
Dans le cas général, on a : 
 
 Eq)EE(qFFF Δ=−=+= −+−+  
 
où EΔ  représente la différence entre les champs aux deux extrémités, séparées de d  : 
 xx Egrad.dE =Δ  
et donc 
 

 
z

Ep
y

Ep
x

EpEgrad.pF x
z

x
y

x
xxx ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

==     (2.61) 

 
avec des formules correspondantes pour  et . On écrit globalement : yF zF
 
 E)grad.p(F =         (2.62) 
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3 CHAMP ÉLECTRIQUE DANS LA MATIÈRE – MILIEUX 
DIÉLECTRIQUES 

 
 
 
3.1 Polarisation 
 
 
3.1.1 Introduction 
 
La plupart des matières peuvent être classées en deux groupes : les conducteurs et les 
isolants (nous ne parlerons pas ici des semi-conducteurs). Les métaux sont généralement 
de bons conducteurs alors que la plupart des autres substances ont des propriétés isolantes 
(cependant même les isolants conduisent l'électricité, éventuellement très légèrement). 
Un conducteur contient beaucoup d'électrons "libres" qui peuvent se déplacer à l'intérieur 
de la matière (mais ne peuvent pas s'en échapper), et qui sont responsables de la 
conduction. Sous l'effet d'un champ électrique extérieur, les charges vont se déplacer, 
jusqu'à ce qu'elles soient disposées de la façon à produire un champ électrique nul à 
l'intérieur du conducteur (en électrostatique). 
Par contre, dans un isolant ou diélectrique parfait, il n'y a pas d'électrons libres, mais les 
charges sont attachées à des atomes ou molécules spécifiques. A l'intérieur d'un atome ou 
d'une molécule, les charges peuvent cependant subir de petits déplacements qui sont la 
cause des propriétés particulières des diélectriques. Sous l'effet d'un champ extérieur, les 
atomes d'un diélectrique peuvent ainsi constituer des dipôles électriques. On peut 
considérer le cas des atomes ou molécule polaires ou non polaires. 
 
 
3.1.2 Molécules non polaires – Polarisation indirecte 
 
Dans une molécule non polaire, les centres de gravité des charges positives et négatives 
sont les mêmes. Dans un champ électrique, le noyau sera attiré dans un sens et les 
électrons dans l'autre. Les orbites des électrons seront déformées et les deux centres de 
gravité ne coïncideront plus. Une telle configuration et équivalente à un dipôle induit. Un 
tel dipôle disparaît dès qu'on supprime le champ externe. On peut considérer que le 
moment p  du dipôle induit est approximativement proportionnel au champ électrique 
externe : 
 
  Ep 0εα=
 
La constant de proportionnalité α est la polarisabilité atomique. 
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Fig. 1 Dipôle induit 

 
 
3.1.3 Molécules polaires – Polarisation d'orientation 
 
Une molécule, dite polaire, dans laquelle les centres des charges positives et négatives ne 
coïncident pas, peut, en première approximation être considérée comme un dipôle. Ces 
molécules possèdent donc un moment dipolaire permanent. 
 

+

+_
_ pO²

H p

p

2

1

+

H+

 
Fig. 2 Molécule polaire 

 
En l'absence de champ électrique extérieur, les dipôles individuels s'orientent au hasard 
dans toutes les directions, et le moment résultant est nul. En présence d'un champ 

extérieur, chaque dipôle subira un couple qui aura 
tendance à l'aligner dans la direction du champ. 
L'alignement ne sera pas parfait, particulièrement 
aux températures élevées, suite à l'agitation 
thermique, mais il y aura un certain alignement 
moyen des dipôles élémentaires. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 3 Polarisation d'orientation 
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3.1.4 Répartition dipolaire en volume – Vecteur polarisation 
 
Sous l'effet d'un champ électrique, les deux mécanismes qu'on vient de décrire, et qui 
peuvent d'ailleurs coexister, produisent globalement le même effet : les dipôles qui 
constituent le matériau prennent une orientation dirigée statistiquement vers un 
alignement préférentiel : le diélectrique est dit polarisé. 
Pour analyser les effets macroscopiques de la polarisation, on prend comme modèle un 
milieu où un nombre donné de dipôles, dans un volume déterminé, auraient exactement 
l'orientation en question, les autres ayant des orientations quelconques d'égale probabilité, 
et ne jouant aucun rôle particulier. Comme tous ces dipôles n'ont pas nécessairement le 
même moment, on considère la densité de moments dipolaires. 
On appelle polarisation un vecteur P  qui vaut le moment dipolaire par unité de volume : 
 
 P  : densité de moment dipolaire (C/m²) 
 
Par exemple, s'il y a N atomes par unité de volume et que dqe  est le moment dipolaire 
par atome, on aura : 
 
          (3.1) dqNP e=
 
En général, P  sera une quantité locale qui variera de place en place dans le diélectrique. 
 
 
 
3.2 Champ créé par de la matière polarisée 
 
 
3.2.1 Charges de polarisation 
 
Nous supposons avoir un volume de matière polarisée, dont la polarisation P  est connue, 
et nous recherchons le champ produit par ce volume, par exemple au point A. On 
s'intéresse donc au champ produit par la polarisation elle-même, et pas à la cause de la 
polarisation. 
 

 A 

R

 
Fig. 4 Volume polarisé 
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Il est en fait plus facile de calculer le potentiel que le champ. Un volume élémentaire τd  
contient un moment dipolaire τdP , et le potentiel total est donc 
 

 ( ) ∫τ τ
επ

= d
R

1.P
4

1RV 2
R

0
 

 
On peut écrire 
 

 2
R

R
1

R
1grad =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 
où le gradient (donc les dérivées) est pris par rapport au point courant dans le volume τ. 
Et donc 
 

 ∫τ τ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

πε
= d

R
1grad.P

4
1V

0
 

 
En utilisant la formule : 
 
 ( ) fgrad.AAdiv.fAfdiv +=  
 
On obtient 
 

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
τ−τ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πε

= ∫ ∫τ τ
dPdiv

R
1d

R
Pdiv

4
1V

0
 

 
En utilisant le théorème d'Ostrogradsky 
 

 τ
επ

−
επ

= ∫∫ τ
d

R
Pdiv

4
1

R
dS.P

4
1V

0S0
     (3.2) 

 
On sait que le potentiel d'une distribution volumique de charge s'exprime par (2.15) : 

 ∫τ τ
ρ

επ
= d

R4
1V

0
 

 
et pour une distribution de charge en surface 
 

 dS
R4

1V
S0
∫

σ
επ

=  
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Le diélectrique peut donc être modélisé par des densités de charges de polarisation 
volumique  et superficielle  données par pρ pσ

 
 np 1.P=σ          (3.3) 

 Pdivp −=ρ          (3.4) 
 
où n1  est la normale extérieure au volume polarisé. 
L'équation (3.2) devient alors : 
 

 ∫∫ τ
τ

ρ

επ
+

σ

επ
= d

R4
1dS

R4
1V p

0S
p

0
     (3.5) 

 
et le potentiel dû au volume polarisé est le même que celui qui serait produit par une 
densité volumique  et une densité surfacique de charges pρ pσ . 
 
 
3.2.2 Interprétation des charges de polarisation 
 
Considérons un tube de diélectrique parallèle à P . 
 

 
Fig. 5 Charge superficielle de polarisation 

 
Il y a N atomes de moment dipolaire  par unité de volume. Cela signifie que les 
charges positives et négatives sont déplacées les unes par rapport aux autres de d en 
moyenne. Le nombre de charges qui apparaissent à la surface du tube est le produit A.N.d 
(pour une surface perpendiculaire à la polarisation). La charge correspondante est 
A.N.d.qe. La densité superficielle de charge de polarisation est donc 

dqe

  dqN ep =σ

qui est bien le module du vecteur polarisation (3.1) 
  Pp =σ

Pour une surface oblique par rapport à la polarisation, la charge reste la même, et 
 
 np 1.PcosP =θ=σ         (3.6) 
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Si on considère un élément de surface imaginaire à l'intérieur du diélectrique, l'équation 
(3.6) donne la charge qui traverse la surface, mais il n'y a pas de charge superficielle 
résultante parce qu'il y a des contributions égales et opposées de la part du diélectrique 
sur les deux côtés de la surface. 
Les déplacements de charges peuvent cependant avoir pour effet une densité volumique 
de charges, dans le cas où la polarisation est non uniforme. Dans ce cas les densités de 
charges des dipôles adjacents ne se compensent pas complètement. 
 

 
Fig. 6  Exemple schématique de polarisation non uniforme 

 
Comme le diélectrique est neutre dans son ensemble, si une surface fermée S donne une 
charge superficielle totale non nulle, c'est que les dipôles sont inégalement répartis dans 
le volume limité par S. La charge superficielle totale qui sort d'un volume τ par 
polarisation  
 ∫S

dS.P  

doit être compensée par une charge répartie en volume qui apparaît du fait de l'inégale 
distribution des dipôles : 
 0dSPQ

Sp =+ ∫  

On peut attribuer  à une densité volumique pQ pρ  : 

  τρ= ∫τ dQ pp

 
et donc 
 ∫∫ −=τρ

τ Sp dSPd  

et comme cela reste vrai pour n'importe quel volume, sous forme différentielle 
 
 Pdivp −=ρ  
 
Les charges de polarisation  et pσ pρ  sont des charges parfaitement réelles. On les 
appelle charges de polarisation ou charges liées pour rappeler leur origine ainsi que le fait 
qu'elles sont attachées à la matière et qu'on ne peut donc pas les enlever ou les déplacer 
librement. 
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3.3 Équations électrostatiques en présence de diélectriques 
 
 
3.3.1 Champ de déplacement 
 
L'équation fondamentale 
 

 
0

Ediv
ε
ρ

=  

 
peut bien sûr s'appliquer, à condition de prendre pour ρ toutes les charges : aussi bien les 
charges de polarisation que les charges libres. 
 
  pl ρ+ρ=ρ

 
On a donc 
 
 PdivEdiv lpl0 −ρ=ρ+ρ=ε  

 ( ) l0 PEdiv ρ=+ε         (3.7) 
 
La quantité 
 
          (3.8) PED 0 +ε=
 
est appelée le champ de déplacement 
La loi de Gauss peut alors s'exprimer en fonction du champ de déplacement : 
 
 lDdiv ρ=          (3.9) 

 lS
QdSD =∫          (3.10) 

 
en ne faisant intervenir que les charges libres. 
 
Lorsque les charges libres sont connues, et lorsque la symétrie du problème est suffisante, 
les relations (3.9)(3.10) permettent d'obtenir le champ de déplacement, pour en déduire 
ensuite E  et P . Dans de nombreux cas cependant, c'est le potentiel scalaire V qui est 
connu, et qui permet de déterminer d'abord E  pour en déduire ensuite D  et P . 
La relation entre le champ de déplacement D  et le champ électrique E  ,qui résulte de 
(3.8), s'appelle la relation constitutive du milieu diélectrique. Pour définir cette relation, il 
faut évidemment une information complémentaire sur la polarisation P . Dans le cas 
général, cette relation constitutive peut être compliquée. Nous verrons plus loin le cas 
particulier des diélectriques linéaires. 
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Il faut remarque que le rotationnel de D  n'est pas nécessairement nul, et donc D  ne 
dérive pas d'un potentiel. D'après (3.8), on a ProtDrot =  , et le rotationnel de P  n'est 
généralement pas nul. 
 
 
3.3.2 Diélectriques linéaires 
 
Jusqu'à présent nous n'avons fait aucune hypothèse particulière concernant P . 
On conçoit cependant que ce vecteur doit être lié au champ électrique, puisque les dipôles 
ont tendance à se diriger dans le sens des lignes de forces. 
Dans la plupart des cas, la polarisation est nulle en l'absence de champ, et on peut en 
général admettre, du moins en première approximation, que les composantes du champ 
électrique et celles de la polarisation sont liées par des relations linéaires. Si le facteur de 
proportionnalité ne dépend pas de la direction du champ, le diélectrique est isotrope. 
On peut alors exprimer la proportionnalité entre la polarisation et le champ électrique en 
posant : 
 
          (3.11) EP 0e εχ=
 
La constante  (khi), sans dimension, est la susceptibilité électrique du milieu, et elle 
peut dépendre de la température, de la pression, de la fréquence, etc. C'est une grandeur 
toujours positive, les dipôles ne s'orientent jamais en sens inverse de celui du champ. Le 
champ 

eχ

E  qui intervient dans (3.11) est bien le champ total, qui fait intervenir l'effet de la 
polarisation elle-même. 
Avec (3.11), le champ de déplacement s'écrit : 
 

 
( )
EE..

E1PED

r0

e00

ε=εε=

χ+ε=+ε=
       (3.12) 

 
où ε est la permittivité du diélectrique, et rε  sa permittivité relative. Historiquement 0ε  a 
reçu le nom de "permittivité du vide", mais évidemment il n'y a pas de dipôles dans le 
vide. 
On a toujours : 
 
   et 0ε≥ε 1r ≥ε        (3.13) 
 
Remarquons que dans un milieu anisotrope comme un cristal, les propriétés de la matière 
dépendent de la direction où on les envisage. La relation entre le champ et la polarisation 
prend alors la forme plus générale : 
 ( )zxzyxyxxx0x EEEP χ+χ+χε=  

( )zyzyyyxyx0y EEEP χ+χ+χε=   

( )zzzyzyxzx0z EEEP χ+χ+χε=   
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et les coefficients  forment le tenseur de susceptibilité. ijχ

 
Revenons aux diélectrique isotropes. 
Si la permittivité ε est constante en tout point, le diélectrique est homogène et on aura : 
 

 l
e

e0e
p 1

DdivPdiv ρ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
χ+

χ
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ε
εχ

−=−=ρ  

 l
r

p
11 ρ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε

−−=ρ         (3.14) 

 
La densité de charge de polarisation est proportionnelle, en tout point, à la densité de 
charges réalisées ou libres. En particulier s'il n'y a pas de charge libre à l'intérieur du 
diélectrique, on y aura . 0p =ρ

La densité de charge totale est 
 

 
ε
ρ

ε=ρ+ρ=ρ l
0pl         (3.15) 

 
L'équation fondamentale du champ peut alors s'écrire 
 

 
ε
ρ

= lEdiv          (3.16) 

 
et le potentiel vérifiera l'équation de Poisson 
 

 
ε
ρ

−=Δ lV          (3.17) 

 
La théorie des diélectriques linéaires et homogènes est donc semblable à celle des champs 
dans le vide, sauf qu'on remplace partout 0ε  par r0 εε=ε . Le champ est partout rε  fois 
plus petit que lorsqu'il n'y a pas de diélectrique. Le potentiel est divisé par le même 
facteur. 
 
 
3.3.3 Conditions aux limites 
 
Les équations précédentes permettent d'établir les relations qui existent entre les champs 
de part et d'autre de la surface séparant deux milieux de propriétés différentes. 
En considérant un cylindre élémentaire situé de part et d'autre de la surface, et en 
appliquant la loi de Gauss au champ de déplacement (3.10), on obtient de la même 
manière qu'au §2.3 : 
 
         (3.18) ln2n1 DD σ=−
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Fig.  7 : interface entre deux milieux 

 
La direction positive étant celle de la normale dirigée de 2 vers 1. La composante 
normale du déplacement subit une discontinuité égale à la densité surfacique de charges 
libres. Si l'interface sépare deux milieux diélectriques, la densité de charges libres en 
surface est généralement nulle, et on a donc une continuité de la composante normale du 
déplacement. Par contre si l'interface sépare un conducteur et un diélectrique, il y a des 
charges libres à la surface du conducteur, et il existe une discontinuité dans la 
composante normale de D  ( D , comme E , étant nul à l'intérieur du conducteur). 
 
Les relations (2.20) et (2.22) restent valables : 
 

 
0

n2n1 EE
ε
σ

=−         (3.19) 

          (3.20) t2t1 EE =
 

pl σ+σ=σ  étant la densité surfacique totale. De même les relations (2.25) et (2.27) 
relatives au potentiel restent valables également. 
En combinant (3.8)(3.18) et (3.19) on a aussi : 
 
 

12 pppn1n2 PP σ+σ=σ=−        (3.21) 
 

2pσ  et  étant les densités superficielles de charges de polarisation produites par 
chacun des milieux sur la surface de séparation. 

1pσ

 
Dans le cas où les milieux 1 et 2 sont tous les deux des diélectriques linéaires : 
 
 111 ED ε=   222 ED ε=  
 
et (3.18) devient : 
 
         (3.22) ln22n11 EE σ=ε−ε
 
S'il n'y a pas de charges libres à l'interface ( 0l =σ ) : 
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         (3.23) n22n11 EE ε=ε
  t2t1 EE =
 
et il y a réfraction des lignes de champ électrique : 
 

 
n1

t1
1 E

Etg =α   
n2

t2
2 E

Etg =α  

 1
1

2
2 tgtg α

ε
ε

=α         (3.24) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.4 Energie dans les diélectriques 
 
Considérons un matériau diélectrique , et l'énergie nécessaire pour augmenter la densité 
de charges libres de . En généralisant (2.33), l'énergie nécessaire pour amener ces 
charges depuis l'infini est : 

lρΔ

 
         (3.25) ∫τ τρΔ=Δ dVW l

Comme  
 Ddivl =ρ  

 Ddivl Δ=ρΔ  

où DΔ  est la variation qui en résulte sur le champ de déplacement. 
 
 τΔ=Δ ∫τ dVDdivW        (3.26) 

 
On fait alors un développement semblable à celui du §2.4.3 : 
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 Vgrad.DDdivV)VD(div Δ+Δ=Δ  

 ∫∫ ττ
τΔ+τΔ=Δ d)VD(divdE.DW  

En utilisant le théorème d'Ostrogradsky pour la 2ème intégrale : 
 ∫∫ τΔ+τΔ=Δ

τ S
dVDdE.DW  

et en faisant tendre la surface S vers l'infini : 
 
 τΔ=Δ ∫ dE.DW

espace
       (3.27) 

 
Pour trouver l'énergie du système, il faudra sommer toutes les contributions (3.27) pour 
passer de l'état d'un système ne contenant pas de charges, à celui caractérisé par la 
distribution  finale, c'est-à-dire en faisant varier lρ D  d'une valeur initial nulle à sa valeur 
finale. Pour effectuer cela, il faut connaître la relation constitutive entre D  et E . 
Considérons le cas particulier d'un milieu diélectrique linéaire : 
 ED ε=  

 E.DE.E)E(
2
1)E.D(

2
1 2 Δ=Δε=εΔ=Δ  

et donc (3.27) devient : 

 τΔ=Δ ∫ dE.D
2
1W

espace
 

et le travail total pour constituer la configuration finale, c'est-à-dire l'énergie potentielle 
électrostatique, est : 
 

 τ= ∫ dE.D
2
1W

espace
       (3.28) 

 
La densité d'énergie potentielle s'écrit donc, pour un matériau linéaire : 

 2
e E

2
1E.D

2
1w ε==        (3.29) 

Tandis que dans le vide on avait obtenu : 

 2
0e E

2
1w ε=          (3.30) 

 
En remplaçant    dans (3.29), on a PED 0 +ε=
 

 E.P
2
1E

2
1w 2

0e +ε=        (3.31) 

 
Le deuxième terme est donc l'énergie additionnelle qui doit être fournie par les sources 
pour établir le champ E  dans un milieu diélectrique. C'est l'énergie nécessaire pour 
polariser le diélectrique. 
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3.5 Condensateurs 
 
 
3.5.1 Condensateur plan 
 
Reprenons le condensateur plan, en supposant que l'espace entre les armatures est rempli 
d'un diélectrique linéaire de permittivité ε. Lorsqu'on applique un champ extérieur, les 
dipôles du diélectrique vont s'orienter et faire apparaître une charge superficielle de 
polarisation à la surface du diélectrique. Ces charges seront de signe opposé à celui de 
l'armature adjacente, et elles créent donc un champ "induit" (ou champ de réaction) qui 
est de sens opposé au champ externe. 

 
Fig. 8.Condensateur plan avec diélectrique 

 
En l'absence de diélectrique, le champ entre les armatures est : 

 z
0

l
0 1E

ε
σ

=  

où  est la densité surfacique de charges libres. Si on considère maintenant la présence 
d'un diélectrique, celui-ci va se polariser et peut être remplacé par des charges de 
polarisation sur les faces supérieure et inférieure : 

lσ

 np 1.P=σ  

n1  étant la normale sortante du diélectrique. Ces charges de polarisation sont, sur chaque 
armature, de signe opposé aux charges libres et elles créent donc un champ électrique 
dans le sens opposé à . Le champ résultant sera : 0E

 z
0

l 1PE
ε
−σ

=  

Pour un diélectrique linéaire 
  EP 0e εχ=
et 

 
ro

l

e0

l 1.
1

1E
εε

σ
=

χ+ε
σ

=        (3.32) 

 
Le champ est donc réduit du facteur rε , par rapport à la valeur qu'il aurait sans le 
diélectrique. 
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La tension entre les armatures est : 
 

 
r0

l 1.d.d.EV
εε

σ
==         (3.33) 

 
La charge totale (libre) d'une armature est  
 
  A.Q lσ=
 
et la capacité est donnée par 
 

 
d
A

d
A.C 0

r
ε

=
ε

ε=         (3.34) 

 
La capacité est donc multipliée par le facteur rε , dans le cas d'un diélectrique homogène, 
par rapport à sa valeur dans le vide. 
 
 
En pratique, les condensateurs plans sont fait de deux feuilles métalliques séparées par 
des feuilles diélectriques. Le tout est enroulé sous forme de cylindre, puis recouvert. 
En plus d'augmenter la capacité pour une géométrie donnée, l'utilisation d'un diélectrique 
permet aux armatures d'un condensateur d'être très rapprochées sans risque de se toucher. 
 

 
Fig. 9 Condensateur avec diélectrique 

 
La relation linéaire (3.11) reliant E  à P  n'est valable que si le champ n'est pas trop 
grand. En particulier si le champ E  dépasse une limite, appelée rigidité diélectrique, les 
électrons seront arrachés des molécules et ils formeront un courant de conduction. 
Le matériau aura perdu ses propriétés d'isolant et il sera traversé par une décharge, ou 
claquage. Les diélectriques présentent également l'avantage d'avoir une rigidité 
diélectrique supérieure à celle de l'air. 
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Quelques valeurs 
 

 permittivité relative 
rε  

rigidité diélectrique 
MV/m 

air 1,0006 3 
verre 5 à 10 30 
papier 2 à 4 15 
polystyrène 2,6 20 
mica 6 200 
eau 80 - 

 
 
 
3.5.2 Force sur un diélectrique entre plaques parallèles 
 
Considérons un condensateur partiellement rempli par un diélectrique de permittivité ε, le 
milieu dans l'autre partie étant le vide. 

 
Fig. 10 Force sur un diélectrique 

 
La capacité dans ce cas est : 
 

 ( xLx )
d

wC r
0 −+ε
ε

=        (3.35) 

 
où L est la longueur des plateaux, w la largeur, d l'écartement et x la longueur de la 
portion de diélectrique. Pour que l'approximation (3.35) du condensateur plan soit 
valable, il faut que d soit petit par rapport à x et à L-x. 
Le principe des travaux virtuels donne : 
 

 
dx
dWFm =  

 
pour un système isolé, où W est l'énergie potentielle du système et mF  la force 
mécanique exercée par l'extérieur. 
A charge constante : 
 

 
C

Q
2
1W

2
=  
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dx
dCV

2
1

dx
dC

C
Q

2
1

dx
dWF 2

2

2
m −=−==  

 
Comme 
 

 ( )1
d

w
dx
dC

r
0 −ε
ε

=  

 
la force est : 

 )1(
d
wV

2
1F r

02
m −ε

ε
−=        (3.36) 

 
On obtiendrait le même résultat à potentiel constant, à condition de tenir compte du 
travail de la source. 
Cette force mécanique (négative pour un accroissement de x) doit équilibrer la force 
électrique interne du système : 
 
 FFm −=  
 
et donc le diélectrique est attiré vers l'intérieur des plaques. 
 
On peut remarquer que la force qui s'exerce sur le diélectrique doit nécessairement être 
due à la déformation du champ sur les bords des plateaux. En effet, si le champ était 
partout uniforme et perpendiculaire aux plaques, il ne pourrait pas y avoir de force. On 
peut donc obtenir la force résultante en appliquant le principe de conservation de l'énergie 
et sans devoir analyser de manière précise les lignes de champ sur les bords. 

 
Fig. 11 Déformation du champ sur les bords de deux plaques parallèles 

 
 
 
 



 42

3.5.3 Expression générale de la capacité 
 
 
Reprenons le cas général du condensateur, en supposant cette fois que l'espace entre les 
conducteurs (armatures) est entièrement rempli par un diélectrique linéaire et homogène 
de permittivité ε. 
La capacité est définie par : 
 

 
V
QC =           (3.37) 

 
Fig. 12 Capacité entre deux conducteurs 

 
Toutes les lignes de champ partent du conducteur positif pour aboutir au conducteur 
négatif. L'expression générale de la capacité sera donc 
 

 
∫

∫
−

ε
=

l

S

dl.E

dS.E
C         (3.38) 

 
où S est une surface entourant le conducteur positif et l est un chemin allant du 
conducteur négatif (potentiel bas) au conducteur positif (potentiel haut). 
 
 
Exemple : condensateur cylindrique 
 
Le condensateur cylindrique est constitué d'un conducteur intérieur de rayon a et d'un 
conducteur extérieur de rayon b. l'espace entre les conducteurs est rempli d'un 
diélectrique de permittivité ε, et la longueur est L. 
On suppose L suffisamment grand pour pouvoir négliger les effets de bords. 
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conducteur intérieur 

conducteur extérieur 

diélectrique 

lσ

lσ−
L 

 
Fig. 13 Condensateur cylindrique 

 
Par application de la loi de Gauss, en exploitant la symétrie cylindrique du problème, on 
obtient pour le champ entre les conducteurs : 
 

 r1
Lr2

QE
πε
−

=  

 
où Q est la charge totale (charge libre) d'une armature. 
La différence de potentiel entre les armatures est : 
 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

πε
=

πε
=−= ∫ ∫ a

bln
L2

Qdr
Lr2

QdlEV
b
a

b
a

 

 
et la capacité 
 

 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
επ

=

a
bln

L2C          (3.39) 
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4 MILIEUX CONDUCTEURS - COURANTS 
 
 
 
4.1 Courants et loi d'Ohm 
 
 
4.1.1 Courant et densité de courant 
 
Les charges en mouvement constituent des courants. On appelle intensité de courant 
électrique ou simplement courant électrique, I, la charge totale qui traverse une certaine 
surface, par unité de temps. Le courant est donc un débit de charges. 
Si, pendant l'intervalle de temps tΔ , une charge QΔ  traverse la surface, le courant est : 
 

 
t
QI
Δ
Δ

=          (4.1) 

 
Si le débit n'est pas constant, la valeur instantanée du courant est  
 

 
dt
dQ

t
QlimI

0t
=

Δ
Δ

=
→Δ

        (4.2) 

 
Il est utile d'introduire une grandeur locale : la densité de courant. 
Considérons des particules de charge q animées, d'une vitesse moyenne , et N est le 
nombre de particules par unité de volume. 

u

 
SΔ

QΔ

SΔ SΔ

QΔ

 
Fig. 1 Courant de charges 

 
 
Pendant un temps , chaque particule parcourt une distance tΔ tul Δ=Δ . 
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La quantité de charge  traversant une surface élémentaire QΔ SΔ , normale à , pendant 
le temps  est donc : 

u
tΔ

 
  StuqNQ ΔΔ=Δ
 
De manière générale, pour une surface SΔ  quelconque (pas nécessairement normale à 

), il faudra faire intervenir un produit scalaire u
 
 tS.uqNQ ΔΔ=Δ  
 
Le courant à travers la surface élémentaire sera 
 

 S.uqN
t
QI Δ=
Δ
Δ

=Δ  

 
On définit la densité de courant J  par 
 
 uqNJ =    (A/m²)      (4.3) 
 
et l'élément de courant est donc 
 
 S.JI Δ=Δ          (4.4) 
Le vecteur  est défini en tout point et il représente le courant par unité de surface 
normale à la direction du mouvement. 

J

Le courant total à travers une surface quelconque S est donc le flux de  : J
 
 ∫= S

dS.JI          (4.5) 

 
On remarque dans (4.3) que la densité de courant dépend du produit de la charge par la 
vitesse. Du point de vue du courant, un flux de charges positives dans un sens est donc 
équivalent à un flux de charges négatives dans le sens opposé. 
Le sens conventionnel du courant est celui du mouvement des charges positives, même si 
dans la plupart des cas, le courant est constitué par des électrons en mouvement. 
Le produit Nq dans (4.3) est la charge par unité de volume, et on peut donc écrire 
 
 uJ ρ=    (A/m²)      (4.6) 
 
où ρ est la densité volumique des charges. 
Dans le cas où il y a plusieurs types de charges (par exemple des électrons et différents 
types d'ions) animées de différentes vitesses, on peut généraliser la relation (4.3) par 
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 ∑∑ ρ==
i

ii
i

iii uuqNJ        (4.7) 

 
On distingue deux types de courants : le courant de convection et le courant de 
conduction. Un courant de convection correspond au déplacement réel de matière 
chargée, comme par exemple le faisceau d'électrons dans un tube à rayons cathodiques. 
Un courant de conduction est dû au mouvement relatif des électrons à l'intérieur d'un 
conducteur. Les courants de convection et de conduction correspondent à des 
mécanismes physiques différents, on verra que le courant de conduction obéit à la loi 
d'Ohm, ce qui n'est pas le cas du courant de convection. 
Dans la suite nous nous intéresserons uniquement au courant de conduction qui est la 
forme la plus connue et la plus fréquente du courant électrique. 
 
 
 
4.1.2 Courant de conduction et loi d'Ohm 
 
Un milieu conducteur est un milieu matériel où il existe des charges libres, c'est-à-dire 
des charges qui ne peuvent demeurer au repos que si le champ électrique est nul. Dans les 
métaux, ces charges libres sont les électrons le moins liés au noyau (électrons 
périphériques ou électrons de valence). Ces électrons forment, au sein du métal, un gaz 
électronique libre dont le mouvement relatif par rapport à la masse du conducteur 
constitue le courant de conduction. Les charges positives, constituées par les noyaux et 
les électrons liés sont immobiles par rapport à la masse et n'interviennent donc pas dans 
le courant de conduction. Quoique siège d'un courant, un conducteur peut donc être 
neutre dans son ensemble, les charges positives immobiles équilibrant dans un volume 
élémentaire, les charges négatives mobiles. 
En reprenant (4.7), on écrira pour la densité de courant 
 
 ppee vvJ ρ+ρ=         (4.8) 
 
où  est la densité des charges négatives et eρ ev  leur vitesse, et pρ  la densité des charges 

positives et  leur vitesse. Si le conducteur est neutre dans son ensemble pv
 
          (4.9) 0pe =ρ+ρ

 
S'il n'y a pas de mouvement d'ensemble du conducteur et que les charges positives restent 
fixes dans le conducteur 
 
   0vp =

 
et ev  est alors la vitesse relative des électrons par rapport au conducteur, que nous 
appellerons la vitesse de dérive dv . Le courant de conduction est : 
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         (4.10) deee vvJ ρ=ρ=
 
Ce courant existe donc même dans un conducteur non chargé. 

 
Fig. 2 Représentation schématique du courant de conduction 

 
Pour que les électrons libres soient mis en mouvement il faut qu'ils soient soumis à un 
champ électromagnétique. La force par unité de charge est alors : 
 
 ( )BvEf d ×+=  
 
La vitesse des charges est suffisamment faible pour que la contribution du champ 
magnétique soit négligeable et donc 
 
 Ef =           (4.11) 
 
Pour de nombreuses substances, la densité de courant est proportionnelle à la force par 
unité de charge 
 
 EJ σ=          (4.12) 
 
où E  est le champ électrique au sein du milieu conducteur. Le facteur de proportionnalité 
σ (à ne pas confondre avec la charge superficielle) est la conductivité du milieu. Ses 
dimensions sont . La relation (4.12) est la forme locale de la 11 m−−Ω loi d'Ohm. Il faut 
insister sur le fait que la loi d'Ohm est une "loi" expérimentale et approximative, qui 
s'applique valablement à de nombreuses matières. A ne pas confondre avec les équations 
de Maxwell qui sont des loi "absolues". 
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4.1.3 Aspect microscopique de la conduction 

onsidérons la densité de courant de conduction (4.10) 

       (4.13) 

En

 
C
 

deede vqNvJ =ρ= 
 
où eN  est le nombre d'électrons libres par unité de volume et eq  leur charge. 

 comparant (4.13) avec la loi d'Ohm (4.12) on voit que celle-ci implique que la vitesse 
dv  doit être proportionnelle au champ E . Sous l'effet d'un champ E , les charges 

subissent une force Eqe , et on pourrait penser que les électrons vont accélérer et que le 
courant va donc augmenter avec le temps durant lequel on applique le champ. La loi 
d'Ohm implique au contraire qu'un champ constant produit un courant constant donc une 

nt à aucun écoulement net dans une direction donnée et il n'y a donc aucun 

a distance parcourue entre les collisions, appelée libre parcours moyen est : 

         (4.14) 

oyenne et  le temps moyen entre deux collisions (il 

Pour les métaux à température ambiant les ordres de grandeur sont : 

rieure à leur vitesse thermique 
oyenne. Les électrons seront soumis à une accélération 

 

 

vitesse constante des électrons. 
On peut donner l'explication simplifiée suivante. 
Nous supposons que le conducteur est composé d'un réseau d'ions et d'un gaz d'électrons 
libres. Même en l'absence de champ électrique extérieur, les électrons libres sont animés 
des vitesses thermiques importantes et entrent souvent en collision avec les ions 
immobiles. Les vitesses thermiques des électrons ont des directions aléatoires, et ne 
contribue
courant. 
L
 
 cth t.v=λ
 
où thv  est la vitesse thermique m ct
s'agit de moyennes statistiques). 

e, 
s/m10à10 65

th ≈ , s10t 14
c

−≈ , m10 8−≈λ . v
 
En présence d' un champ électrique, un mouvement de dérive des électrons va se 
superposer à leur mouvement aléatoire. A cause des nombreuses collisions dans le réseau, 
la vitesse de dérive due au champ électrique est très infé
m

e

e
m

Eqa =  

 
pendant l'intervalle de temps ctt =Δ  entre deux collisions. La variation de vitesse qui en 

sulte sera la vitesse moyenne de dérive ré
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 c
e

d t
m

vv e Eq
=Δ=         (4.15) 

 
 et Eoù  est la masse de l'électron. Le facteur de proportionnalité entre em dv  est  la 

des é

e t très faible par rapport à la vitesse thermique, le temps 

ortionnelle à

m lectrons de conduction obilité eμ  
 
 Ev ed μ=          (4.16) 
 
Comme la vitesse de dériv es
moyen ct  ne variera pas suite à l'application du champ électrique et la vitesse de dérive 

era bien prop  Es . 
sportant un courant de 1A, la densité de 

ourant est : 
 

Pour un fil de cuivre de 1mm de rayon, tran
c

25 6 m/A10.18,3
10.S

J =
π

==
−

1I  

 partir de (4.13), la itesse de dérive est 
 

 
A  v

 
ee

d qN
v =  

 
comme dans le cuivre il y a un seul éle

J

ctron libre par atome, la densité des électrons 
bres  est la même que celle des atomes de cuivre, qui est de  
n obtient alors pour la vitesse de dérive 

 

eN  328 m/atomes10.45,8 .li
O

 ( )( ) s/m10.3,2
10.6,110.45,8

v 5
1928d

−
−

==     (4.17) 10.18,3 5

 la conductivité pour notre modèle simplifié 
st donc : 

 

 
Avec (4.12) (4.13) et (4.15) l'expression de
e

 
e

cee
m

=σ          (4.18) 

 
Les relations (4.12) (4.18) sont valables pour un cham

2 tqN

p électrique constant ou variable 
ans le temps. Dans ce cas il faut que le champ reste approximativement constant sur un 
mps largement supérieur à  

d
ct .te
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4.1.4 Conductivité des matériaux 
 
Un milieu conducteur est caractérisé par l'équation constitutive 
 
 EJ σ=  
 
o
 
ù σ est la conductivité. On utilise souvent l'inverse 

 
σ

=ρ  1

é (à ne pas confondre avec la densité volumique de charge). 

Quelques valeurs 
 

ité coefficient d  tem érature 

 
qui est la résistivit
 

 résistiv  
Ω.m 

e p
(°C) 1−  

cuivre 1,7 .  3,9 810− . 310−  
aluminium 2,8 .  3,9 810− . 310−  
fer 8,8 .  5 810− . 310−  
manganèse 4,4 .  5 710− . 710−  
graphite 1,4 .  -5 510− . 410−  
eau distillée  ~ 410  
mica ~  -7 . 1510 210−  
verre ~  -7 . 1210 210−  

 
 
Les métaux ont une résistivité très faible (et une conductivité très grande) et sont donc 

rande (mais non infinie). 
a résistivité d'un matériau dépend généralement de la température, de manière 

des vibrations augmente et la probabilité de collisions 

pérature ambiante. Une augmentation de température peut augmenter le 

des excellents conducteurs, par contre la résistivité des isolants ou diélectriques est 
extrêmement g
L
significative. 
 
Dans un métal, tous les électrons de conduction sont des charges libres à température 
ambiante. Les ions fixes du réseau vibrent autour de leur position d'équilibre. Lorsque la 
température augmente, l'amplitude 
avec les électrons de conduction augmente. Le temps moyen ct  entre deux collisions 
diminue et la résistivité augmente. 
Pour d'autres matériaux, non métalliques, et mauvais conducteur, il y a peu d'électrons 
libres à tem
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nombre d'électrons qui deviennent libres pour la conduction et donc diminuer la 
résistivité. 
En première approximation, on peut utiliser la relation suivante, qui suppose que la 

sistivité varie linéairementré  avec la température : 
 
 ( )[ ]00 TT1 −α+ρ=ρ         (4.19) 
 
où 0ρ  est la résistivité à la température de référence 0T  (souvent 20°C) et α est le 
coefficient de température. 
Pour certains matériaux appelés supraconducteurs, la résistivité devient nulle en dessous 
'une certaine température critique. Lorsqu'un courant est établi dans un supraconducteur, 
 persiste indéfiniment à condition que la basse température soit maintenue. 

.2 Milieux conducteurs – Résistance 

repos). Bien sûr, pour 

 présence de courant. 

 le graphite. 

ir un courant dans un conducteur il faudra également une source extérieure 

onsidérons un morceau de conducteur, de conductivité σ, et entouré d'un isolant parfait 
(σ = 0 à l'extérieur). On applique une différence de potentiel entre les surfaces A1 et A2. 
 

d
il
 
 
 
4
 
 
 
Lorsqu'un conducteur est le siège d'un courant de conduction, le champ électrique ne sera 
pas nul comme en électrostatique (lorsque toute les charges sont au 
un conducteur parfait (ce qui est quasiment le cas pour les métaux) la conductivité est 
infinie et le champ σ= /JE  est nul, même en
En pratique, les résistances utilisées dans les circuits sont réalisées avec des matériaux de 
conductivité plus faible, comme
La présence d'un champ électrique implique également que le conducteur ne constituera 
plus un domaine équipotentiel. 
Pour mainten
d'énergie, qui maintiendra par exemple une différence de potentiel aux extrémités de 
conducteur. 
C

 
Fig. 3 Courant dans un conducteur 

 
On peut par exemple placer une couche de cuivre (de conductivité beaucoup plus grande 
que celle du conduct ur c r les faces A  et A  qui seront alors des e onsidéré) su 1 2
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équipotentielles. Un courant va exister dans le conducteur, et les vecteurs E  et J  seront 
partout proportionnels EJ σ= . 
Le courant ne peut pas s'échapper du conducteur (le milieu extérieur est supposé non 
onducteur) et la densité volumique de charge dans le conducteur est nulle ( 0Ediv = ). c

Le courant total traversant deux surfaces quelconques A et A' doit être le même 
 
 ∫∫ ′

==
AA

dSJdSJI         (4.20) 

 
sinon il y aurait accumulation de charges entre les deux surfaces. Ceci reste vrai quelle 
que soit la forme du conducteur, même s'il s'agit d'un long fil avec beaucoup de 

éandres: les lignes de force du champ sum
A la surface du conducteur, la densité de co

ivront toujours la forme du conducteur. 
urant (et donc le champ) doit nécessairement 

être tangentielle 
 

 
Fig. 4 Champ et densité de courant à la surface d'un conducteur 

 
 1.J = 0n          (4.21) 

posante 

quipotentielles 1 2

 tJJ =   σ= /JE tt        (4.22) 
 
Comme le champ tangentiel est continu à une interface, le champ tangentiel sera le même 
juste à l'extérieur du conducteur, tandis que la densité de courant y sera nulle. 
En l'absence de champ induit (voir plus loin dans le cours), des charges de surface vont se 
disposer de telle sorte à produire le champ électrique adéquat à l'intérieur du conducteur 
pour faire circuler le courant, et cela pour n'importe quelle forme compliquée du 
onducteur. Le champ électrique à l'extérieur du conducteur aura donc une comc

normale, qui correspond à cette densité superficielle de charges sur le conducteur (mais il 
n'y aura pas de charge nette sur le conducteur dans son ensemble). 
 
On a vu que en (4.17) que la vitesse de dérive des électrons dans un conducteur est 
extrêmement faible (plusieurs heures pour parcourir 1m). Quand on branche une source 
sur un circuit, le champ électrique s'établit quasi instantanément partout, et tous les 
électrons libres se mettent à dériver. Le champ électrique se propage à l'extérieur du 
conducteur, comme une onde électromagnétique, à une vitesse proche de celle de la 

mière. lu
Revenons au conducteur de la figure 3. Si V est la différence de potentiel entre les faces 

 A  et A , et I le courant dans le conducteur, on a la relation é
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 IRV =          (4.23) 
 
qui est la forme habituelle de la loi d'Ohm. La proportionnalité entre V et I est une 
conséquence de la linéarité. Si la tension V est multipliée par un facteur k, le champ E 

e que J (à condition que la conductivité ne 
hange pas) et donc I. 
n exprimant la différence de potentiel par 

sera multiplie par le même facteur, de mêm
c
E
 

∫ ∫ σ
−=−=−=

L L21 dl.Jdl.EVVV 1      (4.23.a) 

 
où L est un chemin partant de A2 (potentiel bas) et aboutissant à A1 (potentiel haut), et le 
ourant par  c

 

∫ ∫ σ==
A A

dS.JI dS.E  

On obtient la résistance : 
 

 

∫
∫
σ

−
=

A

L
dS.E

dl.E
R         (4.24) 

.3 Équation de continuité et loi des nœuds de Kirchhoff 

'équation de continuité qui exprime la conservation de la charge s'écrit sous forme 
tégrale : 

 
 
 
4
 
 
L
in
 

∫∫ τ
τρ−=−= d

dt
d

dt
dQdS.J

S
        (4.25) 

 
où S est la surface fermée entourant le volume τ. Elle exprime que la quantité de charge 

u 
olume τ. 
 partir de théorèm

qui traverse S sous forme de courant doit être égale à la diminution de la charge totale d
v
A e de la divergence, la forme locale de l'équation de la continuité est  
 

 
t

Jdiv
∂
ρ∂

−=          (4.26) 

our un courant continu on doit avoir 0P
t
=

∂
ρ∂  et de plus on a vu que la densité volumique 

de charge reste nulle à l'intérieur d'un conducteur, et donc  
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 0Jdiv =          (4.27) 
 
Et pour un conducteur homogène 
 
 0Ediv =          (4.28) 
 
D'après (4.28), on constate que le potentiel vérifiera l'équation de Laplace dans un 
conducteur homogène. 
 
Il n'y a donc pas de point d'où les lignes de courant pourraient sortir. Les courants doivent 
décrire des trajets qui se referment sur eux-mêmes. Ils peuvent circ
ormant des boucles complètes et contenant des résistances, des f

uler dans des circuits 
ils et des générateurs 

ous considérerons d'autres éléments par la suite). 
f
(n
En revenant à la forme intégrale, on aura pour toute surface fermée 
 

∫ =
S

0dSJ          (4.29)  

i la surface fermée englobe plusieurs conducteurs qui se rassemblent à une jonction, on 

 
         (4.30) 

'est la loi des nœuds de Kirchhoff qui résulte donc du fait qu'un nœud du circuit ne peut 
pas accumuler de charges. 
 

 
S
en déduit que la somme algébrique des courants incidents au nœud (jonction) est nulle : 

0I =∑ 
j

j

 
C

 

 
Fig. 5 Loi des noeuds 
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4.4 Exemples de calcul de résistances 

onsidérons une résistance cylindrique, de section A, longueur L, et conductivité σ. 
 
 
 

 
 
4.4.1 Conducteur cylindrique 
 
 
C

 
Fig. 6 Conducteur cylindrique de section quelconque 

es surfaces terminales sont maintenues à un potentiel constant : 

rface latérale du conducteur (juste à l'intérieur), le champ doit être tangentiel 
0

 
L
 
 ( ) 00zV ==  

( ) 0VLzV ==   
 
Sur la su
 1.E n =  
 
et donc 

 01.Vgrad
n
V

n ==
∂
∂  

 
C
e lè

omme le potentiel ou sa dérivée normale sont spécifiés sur toutes les surfaces 
xtérieures, le prob me de Laplace admet une solution unique. On peut donc utiliser la 
olution (évidente) : s

 ( )
L

zV
zV 0=  

 
Le champ électrique sera donc uniforme 

 z
0 1

V
VgradE −=−=  

L

a densité de courant sera également uniforme, et le courant est 
 
L

0V
L
AAE AJI σ==

σ
=  
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L  a résistance est

 
A

LR
σ

=          (4.31) 

n utilise également 
 
O la conductance 

L
A

R
1G σ
==          (4.32) 

ui peut être utile pour associer des résistances en parallèle. 

un circuit imprimé, on utilise un 
eur 50 μm et de largeur 0,5 mm. 

La résistance sera de  

 

 
q
 
Exemple numérique : pour réaliser une résistance sur 
piste de cuivre d'épaiss

cm/108,6
105,0.1050

107,1.10 3
36

82
Ω= −

−−

−−
 

 
 
4.4.2 Conducteur torique 

n considère un conducteur en forme de quart de tore à section rectangulaire 
 

 
O

 
Fig. 7 Conducteur torique à section rectangulaire 

e une différence de potentiel entre les surfaces terminales de la manière 
uivante : 

 

 
On appliqu
s
 

( )
( )2/0xpourVV

00ypour0V

0 π=ϕ==
=ϕ==

     (4.33) 

l ne dépendra que de φ et l'équation 
de Laplace en coordonnées cylindriques se réduit à : 

 

 
On utilisera les coordonnées cylindriques. Le potentie

0
d 2ϕ

Vd2
=  
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dont la solution est 
 
 21 ccV +ϕ=  
 
et en utilisant les conditions (4.33) : 
 

 ϕ
π

= 0V2
V          (4.34) 

p électrique dans le conducteur est donc 
 
Le cham
 

 ϕϕ πϕ∂ rr
−=

∂
−=−= 1V21V1VgradE 0      (4.35) 

ventuellement on aurait pu écrire directement l'expression (4.35) pour le champ. Suite à 
étrie le champ doit en effet rester constant le long de chaque ligne de force 

 
E
la sym
 

 ϕ−= 1
l

 

VE 0  

ù l = π r / 2 est la longueur d'une ligne de force. Le courant total s'obtient en intégrant J  o
s
 
ur la section transversale : 

∫∫ σ==
SS

dSEdSJI   

ϕ−= 1drhdS   

a
blnVh2 

r
drhV2I 0b0

π
σ

=
σ

=  
aπ ∫

 
et donc la résistance est : 
 

 ( )a/blnh2I σ
 
Dans cet exemple, nous sommes partis de la différence de potentiel V  entre les 

VR 0 π
==        (4.35a) 

0

armatures. Nous avons ensuite déduit E , puis le courant par intégration et donc la 
résistance. 
Pour certaines géométries de problèmes, notamment lorsqu'on peut prévoir que J est 

niforme dans la section transversale, il est plus facile de partir de I, en déduire J et E, et 
éterminer la différence de potentiel par intégration le long d'une ligne de force 

u
d
 

∫−= dlEV0   
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4.5 Conditions aux limites 
 
Considérons l'interface entre deux milieux de conductivité σ1 et σ2. 

omme en statiq
 

0

C ue 

 Jdiv =      ∫ =
S

0dSJ  

 
on a : 

         (4.36) 
4.37)

n particulier si le milieu 2 est un diélectrique parfait (σ2 = 0), on doit avoir 

 
 n1n2 JJ =
 n11n22 EE σ=σ         (  
 
E 0J n2 =  et 
onc  d

 
 0J n1 =   0E n1 =  
 
et le courant sera donc parallèle à la surface conducte dans un ur entouré d'un diélectrique 

arfait (comme sur la figure 4). 
Le champ électrique tangentiel est continu 
p

t2t1 EE =  et donc 
 

 
21 σσ

 

t2t1 JJ
=          (4.38) 

a condition (4.37) implique une discontinuité du champ normal, et donc la présence 
'une charge libre de surface

       (4.39) 

L
d . On a établi en (3.22) que 
 
 n22n11 EE σ=ε−ε l
 
et en utilisant (4.37), on a : 
 

 n1
2

21n22
1

1l ⎟
⎠

⎜
⎝ σ⎟

⎠
⎜
⎝ σ

12 EE ⎟
⎞

⎜
⎛ σ

ε−ε=⎟
⎞

⎜
⎛

ε−
σ

ε=σ      (4.40) 

e pas confondre  qui est la charge libre de surface avec les conductivités σ1 et σ2. 
 
N  lσ
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4.6 Analogie entre résistance et capacité 
 
Reprenons le cas de deux conducteurs parfaits placés dans un milieu diélectrique linéaire 
et homogène de permittivité ε. 
 

 
Fig. 8 Capacité et résistance entre deux conducteurs parfaits 

On a vu en (3.38) que la capacité entre les deux conducteurs s'exprime par : 

 
 

 

 
∫− L

dl.EV
∫ ε

== S
dS.EQC         (4.41) 

es deux conducteurs parfait présente également une certaine 
onductivité σ (supposée homogène), il y aura un courant entre les deux conducteurs et la 

résistance globale sera : 

 
où la surface S entoure le conducteur positif et l'intégrale de ligne du dénominateur part 
du conducteur négatif (potentiel bas) vers le conducteur positif (potentiel haut). 
Si le milieu entourant l
c

 

 
∫ σ

S
dS.EI

∫−
== L

dl.EVR         (4.42) 

 
ou S et L sont les mêmes que dans (4.41) (voir remarque 1). On en déduit la relation 
 

 
σ

=CR          (4.43) 

 

ε

alable dans le cas où l'espace entourant les armatures est linéaire et homogène aussi bien 
nductivité que pour la permittivité. 

v
pour la co



 60

 
Exemple 
 
On a calculé en (3.39) la capacité par 
 

unité de longueur d'un câble coaxial 

 ( )a/bln
2C επ

=   (F/m) 

a résistance de fuite par  lo era alors 
 
L  unité de ngueur s
 

( )a/bln 
2 σπ

 

1R =   (Ω.m) 

a résistance de fuite totale pour une longueur L sera la résistance par unité de longueur 
(et pas multipliée). 

L
divisée par L 
 
Remarque 1 
 
La surface au dénominateur de (4.42) ne peut pas être une surface fermée, sinon le flux 

! Il faut exclure un petit passage pour le passage du fil provenant de la pile. de J serait nul
 
Remarque 2 
 
L'analogie entre conducteurs et diélectriques ne doit pas être menée trop loin. Les lignes 
de courant ne peuvent généralement pas s'échapper des conducteurs, dont la conductivité 
est très grande par rapport à celle du milieu extérieur isolant. Par contre dans le cas d'un 
diélectrique de dimension finie, les lignes de champ auront nettement plus tendance à se 

 (cf tableau du §3.4.1). 
n appliquant la relation (4.43) à la résistance (4.35a), on n'obtiendrait par exemple q'une 
aleur approximative de la capacité de cet élément torique. 

.7 Temps de relaxation 

onsidérons un milieu linéaire et homogène de permittivité ε et de conductivité σ. 
'il existe dans ce milieu une densité volumique de charge ρ, on aura : 

disperser (se sont les "effets de bords") dans le milieu extérieur, car les permittivités des 
différents matériaux varient dans une proportion assez faible
E
v
 
 
4
 
 
C
S
 

 
ε

=Ediv ρ  

 
E 'O
 

n utilisant la loi d hm 
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ε
ρσ

=Jdiv  

 
et en remplaçant dans l'équation de continuité 
 

 0
t

Jdiv =
ρ∂

+
∂

 

 
on obtien ifférentielle t l'équation d
 

 0=ρ
σ

+
ρ∂
t ε∂

         (4.44) 

ont la solution est 

     (4.45) 

sité de charges en 

 
d
 
 ( ) ( ) t/

0 et εσ−ρ=ρ    
 
où 0ρ  est la densité de charges à l'instant t = 0. On voit donc que la den
tout point va décroître exponentiellement. 
Le temps σε= /t r  est le temps de relaxation. C'est le temps nécessaire pour que la 
densité de charge décroisse jusqu'à 1/e ou 36,8 % de sa valeur initiale. 
Pour un excellent conducteur comme le cuivre, σ = 5,8 107 S/m,  ε = ε0 = 8,85 10-12  F/m 
et le temps de relaxation est s10.5,1t 19

r
−≈ . Toute densité volumique de charge 

disparaîtra donc en un temps extrêmement court et réapparaîtra éventuellement sous 
forme de charges de surface. Il est donc parfaitement justifié de considérer que la densité 
volumique de charge est nulle dans un (bon) conducteur. Ce qui ne signifie pas qu'il n'y a 
pas de densité volumique d'électrons au sein de ce conducteur, car ρ est ici la densité de 
charge totale. 
Pour un isolant comme le mica, ont trouve un temps de relaxation de plusieurs heures. 
Les matériaux peuvent être classés en conducteurs ou isolants sur base de leur temps de 
relaxation. Lorsqu'on s'intéresse aux champs variables, avec une certaine fréquence f, on 
dira qu'un matériau est un bon conducteur si son temps de relaxation est très inférieur à la 
période T = 1/f de variation des champs, c'est-à-dire : tr << T. De même un matériau sera 

n isolant si : tr >> T. 
ertains matériaux peuvent donc être considérés comme conducteur à basse fréquence et 
omme isolant à très haute fréquence. 

u
C
c
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4.8 Puissance dissipée – Effet Joule 
 
 
Le passage du courant d ns un él
ous forme de chaleur. Considérons

a ément conducteur produit une dissipation de puissance 
 une densité volumique de charge ρ, soumise à une 

rce par unité de volume
s

Ef ρ=  et animée d'une vitesse vfo  . La puissance par unité de 
me, dévolu veloppée par f  vaut : 

 
 E.JvEv.f =ρ=  
car vJ ρ=  d'après (4.10). 

omme il n'y 
onstante), cette densité de puissance 

C a pas d'accroissement d'énergie cinétique (la vitesse de dérive est 
c
 
 E.Jp =   (W/m³)      (4.46) 
 
produira un échauffement du milieu. La puissance convertie en chaleur, considérée 
comme perdue au point de vue électrique, est la puissance perdue par effet Joule. 
La puissance totale peut s'obtenir en intégrant la densité (4.46) sur le volume du 
onducteur. On peut également procéder de la manière suivante. Le travail effectué par la 
rce électrique po r déplacer une quantité de charge à travers une différence de 

otentiel V est : 

c
fo u dQ  
p
 

dQVdW =   
 
La puissance est donc 
 

 ²IRIV
dt
dQVdWP ====        (

dt
4.47) 

ie non électrique en énergie électrique. Notons que le générateur proprement dit 

 

 
puisque le débit total de charges est le courant. 
 
 
 
4.9 Force électromotrice et loi des mailles 
 
 
Pour maintenir le courant dans un circuit, il faut disposer d'une source extérieure 
d'énergie qui compensera l'énergie dissipée dans les conducteurs sous forme de chaleur. 
De manière générale ces sources d'énergie sont appelées des générateurs qui transforment 
une énerg
peut se trouver très éloigné (dans une centrale électrique) et le "générateur" local effectue 
alors une conversion d'énergie électrique (par exemple de 220V alternatif vers 5V 
continu). 
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Nous considérons ici une pile ou batterie, qui convertit de l'énergie chimique en énergie 
potentielle électrique, et qui peut alimenter un circuit à courant continu. 

onsidérons un circuit élémentaire constitué d'une pile dont les deux bornes sont reliées 
par une (ou plusieurs) résistance. 
 

C

E

E 

J

a b

fs 

 
Fig. 9 Circuit élémentaire 

 
Par un mécanisme chimique, la pile va réaliser une séparation des charges positives et 
négatives, et placer des électrons sur sa borne négative. Ces électrons vont pénétrer dans 
le fil (le circuit) pour créer le courant. Pour chaque électron quittant la borne négative, un 

lectron. Ce sont des ions qui transportent les 
ntration en ions 

a diminuer jusqu'à l'épuisement de la pile. 
a force par unité de charge, qui entretient le courant dans le circuit est : 

ù

autre électron arrivera sur la borne positive de la pile car le fil lui-même n'acquiert aucune 
charge nette. 
Ce sont des ions présents dans la pile qui sont responsables des réactions sur chaque 
électrode. Sur la borne positive un ion "accepteur" prend un électron et sur la borne 
négative un autre ion "donneur" fournit un é
charges à l'intérieur de la pile. Au fur et à mesure de l'utilisation, la conce
v
L
 
 Eff s +=  
 
o  sf  est la contribution de la pile (c'est donc une force d'origine non électrique) et E  est 
la force électrostatique (le champ électrique est une force par unité de charge). La force 

sf  n'agira qu'à l'intérieur de la source, tandis que le champ électrique est présent tout au 

u contour. Sur la figure 9, le champ E  sera bien plus grand à l'intérieur ile  de la plong d
que le long du conducteur car il doit vérifier la relation 
 

0dl.E
c∫ =          (4.48) 

pour une intégration tout au long du circuit fermé. 
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L tricea force électromo  (en abrégé fem) d'un circuit est définie par : 
dl.f

c∫= ε   (V)      (4.49) 

où c est le contour fermé du circuit. C'est la force par unité de charge intégrée sur toute la 
ngueur du circuit (ce n'est donc pas une force!). Etant donné (4.48), on a aussi lo

 

∫∫∫ ===
b
a sc sc

dl.fdl.fdl.fε   

 
car sf  est nulle en dehors de la pile, et la fem est donc également le travail par unité de 

charge fourni par la source. A l'intérieur de la pile, la force sf  doit fournir un travail pour 
séparer les charges positives et négatives et pour les placer sur les bornes en surmontant 
la répulsion des charges qui s'y trouvent déjà. A l'intérieur de la source, le courant est 
opposé à la direction de E . Pour une pile idéale, on peut considérer que le champ 
le ue et la force chim  se neutralisent à l'intérieur de la pile : ctriq ique sfé

 

sfE −=   (dans la pile)      (4.50) 

a différence de potentiel entre les bornes a et b est : 

 
 
L
 

dl.EVVV
b
aab ∫−=−=        (4.51) 

vec (4.50) on a aussi 

 

 
A
 

ε== ∫ dl.fV
b
a s        (4.52)  

 
La fonction de la source est donc de maintenir une différence de potentiel égale à sa fem. 
La fem est donc numériquement égale à la différence de potentiel aux bornes. Il ne faut 
cependant pas confondre les notions de fem et de différence de potentiel. Une différence 
de potentiel correspond uniquement à un champ électrique conservatif, tandis que la fem 
est associée à un mécanisme non électrostatique qui fournit l'énergie pour séparer les 

arge) effectué par le champ 

a généralisation à un circuit fermé quelconque constitue la loi des mailles de Kirchhoff : 

         (4.54) 

La somme algébrique des variations de potentiel dans une maille fermée est nulle. 

charges. 
L'égalité (4.52) est une forme de la loi de conservation de l'énergie. La fem ε est le travail 
fourmi par la source (par unité de charge), tandis que la différence de potentiel V aux 
bornes de la résistance du circuit est le travail (par unité de ch
électrique pour faire circuler le courant, et dissipé en chaleur. 
L
 

0V =Δ∑ 
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Une batterie réelle ne maintiendra cependant pas parfaitement à ses bornes une différence 
de potentiel égale à sa fem. 
Le courant à l'intérieur de la pile est dû au déplacement des ions. La vitesse de 
déplacement des ions dépendra de la force nette à laquelle ils sont soumis 
 ( )Efv sionsions +μ=         (4.55) 
 
où  est la mobilité (à comparer à 4.16). De même la densité de courant à l'intérieur 
de la pile sera de la forme, en utilisant (4.13) 

ionsμ

 ( )EfJ sions +σ=         (4.56) 
 
où  est la conductivité interne de la pile. ionsσ
On a donc, dans la pile 

 
ions

s
JEf

σ
+−=         (4.57) 

 
Tandis que dans (4.50) on avait considéré une conductivité infinie dans la pile. 
Reprenons le développement précédent, en tenant compte de (4.57) 
 

 dl.Jdl.Edl.f
b
a ions

b
a

b
a s ∫∫∫ σ

+−==ε      (4.58) 

 
Le premier terme à droite est la différence de potentiel entre les bornes de la pile réelle 

, tandis que le deuxième terme peut s'écrire ab VVV −=
 

 I.Rdl.J
int

b
a ions

=
σ∫         (4.59) 

 
en appliquant la loi d'Ohm (4.23) (4.23.a) (le courant circule dans le sens opposé à E  
dans la pile). 
Finalement 
 
 IRV int−=ε          (4.60) 
 
La différence de potentiel aux bornes de la pile est donc plus petite que la fem. Une pile 
réelle est donc équivalente à une pile idéale en série avec une résistance. 
Au fur et à mesure de l'utilisation de la pile, sa concentration en ions diminue, et sa 
résistance interne augmente. 
A circuit ouvert, I = 0, et V = ε. Pour recharger une batterie, il faudra la relier à une fem 
plus puissante, qui fera circuler un courant dans le sens opposé au sens habituel, pour 
obtenir les réactions chimiques inverses. 
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5 MAGNÉTOSTATIQUE 
 
 
 
5.1 Introduction 
 
La force qui s’exerce sur une charge, appelée la force de Lorentz est : 

)BvE(qF ×+=         (5.1) 
La force électrique 

EqFe =  
ne dépend que de la position (et de la valeur) de la charge, et cette force est décrite au 
moyen du champ électrique.  Le champ électrique lui-même est produit par des (autres) 
charges. 
La force magnétique 

)Bv(qFm ×=  
dépend de la vitesse de la charge test, et cette dépendance semble compliquée.  La force 
est toujours normale à la vitesse et aussi bien l’intensité que la direction de la force 
dépendent du mouvement de la charge. Ce comportement est décrit au moyen du champ 
magnétique B .  Le champ magnétique lui-même sera produit par des charges en 
mouvement, alors que des charges au repos ne produisent qu’un champ électrique. 
 
Nous avons vu que des charges en mouvement constituent des densités de courants. 
 
Considérons par exemple un fil parcouru par un courant et plongé dans un champ 
magnétique uniforme. 
Le courant est constitué d’électrons en mouvement le long du fil, avec une vitesse de 
dérive .  Chaque électron subit donc la force magnétique dv

)Bv(q de ×          (5.1a) 
 
La force sur un volume élémentaire τd  sera : 

)Bv(q.d.NdF dee ×τ=  
 
où  est le nombre de charges par unité de volume.  eN
En introduisant la densité de courant (4.13), on obtient : 

τ×= d)BJ(dF         (5.2) 
 
La force par unité de volume est BJ× . 
Si la densité de courant est uniforme dans la section (de surface A) : 

dlA)BJ(dF ×=  

l
IJ 1
A

=  
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BdlIdF ×=         (5.3) 
 

 
Fig. 1 Force sur un élément de courant 

 
Ce qui donne la force par unité de longueur du fil.  Cette force ne dépend que du courant 
total dans le fil et non pas séparément de la charge et du signe des particules en 
mouvement. 
 
 
 

 
5.2 Le champ magnétique 
 
En magnétostatique nous considérons le cas où toutes les densités de charges et toutes les 
densités de courants sont constantes. Il s’agit donc de courants continus.  Les champs 
électrique et magnétique ne dépendent pas du temps, et les équations de Maxwell, dans le 
vide, pour la magnétostatique sont : 
 
Sous forme différentielle 
 

0Bdiv =          (5.4) 

JBrot 0μ=          (5.5) 
 
Sous forme intégrale 
 

∫ =
S

0dS.B          (5.6) 

Idl.B 0c
μ=∫         (5.7) 

 
Pour créer un champ magnétique, il faut des courants, et les courants sont des charges en 
mouvement.  La magnétostatique constitue donc une approximation, qui suppose que tous 
les courants sont continus et obtenus par un flux continu de charges, et avec une densité 
volumique de charges qui ne varie jamais. 
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La relation (5.4) indique que la divergence de B  est toujours nulle.  En comparant avec 

l’électrostatique,
0

Ediv
ε
ρ

= , on en conclut qu’il n’y a pas de charges magnétiques d’où 

les lignes de champ de B  pourraient sortir.  Les lignes de B  doivent donc se refermer sur 
elles-mêmes en boucles fermées (ou s’étendre jusqu’à l’infini). 
On comparera aussi la forme intégrale (5.6) avec la loi de Gauss (1.2). 
 
Les relations (5.5) et (5.7) donne le lien entre le champ magnétique et les courants. La 
forme intégrale (5.7) de la loi d’Ampère exprime que la circulation de B le long d’une 
courbe fermée quelconque est égale au courant total à travers la boucle, multiplié par 0μ .  
La forme intégrale de la loi d'Ampère est aussi appelée loi d’Oersted. 
Lorsque la symétrie du problème permet de sortir B de l’intégrale (5.7), la loi d’Ampère 
sera la méthode la plus efficace pour déterminer B (comme la forme intégrale de la loi de 
Gauss en électrostatique). 
 
Comme la divergence d’un rotationnel est toujours nulle, la relation (5.5) implique que 

0Jdiv =          (5.8) 
Les courants doivent donc parcourir des circuits fermés, ce que nous avions déjà obtenu 
en (4.27). 
 
Les équations (5.4) (5.5) sont linéaires et le principe de superposition s’applique au 
champ magnétique.  Le champ créé par plusieurs courants est la somme des champs créés 
séparément par chacun des courants. 
 
 
 
5.3 Exemples de champ magnétique 
 
5.3.1 Conducteur rectiligne infini 
 
Un courant I circule dans un conducteur rectiligne infini de section circulaire.  Les lignes 
de champ seront des cercles autour du conducteur et le champ aura la même intensité en 
tous les points d’un cercle. 

 
Fig. 2 Champ magnétique d'un conducteur infini 
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Si le conducteur est aligné sur l’axe z, en coordonnées cylindriques, on aura 
ϕϕ= 1BB  

 
L’application de (5.7) donne 
 

Ir2.Bdl.Bdl.B 0c
μ=π== ϕϕ ∫∫  

r2
I

B 0
π

μ
=ϕ    br >

 
Si la densité de courant est uniforme dans le conducteur, de rayon b, on pourra calculer 
de la même manière le champ à l’intérieur du conducteur (en supposant que le conducteur 
a les mêmes caractéristiques magnétiques que le vide).  Finalement 
 

ϕ
π

μ
= 1

r2
I

B 0          (5.9) br >

ϕ
π

μ
= 1

b2
rI
2

0    br <

 
Le sens de B est fixé par la règle du tire-bouchon. 
 

 
Fig. 3 Champ magnétique d'un conducteur cylindrique infini 

 
 
5.3.2 Solénoïde infini 
 
On considère un cylindre (très long par rapport à son diamètre), de section circulaire, sur 
lequel on a enroulé un fil en spirales jointives.  On admet avoir une distribution continue 
de spires et que chaque spire se trouve dans un plan perpendiculaire à l’axe du cylindre. 
Dans ce cas également, la forme intégrale de la loi d’Ampère permet d’établir que le 
champ est uniforme à l’intérieur du solénoïde et nul à l’extérieur. 
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i l’axe du solénoïde est aligné suivant z : 
 
S
 

z0 1InB μ=   à l’intérieur  (5.9a) 
0=   

 
ù n est le nombre de spires par unité de longueur. 

Fig. 4 Solénoïde 

 
n solénoïde ne sera jamais infini et les lignes de champ doivent se refermer.  Pour un 

 à l’extérieur 

o
 
 
 
 
 
 
 
 

U
solénoïde réel, les lignes de champ auront l’allure suivante 

 
Fig. 5 Champ magnétique à l'extérieur d'un solé oïde 

 

.3.3 Tore 

n refermant un solénoïde sur lui-même, on obtient une bobine en forme de tore. La 

amp magnétique aura uniquement une 

. 

n

 
5
 
E
section du tore peut être de forme quelconque. 
A cause de la symétrie cylindrique, le ch
composante en ϕ  (ceux qui en doutent pourront utiliser la formule de Biot-Savart pour 
s’en convaincre)
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Fig. 6 Tore 

 
e champ magnétique se déduit alors de la forme intégrale de la loi d’Ampère : L

 

ϕ
π

μ
= 1

r2
INB 0    à l’intérieur 

    à l’extérieur 
 
u N est le nombre total de spires. 

.4 Le potentiel vecteur magnétique 

n électrostatique, comme le rotationnel de 

0=

o
 
 
 
5
 

EE  est toujours nul, il est possible de 
représenter E comme le gradient d’un champ scalaire V : 
 

VgradE0Erot −=⇒=       (5.10) 
 

n peut suivre une démarche semblable en magnétostatique, mais maintenant c’est la 

omme la divergence d’un rotationnel est toujours nulle, on peut écrire 

O
divergence de B qui est toujours nulle (en fait la divergence de B est nulle en général, 
même pour les champs dynamiques (1.7)) 
 
C
 

ArotB =          (5.11) 
 
ui garantira d’office que la divergence de B sera nulle. 

e champ 

q
 

A  s’appelle le potentiel vecteur magnétiqueL , ou simplement le potentiel 

n sait que (5.10) ne définit pas complètement le potentiel scalaire V.  On peut toujours 

vecteur. 
 
O
lui ajouter une constante (ou généralement une fonction dont le gradient est nul), sans 
changer le champ électrique. De même, on peut ajouter à A  toute fonction vectorielle 
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dont le rotationnel est nul, sans changer B.  Mais une fonction dont le rotationnel s’annule 
est le gradient de quelque chose, comme en (5.10).  Donc si A  est un potentiel vecteur 
satisfaisant pour un problème, il en sera de même de 
 

Ψ+=′ gradAA  
 
our tout .  On peut profiter de cette liberté pour imposer une condition supplémentaire p  Ψ

sur A .  De même en électrostatique on impose souvent comme condition d’avoir le 
potentiel V nul à grande distance. 
La condition supplémentaire sera ici d’imposer que la divergence de A  s’annule : 
 

0Adiv =          (5.12) 
 

egardons maintenant ce que R devient la relation (5.5) : 
 

JBrot 0μ=  

J)Arot(rot 0μ=  
 

n utilise l’identité O
 

A)Adiv(grad)Arot(rot Δ−=  
 
t comme on a choisi de prendre 0Adiv =e , on obtient 

 
JA 0μ−=Δ          (5.13) 

 
 s’agit du Laplacien d’un vecteur, qui est en coordonnées cartésiennes : Il

 
zzyyxx 1.A1.A1.AA Δ+Δ+Δ=Δ      (5.14) 

avec 

2
z

2

2
x

2

2
x

2
x

z

A

y

A

x

AA
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=Δ  

2
y

2

2
y

2

2
y

2

y
z

A

y

A

x

A
A

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=Δ  

2

2

2
z

2

2
z

2
z

z
Az

y

A

x

AA
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=Δ  

 
’équation vectorielle (5.13) est équivalente à trois équations de Poisson : L
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x0x JA μ−=Δ         (5.15a) 

 
Chacune de ces équati
ous avons rencontrée en électrostatique 

        (5.15b) y0y JA μ−=Δ

z0z JA μ−=Δ         (5.15c) 

ons est mathématiquement équivalente à l’équation de Poisson que 
n

0
V

ε
ρ

−=Δ  

et dont nous connaissons la solution : 

τ
επ

= ∫τ d
R4

V
0

 ρ1

où l’intégrale porte sur les volumes chargés. 
 
Par analogie, la solution de (5.15a) sera 
 

τ
π

μ
= d∫τ R

JA x0         (
4x 5.16) 

 
et de même pour  et 

ous e vectorielle : 
yA zA .  En combinant les trois composantes, on peut écrire la 

solution de (5.13) s  form
 

τ
π

μ
= ∫τ d

R
J0

4
A         (5.17) 

 
où l’intégrale porte sur les volum

 des densités de 
ourant (pour autant que les densités de courant soient connues).  On peut ensuite calculer 

es comportant des densités de courant. 
 
L’équation (5.17) permet donc d’obtenir le potentiel vecteur à partir
c
le champ magnétique en prenant le rotationnel de A . 
 
Nous serons amenés plus tard à considérer le flu  dx u champ magnétique à travers une 
urface S : s

 

∫=Φ
S

dS.B          (5.18) 

 
Par application du théorème de Stokes : 
 

∫∫ ==Φ dl.AdS.Arot   
cS

     (5.19) 

 
La circulation du potentiel vecteur le long d’un contour ferm

agnétique à travers une surface s’appuyant sur le contour. 
é est donc égale au flux 

m
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Dans beaucoup d'applications, notamment en circuits, on s'intéresse à des courants 
parcourant des conducteurs filiformes, c'est-à-dire dont les dimensions transversales sont 
faibles à côté de la longueur. 
Pour un élément dl de longueur de fil, le volume sera dlSd =τ , où S est la section. On 
peut supposer que J est constant dans une sec et que la densité de tion droite : I = J S, 
courant a la même direction que dl . 
On a alors  
 dlIdlSJdJ ==τ         (5.20) 
 
L'expression pour le potentiel vecteur devient alors 

∫π= dl
R4

A 0      μ I    (5.21) 

ù l'intégrale porte su

 

o r les conducteurs filiformes. 
 

R

 
Fig. 7 Calcul du potentiel vecteur d'un circuit 

 
 

e même que nous avons considéré une densité superficielle de charge σ, nous pouvons 
galement avoir une densité superficielle de courant (ou nappe de courant), dans le cas où 

)      (5.22) 

ette notion sera
ar exemple pour un solénoïde idéal (cf §5.3.2), on peut considérer que le bobinage 

D
é
les charges se déplacent sur une surface : 
 
 dvK σ=    (A/m
 
C  utile lors de l'étude des milieux magnétiques. 
P
constitue un courant de surface, de densité 
 ϕ= 1InK          (5.23) 

 
Fig. 8 Courant de surface sur un solénoïde 
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Dans le cas d'un courant de surface, le potentiel vecteur sera 
 

 ∫π
μ

= dS
R
K

4
A 0         (5.24) 

 
 
5.5 Formule de Biot-Savart 
 
En prenant le rotationnel du potentiel vecteur on obtiendra le champ agnétique. 
Reprenons (5.17) : 

m

 

τ′
π

μ
= ∫τ′ d

R
J

4
A 0   

 
n désignant avec des indices prime le point courant ( )z,y,x ′′′e  dans le volume 
'intégration qui est parcouru par des courants. r au d  Nous calculons le potentiel vecteu

Apoint P(x,y,z). Pour obtenir B  il faut prendre le rotationnel de  et donc prendre les 
dérivées de A  par rapport aux coordonnées x,y,z du point P. On peut donc faire p

tégrale : 
asser le 

rotationnel dans l'in
 

∫ 
τ′

τ′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π

μ
== d

R
Jrot

4
ArotB P

0
P  

 
 

τ′

τ′d

 
Fig. 9 Calcul du champ magnétique 

 
On utilise la formule  
 
 ( ) ( ) GfgradGrotfGfrot ×+=       (5.25) 
 
avec  et R/1f = JG = . 
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 )z,y,x(J ′′′  ne dépend pas des coordonnées x,y,z du point P, on a 0JrotP =Comme , et il 
reste 
 

 τ′×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
μ

= ∫τ′ dJ
R
1grad

4
B P

0  

 
Le gradient donne : 
 

 

 

( ) ( ) ( )[ ] 2/1222 zzyyxxR ′−+′−+′−=  

R2zyxP 1
R
1

R
1

xR
1grad 1

R
1

z
1

R
1

y
1 −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
+

∂∂
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛   (5.26) 

où le vecteur unité R1  est dirigé du point d'intégration vers le point P. 
t on obtient pourE  B , en permutant le produit vectoriel 

 

 τ′
×

π
μ

= ∫τ′ R 2 d1J
4

B R0         (5.27) 

ts. Dans le cas des courants filiformes on aura 

 
c'est la formule de Biot-Savart qui permet d'obtenir le champ magnétique à partir des 
couran
 

∫
×

π
μ

= 2
R0

R
1dlI

4
B         (5.28) 

n peut s'interroger sur l'utilité du potentiel vecteur, dans la mesure où on peut calculer 
ent 

 

 
 
O

 par l'intégrale (5.27) et que ABdirectem  est également un vecteur avec trois 
omposantes (au contraire du potentiel scala  électrique V). On peut éventuellement 
ire que les intégrales (5.17) (équations de Poisson) sont moins c
e B (5.27), mais il faudra encore calculer le rotationnel si on doit o

nt , qui se manifeste 
ai ême développer la 
a

c ire
d ompliquées que celles 
d btenir le champ B. 
Néanmoins le pote iel vecteur a une grande importance théorique
surtout dans le dom ne des champs variables. Certains souhaitent m
théorie de l'électrom gnétisme à partir des potentiels A  et V. 
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5.6 Exemples de potentiel vecteur 
 
5.6.1 Segment de fil rectiligne 
 
Un fil rectiligne de longueur 2L est parcouru par un courant I et on cherche le potentiel en 
un point P du plan bissecteur 

 
La formule (5.21) donne 
 

 dz1IA z0μ=
R4

L
L∫−π

 

     ∫− +π
μ

=
L
L 22

z0 dz
rz

1
4

I  

     z22

22
0 1

LrL

LrLln
4

I

−+

++
π

μ
=   (5.29) 

Fig. 10 Segment de fil 

me le courant. 
ien sûr un courant continu ne peut exister que dans un circuit fermé dont le segment 

. 

 

 
 

 
Le potentiel vecteur est dirigé suivant z, com
B
considéré doit constituer une partie
 
 
5.6.2 Solénoïde infini 

La géométrie du problème permet d'utiliser la relation (5.19) 

Φ=∫c dl.A  

qui est semblable à la loi d'Ampè
 

r (5.7), is e  ma A  remplace B  et  remplace μ0I. Le 
potentiel sera partout tangentiel (suivant 

Φ

ϕ1 ) et on choisira pour c un contour circulaire 

de rayon r, et perpendiculaire à l'axe du solénoïd . Le champ e B  est uniforme à l'intérieur 
du solénoïde (5.9a). 
 
 2

0c
r.Inr2.Adl.A π=∫ ϕ πμ=    r<a 

a            2
0 a.In πμ=    r>

 
et donc on obtient 
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ar1
r

anI
2

2μ
      

2

ar

0 >=

<

ϕ

ϕ
  (5.30) 

Le potentiel vecteur tourne autour de l'axe du 

gnétique y est nul).

On voit sur les exemples, comme dans l'équation 
(5.17) que le potentiel vecteur est globalement 
o  que les courants. 
 
 
 
 
 

Fig. 11 Champ magnétique et potentiel vecteur d'un solénoïde 

 

.7 Dipôle magnétique 

 f
e
 

1rnIA 0μ=

 

solénoïde, et il existe dans tout l'espace (même à 
l'extérieur du solénoïde, alors que le champ 
ma  
 

rienté dans la même direction

 

 
5
 
On considère une boucle circulaire et
potentiel vecteur en un point P lorsqu
à la dimension de la boucle ( bR >> ).
Il s’agit alors d’un dipôle magnétique

iliforme parcourue par un courant I.  On cherche le 
 la distance de P à la boucle est grande par rapport 

 q
par analogie au dipôle électrique utilisé
 

ui sera utile pour l’étude des milieux magnétiques, 
 pour l’étude des milieux diélectriques. 

 
Fig. 12 Dipôle magnétique 
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Le potentiel vecteur à calculer est 
 

∫π
=

c 1

0
R4

A  μ 'dlI

 
La boucle est placée dans le plan xy, et on utilise des coordonnées sphériques.  Le 
potentiel ne dépendra pas de , et par facilité on peut placer P dans le plan yz. 
 

ϕ

ϕ′ϕ′+ϕ′−=ϕ′= ϕ db)1cos1sin(1db'dl yx  
 
Deux points de la boucle, symétriques par rapport à y, correspondront à la même valeur 
de , et donneront des contributions opposées suivant 1R y1 , et égales suivant x1 . 
 
On a donc : 
 

2
0 1

0 d
R
sinb

4
IA ϕ′
π

μ
−= ∫

π
x1ϕ′  

 
x11 −=ϕ  Comme P est dans le plan yz ( ), 2π=ϕ

 

ϕ′
ϕ′

π
μ

= ∫
π

π−ϕ d
R

sin
2

bI
.1A

2
2 1

0  

 
Il faut maintenant évaluer 1R  : 
 

Ψ−+= cosRb2bRR 222
1  

ϕ′θ=ϕ′′′=Ψ sinsinRsin.POcosR  

ϕ′θ−+= sinsinRb2bRR1  222

ϕ′θ−+

=
1

R
1

R
1

2
 

sinsin
R
b2

R
b1 2

1

mme 
 

22 bR >>  Co

ϕ′θ− ssin
R

11
≅

inb2
1

R
1

R
1  

)sinsin
R
b1(

R
1

R
1

1
ϕ′θ+≅  
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A  : En remplaçant dans
 

∫
π

π−ϕ ϕ′ϕ′ϕ′θ+
π

μ
=

2
2

0 dsin)sinsin
R
b1(

R2
bI

1A  

ϕθ
μ

= 1sin
R4

bIA 2

2
0         (5.31) 

 
En prenant le rotationnel en coordonnées sphériques on obtient pour le champ 
 

)1sin1cos2(
R4

bI
B R3

2
0

θθ+θ
μ

=       (5.32) 

On définit le moment dipolaire magnétique
 

 par 
 

zz
2

z 1SI1bI1mm =π==       (5.33) 
 
On peut alors écrire les expressions du potentiel et du champ de la manière suivante 
 

2
R0

R
1        (5.34) m

4
A ×

π
μ

=  

)1sin1cos2(
R4

m
B R3

0
θθ+θ

π

μ
=  (5.35) 

 
Ces expressions restent v

oment magnétique par 
alables (à grande distance) pour une boucle de forme 

quelconque, en définissant le m
 

 )m.A( 2        (n1SIm = 5.36) 
 
où I est le courant, S la surface de la bo n1  le vecteur normal à la surface en ucle et 
utilisant la règle du tire-bouchon. 
 

 
Fig. 13 Dipôle magnétique 
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Si on reprend les expressions du dipôle électrique : 
 

20 R4 επ
R1.p1V =         (5.37) 

)1sin1cos2(
R4

pE θ+θ=      (R3
0

θ
επ

5.38) 

n voit que les champs sont identiques dans les deux cas.  L’identité n’est valable qu’à 
mi

 structure. 

 
o
grande distance (approximation dipolaire), à proxi té des charges ou de la boucle, les 
lignes de champ n’ont pas la même
 

Dipôle électrique Dipôle magnétique  
Fig. 14 Champ électrique et magnétique des dipôles 

 
 

ce sur un courant.  La force sur un circuit 
omplet s’obtiendra en intégrant sur tout le circuit : 

 
5.8 Forces et couples sur des courants 
 
Nous avons calculé en (5.3) l’élément de for
c

∫ ×=
c

BdlIF         (5.39) 

 
Si le champ B  est dû à la présence d’un autre courant, on utilisera la formule de Biot-
Savart pour trouver B , et (5.39) donnera la force d’interaction entre les deux courants : 

∫ ×=
2c 12212 BdlIF        (5.40) 

 
où 1B  est le champ produit par le courant . 
 

1I
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Dans un champ magnétique uniforme, la force totale sur un circuit fermé est toujours 
nulle : 

0B)dl(IBdlIF =×=×= ∫∫       (5.41) 
 
mais le champ uniforme produira cependant un couple sur le circuit. 
 
Calculons le couple sur une boucle rectangulaire placée dans un champ uniforme dirigé 
suivant z. 

 
Fig. 15 Couple sur une boucle de courant 

t alignées et opposées et ne produisent 

orces est : 
 

 
es fL orces sur les deux côtés de longueur a son

aucun couple (pour le sens du courant sur le dessin, elles tendent à agrandir la boucle).  
Les forces sur les deux côtés de longueur b sont opposées mais non alignées et elles 
produisent un couple.  L’amplitude de chacune des f

BbIF =  
 
et le couple résultant est 
 

x1sinFaC θ=  

x1sinBbaI θ=  

x1sinBm θ=  
qu’on peut écrire 
 

BmC ×=          (5.42) 
 
n utilisant le moment magnétique me  de la boucle. 

agnétique m  sur le Le couple résultant sur une boucle a tendance à aligner le moment m
champ B . 
On peut montrer que l’expression (5.42) pour le couple reste valable pour une boucle de 
forme quelconque dans un champ uniforme.  Pour un champ B non uniforme, 
l’expression (5.42) reste cependant valable pour un dipôle magnétique de dimension 
infinitésimale. 
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On constate que le couple (5.42) est proportionnel au courant I passant dans la boucle.  
En mesurant ce couple, par exemple au moyen d’un ressort de rappel, on peut donc 
mesurer le courant.  C’est le principe du galvanomètre à cadre mobile. 
 
Le principe du moteur à courant continu est aussi basé sur le couple exercé sur un cadre 
placé dans un champ magnétique, et parcouru par un courant.  Le champ magnétique est 
produit par un aimant permanent ou par un électro-aimant.  Cependant, si le courant 
conserve toujours le même sens, le couple s’inverse à chaque demi-révolution.  Il faut 
donc inverser le courant pour 
moyen d’un commutateur en de contacts à balais. 

maintenir le couple dans le même sens.  C’est réalisé au 
sur lequel le courant est amené au moy

 

 
Fig. 16 Principe du moteur à courant continu 

Le couple garde 
ratique un moteur à courant continu aura un grand nombre de spires distribuées sur un 

d t constant. 

e plaquette conductrice de largeur L et d’épaisseur  dans laquelle circule 

 
alors toujours le même signe mais subit de fortes fluctuations.  En 

p
rotor pour avoir un couple plus gran  et relativemen
 
 
5.9 Effet Hall 
 
L’effet Hall explique l’apparition d’une différence de potentiel transversale dans un 
conducteur parcouru par un courant et placé dans un champ magnétique. 

onsidérons unC
un courant I. Un champ magnétique uniforme B  est orienté perpendiculairement à la 
plaquette.  Supposons que le courant soit dû au déplacement de charges négatives (des 
électrons) eq  avec la vitesse de dérive dv  (qui est donc dirigée dans le sens opposé au 
courant).  Les électrons seront soumis à une force magnétique dirigée vers le haut : 
 

zdeB 1BvqF =         (5.43) 
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Fig. 17 Principe de l'effet Hall 

 
Ils seront donc déviés vers le haut dans leur mouvement et la face supérieure de la 
plaquette va se charger négativement tandis que la face inférieure se chargera 
positivement.  Cette séparation des charges va produire un champ électrique transverse te
que la force électrique compensera exactement la force magnétique à l’état stationnaire
et le mouvement redevie ctrique est donc dirigée 
ers le bas 

l 
, 

nt horizontal en moyenne.  La force éle
v
 

BteE FEqF −=−=        (5.44) 
 
et le champ électrique transverse est 
 

zdt 1BvE =          (5.45) 

tension de Hall, 
 
Le champ électrique transverse produit une différence de potentiel, ou 
entre les côtés opposés de la plaquette 
 

LBvLEV dtHall ==        (5.46) 
 
En introduisant le courant, et en utilisant (4.13) 

LvqNLJSJI ===  dee
on a aussi 
 

ee
Hall qN

BIV =         (5.47) 

 
La mesure de la tension de Hall peut servir à mesurer B si l’on connaît   C’est le 
principe de la sonde à effet Hall. 
On remarque également que la tension de Hall dépend du signe de la charge des 
particules en mouvement. Si le courant était dû à des charges positives en mouvement, la 
force magnétique sur ces charges serait toujours dirigée vers le haut, ce qui entraînerait 

dv .
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une accumulation de charges positives sur la face supérieure de la plaquette.  Le champ 
électrique transverse sera dirigé vers le bas et le signe de la tension de Hall aura changé. 
 
L’effet Hall permet également d’expliquer comment la force magnétique (5.3) est 
transmise à un fil.  Le champ magnétique agit sur les électrons libres en mouvement qui 
constituent le courant (5.1a).  Les ions positifs qui forment le réseau d’un conducteur sont 
immobiles et ne peuvent pas être soumis à une force magnétique.  On observe pourtant 
une force agissant sur le conducteur entier.  L’effet Hall explique qu’il se produit une 
séparation des charges et un champ électrique transverse dans le fil.  C’est ce champ 
transverse qui exercera une force sur les ions positifs du fil.  La « force magnétique » sur 
un fil est en fait une force électrique agissan
 

t sur le réseau d’ions. 

 
 
5.10 Conditions aux limites 
 
De même que le champ électrique subit une discontinuité (de sa composante normale) au 
passage d’une charge de surface σ , le champ magnétique subit une discontinuité (de sa 
omposantec  tangentielle) au passa d’un courant de surface ge K . 

Considérons une surface parcourue par une densité superficielle de courant K  et séparant 
 1 et 2. l’espace en deux parties notées

 

2espace
11espace n↑  

 
En considérant un volume cylindrique (ou autre) situé de part et d'autre de la surface, on 
aura (le procédé est semblable à celui des §2.3 et §3.3.3) : 

 
Fig. 18  Continuité du champ normal 

∫ = 0dS.B  
S

 0dS.BdS.B 2211 =+  
 n2n1 BB =          (5.48) 
La composante normale du champ magnétique est donc continue. 
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Pour la composante tangentielle, considérons un petit contour normal au courant de 
surface 

 n1

⊥
t1B

⊥
t2B

 
Fig. 18  Discontinuité du champ tangentiel 

IdlB
c 0∫ μ=  

K)BB( 0t2t1 μ=− ⊥⊥  

KBB 0t2t1 μ=− ⊥⊥  
 
où ⊥

t1B  et ⊥
t2B  sont les composantes de B  qui sont arap llèles à la surface et 

lles c rrespondantes de 
perpendiculaires au courant.  Si on prend un contour situé parallèlement au courant, on 
trouvera que les composantes tangentie o B  sont continues. 

'expression générale est alors : 
 
        (5.49) 

L

K)BB(1 021n μ=−×
 
où n1  est la normale dirigée de 12 → , et qui exprime la discontinuité du champ 
magnétique tangentiel au passage d'un courant superficiel. 
 
Le potentiel vecteur restera continu : 
 

21 AA =          (5.50) 
 
On peut par exemple illustrer ces conditions dans le cas du solénoïde infini.  Le champ 
magnétique est donné en (5.9a).  En donnant l’indice 2 à l’intérieur du solénoïde : 

z021 1InBB μ−=−  
La densité de courant superf 5.23) iciel équivalente au bobinage est (

ϕ= 1InK  
On vérifie bien que 
 
 K1In11In1)In(1)B 00zr0z0n2B(1 1n −× μ=μ=×μ−=μ−×= ϕ  
 
Le potentiel vecteur est continu comme on le voit en (5.30). 
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6 CHAMP MAGNÉTIQUE DANS LA MATIÈRE - MILIEUX 
MAGNÉTIQUES 

 
 
 
6.1 Diamagnétisme et paramagnétisme 
 
 
On a vu que les phénomènes magnétiques sont dus à la présence de charges en mouvement, 
donc de courants.  Les propriétés magnétiques de la matière sont également associées à la 
présence de courants, mais à l’échelle microscopique.  L’étude de ces propriétés relève de la 
mécanique quantique et de la physique atomique et on ne donnera ici que quelques 
arguments basés sur la mécanique classique.  Nous considérerons essentiellement les 
propriétés macroscopiques, dans des milieux supposés continus. 
 
Les propriétés magnétiques sont associées au mouvement des électrons, et les courants 
microscopiques sont de deux types : le mouvement orbital de l’électron autour du noyau et 
d’autre part le spin de l’électron. Chacun de ces courants atomiques correspond à un moment 
dipolaire magnétique et produit un champ magnétique. En l’absence de champ extérieur, les 
moments dipolaires orbitaux sont répartis de manière aléatoire et s’équilibrent 
macroscopiquement. 
Dans de nombreux atomes les moments magnétiques de spin sont couplés par paires de sens 
opposés (suivant le principe d'exclusion) et le moment dipolaire net de spin est nul.  Dans 
certains cas, un ou deux électrons ne sont pas couplés et l’atome acquiert alors un moment 
dipolaire permanent. 
 
 
6.1.1 Diamagnétisme 
 
Dans un matériau diamagnétique, les atomes n’ont pas de moment magnétique permanent. 
Lorsqu’on applique un champ extérieur, le moment orbital des électrons est modifié de telle 
sorte que la variation de moment dipolaire est dirigée dans le sens opposé au champ externe 
(suivant la loi de Lenz). 
Les moments magnétiques induits des atomes sont dirigés à l’opposé du champ magnétique.  
Cette variation du courant d’électrons persiste même après que le champ extérieur a atteint 
une valeur constante.  C’est le mécanisme du diamagnétisme. 
L’effet diamagnétique, qui est présent dans tous les matériaux, est très faible et il est souvent 
masqué par les effets paramagnétiques et ferromagnétiques. 
 
 
Effet du champ magnétique sur l'orbite électronique 
 
Considérons un électron sur une orbite circulaire de rayon R, avec une vitesse v. 
On peut assimiler ce mouvement à un courant.  Le courant est la charge qui, par unité de 
temps, passe en tout point de l’orbite : 
 

R2
vq

T
q

I ee
π

==         (6.1) 
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où vr2T π=  est la période de rotation et  la charge de l’électron. eq
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1 Orbite électronique et champ magnétique 

 
 
Le moment dipolaire magnétique est donc (voir figure 1) 

zez
2 1Rvq

2
11RIm =π=        (6.2) 

 
Si on établit un champ magnétique, perpendiculaire au plan de l’orbite, il y aura un champ 
électrique induit (voir chapitre suivant) tangentiel : 

dt
dBR

dt
dER2dl.E 2

t π−=
φ

−=π=∫  

dt
dBR

2
1Et −=         (6.3) 

 
La force due à ce champ accélère la particule sur l’orbite et on a : 

dt
dBRq

2
1

dt
dvmEq eete −==  

 
Si le champ magnétique passe de 0 à BΔ , la vitesse passera de   avec 0v  à vv0 Δ+

B
m

Rq
2
1v

e

e Δ−=Δ  

Une variation de la vitesse orbitale produit une variation du moment dipolaire 

B
m4
Rq1Rvq

2
1m

e

22
eze Δ−=Δ=Δ  

 
Le signe moins signifie que le moment ajouté est opposé au champ magnétique. 
Conformément à la loi de Lenz, le champ induit s'oppose à la variation du flux. La variation 
de moment magnétique est donc opposée à la direction de B.  Ce phénomène est le 
diamagnétisme. 
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6.1.2 Paramagnétisme 
 
Dans un matériau paramagnétique, les atomes ont des moments magnétiques permanents 
mais leurs orientations sont aléatoires en l’absence de champ extérieur.  Lorsqu’on applique 
un champ extérieur, les dipôles ont tendance à s’aligner suivant l’orientation du champ à 
cause du couple Bm×  (comme les dipôles électriques d'un diélectrique sont orientés par un 
champ électrique) mais l’agitation thermique s’oppose à ce processus, et le paramagnétisme 
reste généralement très faible.  L’alignement partiel des moments dipolaires vient ici 

nforcer le champ extérieur. 

rticulière (et beaucoup plus intense) de 
agnétisme qui est le ferromagnétisme. 

Dans un champ magnéti

re
 
Nous parlerons plus loin d’une forme très pa
m
 

que non uniforme, un dipôle magnétique est soumis à une force : 
)B.m(gradF =         (6.6) 

 
en plus du couple Bm× . 
Lorsque m  et B  ont même sens, cette force est dirigée vers la région où le champ est le plus 
intense.  Un matériau paramagnétique sera donc faiblement attiré vers la région de champ 

mintense (un matériau ferromagnétique sera forte ent attiré) et sera attiré par un aimant. 
Un matériau diamagnétique pour lequel m  et B  ont tendance à être opposés, sera attiré vers 

 région où le champ est plus faible et sera donc repoussé par un aimant. 
 
la

 
 matériau paramagnétique ou ferromagnétique est attiré verFig. 2 (a) Un s un aimant 
(b) Un matériau diamagnétique est repoussé par un aimant 

 avait toujours tendance à s'aligner dans la même direction que le champ 
lectrique. 

 
Rappelons qu’un diélectrique était toujours attiré vers la région de champ intense et que la 
polarisation
é
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6.1.3 Répartition dipolaire en volume – Vecteur magnétisation 

ipôles magnétiques élémentaires prennent, en moyenne, une orientation 

dominant est que les variations de moments 

antation) d’un milieu, comme le moment magnétique résultant par unité de 
olume : 

 

 
 
Sous l’effet d’un champ magnétique la matière devient magnétisée (ou aimantée), c’est à 
dire que les d
préférentielle. 
Dans un milieu paramagnétique, les moments de spin s’alignent (très faiblement) suivant le 
champ.  Dans un milieu diamagnétique l’effet 
magnétiques orbitaux sont opposées au champ. 
Pour étudier les phénomènes d’un point de vue macroscopique, on définit la magnétisation 
(ou l’aim
v

M  : densité de moment magnétique  ( mA ) 
 
Le vecteur M  joue un rôle semblable à celui de la polarisation P  dans les milieux 

iélectriques. 

.2 Champ créé par de la matière magnétisée 

.2.1 Courants de magnétisation 

dont la magnétisation

d
 
 
 
6
 
 
6
 
Nous supposons avoir un volume de matière magnétisée,  M  est 

 

ons calculer le potentiel vecteur.  Le potentiel vecteur d’un 
ipôle magnétique est (5.34) : 

 

connue, et nous recherchons le champ produit par ce volume. 
On s’intéresse donc au champ produit par la magnétisation elle-même, et pas à la cause de la
magnétisation.  La démarche est semblable à celle du § 3.2.1 pour les milieux diélectriques. 
Plutôt que le champ, nous all
d

2
R0

R
1m

4
A ×

π
μ

=         (6.7) 

e.  Un volume  contient un 
oment dipolaire 

 
Nous considérons que le milieu magnétisé peut être remplacé par une distribution de dipôles 
magnétiques (c’est à dire de courants élémentaires) dans le vid  τ′d

τ′dMm  et le potentiel vecteur total est donc 
 

τ′
×

π
μ

= ∫ τ′ d
R

1M
4

)R(A 2
R0        (6.8) 

On peut écrire 
 

2
R

R
1)1(dgra =′  

où le gradient (donc les dérivées) est pris par rapport au point courant du volume . 
R

τ′
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R

 
Fig. 3 Volume magnétisé 

Et donc 
 

τ′⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′×

π
μ

= ∫ τ′ d)
R
1(dgraM

4
)R(A 0  

 
En utilisant la formule 

fgradGGrotf)Gf(rot ×−=  

avec R1f =  et )z,y,x(MG ′′′=  
 
on obtient 
 

τ′′
π

μ
−τ′

′
π

μ
= ∫∫ τ′τ′

d)
R
M(tro

4
d

R
Mtro

4
)R(A 00  

 
On utilise ensuite l’identité (voir note) 
 

∫∫ ×−=τ
τ S

dSGdGrot        (6.9) 

 
et on a 
 

∫∫ ′τ′
′×

π
μ

+τ′
′

π
μ

=
S

00
R

SdM
4

d
R

Mtro
4

)R(A      (6.10) 

 
où S  est la surface extérieure du volume magnétisé ′ τ′ . 
 
En comparant (6.10) à l’expression (5.17) qui donne le potentiel vecteur d’une distribution 
volumique de courants, ainsi qu’à (5.24) pour une distribution de courants de surface, on 
peut exprimer le potentiel (6.10) sous la forme : 
 

Sd
R

K
4

d
R

J
4

A
S

mag0mag0 ′
π

μ
+τ′

π
μ

= ∫∫ ′τ′
     (6.11) 

 
Le volume magnétisé peut donc être modélisé au moyen d’une densité volumique de 
courants de magnétisation 
 

MrotJmag =   ( 2mA )      (6.12) 
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t d’une densité surfacique de courante  s de magnétisation 

 
nmag 1MK ×=  ( )       (mA 6.13) 

 
e potentiel vecteur (e le chL t donc  amp magnétique) dû au volume magnétisé est donc le 

même que celui qui serait produit par les densités volumique magJ  et surfacique magK  de 
courants.  Ces courants de magnétisation sont réels, mais attachés à la matière.  Ap oir 
introduit ces courants internes de manière rigoureuse (et mathématique) nous allons essayer 
d’en donner une interprétation plus intuitive et physique. 
 

rès av

ote
 
N  

s du théorème de la divergence (Ostrogradski) Parton
 

∫∫ =τ
τ S

dS.adadiv         (6.14) 

 
t remplaçons a  par cG ×  où ce  est un vecteur constant et arbitraire : 

 
Grot.ccrot.GGrot.c)cG(divadiv =−=  =×

)GdS(.cdS.)cG(dS.a ×=×=  
 

’écrit alors Et (6.14) s
 

∫∫ ×=τdGrot.c  
τ S

)GdS(.c

 
omme cC  est constant 

 

∫∫ ×=τ
τ S

GdS.cdGrot.c  

 
t comme ce  est arbitraire, on obtient (6.9) 

.2.2 Interprétation des courants de magnétisation 

rme.  Cela signifie qu’il y a une 

 
 
 
6
 
Considérons d’abord le cas d’une magnétisation unifo
densité uniforme de courants atomiques circulant partout à l’intérieur de la matière.  Si on 
imagine une coupe du matériau, on aura une multitude de courants atomiques tournant dans 
le même sens.  A l’intérieur du matériau, il n’y aura aucun courant résultant, car les courants 
adjacents s’annulent, et donc 
 

0MrotJmag ==  
pour une magnétisation uniforme. 
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magJ

magK

magK
 

Fig. 4 Courants de magnétisation 

 
Par contre, à la surface, il n’y n dipôle voisin, et il y aura un 
ourant résultant circulant toujours dans la même direction, sur la surface du matériau 

a plus de courant adjacent d’u
c
magnétisé. 
Considérons un petit bloc à l’intérieur de la matière aimantée 

 
Fig. 5 Courant superficiel 

 
Si la magnétisation est verticale, il y aura un courant superficiel sur les faces verticales du 
loc.  Le moment magnétique total du bloc est égal au produit de la magnétisation par le 

ent d’un dipôle est par définition le produit du courant par la surface, et la surface de 
 boucle est

et donc 

 de longueur (verticalement) sur chacune des 
ces verticales  

b
volume : 

cbaMm =  
 
Le mom
la  caS = , 

caISIm ==  
 

bMI =  
 
Le courant superficiel est le courant par unité
fa :
 

MbIK ==          (6.15) 
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Ce raisonnement s’a
xterne du matériau.  Nous avons considéré jusqu’à présent que la magnétisation était 

pplique à tous les blocs et en particulier à ceux qui touchent la surface 
e
parallèle à la surface extérieure. On voit sur la figure 4 qu’il n’y aura pas de courant 
superficiel sur une surface extérieure perpendiculaire à M  ; et l’expression générale, qui 
tient compte de l’orientation relative de M  par rapport à la surface est : 
 

nmag 1MK ×=         (6.16) 

Dans le cas d’une mag
 magnétisation varie d’un point à un autre, les courants des boucles voisines ne se 

 
nétisation uniforme, il n’y a pas de courant de volume.  Par contre si 

la
compenseront plus et il en résultera un courant dans le volume du matériau. 

 
Fig. 6 Courants de volume 

 
Considérons deux blocs voisins  légèrement différentes.  Sur la 
urface de contact entre les blocs, il y aura un courant (dans la direction des y positifs) 

avec des magnétisations
s

bMb)MM(bMIII zzzz21 Δ−=Δ+−=−=  
 
Pour notre figure 

a.
x

M
M z

z ∂
=Δ
∂  

et le courant sur l’interface est 

ba
x

I
∂

−=  Mz∂

Pour relier le courant I à la densité de courant en volume, il faut se rendre compte que ce 
courant I est réparti sur une certaine section. Si on suppose que tout le volume est constitué 

ra

de tels petits blocs, à chacun de ces blocs doit être associée une de ses faces latérales. Pour 
passer à la densité de courant, il faut associer au courant I la surface  ba   de l'une des faces 
perpendiculaires à l'axe y (ou, ce qui revient au même, le courant I sur chacune des faces doit 
être séparé par moitié entre les deux blocs adjacents). La densité de cou nt est alors 

x
M

ba
IJ z

y ∂
∂

−==         (6.17) 

Ce n’est pas encore le 
l’expression de  il faudr
On a donc vu que les courants atomiques de la matière magnétisée peuvent donner naissance 
à des courants macroscopiques qui sont liés à M. 

rotationnel, mais c’est le début.  Pour établir complètement 
ait encore considérer l’empilement de deux blocs suivant z. yJ ,
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6.3 Équations magnétostatiques en présence de milieux magnétiques 
 
 
6.3.1 Loi d’Ampère dans un milieu magnétique 
 

a loL i d’Ampère exprime que la densité de courant est la source du champ magnétique 
 

JBrot 0μ=  
 
La densité de courant doit inclure tous les courants : 
 

magJJJ +=          (6.18) 
 

J  eoù magJ  est le courant de magnétisation dû à la présence d’un matériau magnétique et st 

le courant « libre ».  De manière générale J  reprendra tous les autres courants, y compris 
tion qui pourrait circuler dans le matériau magnétique. u

 
n courant de conduc

La loi d’Ampère s’écrit alors : 
 

magJJJBrot1
+==

μ
 

0

MrotJ +=  

ou encore 
 

 

J)MB1(rot
0

=−
μ

        (6.19) 

n introduit alors une nouvelle grandeur 
 

 
O

MB1H
0

−
μ

=  ( mA )       (6.20) 

ui est appelée l’excitation magnétique
 
q , ou le champ magnétisant. 
 
En fonction de H, la loi d’Ampère s’écrit 
 

JHrot =          (6.21) 

s) 
 
et sous forme intégrale (théorème de Stoke
 

∫ =
c

Idl.H          (6.22) 

 
ù  est le courant libre total passant à travers le contour fermé c. o I
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Le champ H permet
dire des courants que 

e champs H joue un rôle semblable à celui du champ de déplacement D, qui permettait 
r

our les milieux paramagnétiques et diamagnétiques, la magnétisation est en général 
roportionnelle au champ magnétique, pour autant qu’il ne soit pas trop intense. 

 donc d’écrire les relations en fonction des seuls courants libres, c’est à 
l’on peut contrôler. 

L
d’éc ire la loi de Gauss en fonction des seules charges libres. 
Cependant H est une grandeur plus utilisée que D en pratique.  Pour établir un champ 
magnétique en présence d’un milieu magnétique, on doit amener un certain courant (libre) et 
ce courant déterminera H (dans un milieu homogène). Tandis que le champ B dépendra des 
propriétés internes de la matière. 
Pour établir un champ électrique, on établira une différence de potentiel (car il est plus facile 
de mesurer une différence de potentiel que de mesurer des charges) et cette différence de 
potentiel déterminera directement E (dans un milieu homogène), sans devoir passer par le 
champ D. 
 
Les relations importantes concernant H sont les relations (6.21) (6.22).  Il faut faire attention 
que, en général, la divergence de H ne s’annule pas. 
 
 
6.3.2 Milieux magnétiques linéaires 
 
P
p
Pour des raisons historiques, on écrit cette proportionnalité en fonction de H : 
 

HM mχ=          (6.23) 
 
pour un matériau linéaire et isotrope. 
 
La constante mχ , sans dimension, est la susceptibilité magnétique du milieu.  A partir de 
(6.20) on peut alors écrire 
 

H)1()MH(B m00 χ+μ=+μ=  

HHr0 μ=μμ=         (6.24) 
 
où  est la perméabilitéμ  du milieu et  la perméabilité relativerμ .  La constante  a reçu le 
nom de perméabilité du vide. 
 

ans un milieu linéaire et homogène, la densité volumique de courant de magnétisation sera 

0μ

D
proportionnelle, en tout point, à la densité de courant libre : 
 

J)1()H(rotMrotJ rmmag −μ=χ==      (6.25) 

matériau, on y aura 
 

n particulier, s’il n’y a pas de courant libre à l’intérieur du 0Jmag =E  et 
agnétisation seront en su

 
tous les courants de m rface. 
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La relation HB μ=  est appelée la relation constitutive du matériau magnétique linéaire, de 

tionmême la rela  Eε=  est la relation constitutive d’un diélectrique, et D EJ σ=  la relation 
constitutive d’un m onducteur. 
On peut regretter que les relations e

ilieu c
ntre D et E d'une part et entre H et B d'autre part ne 

soient pas écrites « dans le même sens ».  Il serait plus logique d’écrire DE 1−ε=  en 
utilisant l’inverse de ε  ! 
 
Dans un milieu diamagnétique, la susceptibilité sera un très petit nombre négatif 

5
m 10−−≅χ , la perméabilité relative sera 1r <μ , et le champ magnétique sera (très 

plus faible que ce qu’il aurait été d  vide. 
 
légèrement) ans le

ans un milieu paramagnétique, la susceptibilité sera un très petit nombre positif D
5

m 10−≅χ , la perméabilité relative sera 1r >μ , et le champ magnétique sera (très 
e vide.  Notons que ce comportement est 

contraire à celui des dipôles électriques dans un diélectrique où l’alignement des dipôles 
donne un champ « de réaction » de sens opposé au champ externe et donc un champ 
électrique intérieur net plus faible. 
 

légèrement) plus grand que ce qu’il aurait été dans l

uelques valeurs 

iamagnétiques 

 
Q
 
d mχ  paramagnétiques mχ  
bismuth -1,6 1 2,1 10  0-4 aluminium -5

cuivre -3,4 10-5 magnésium 1,2 10-5 

argent -2,4 10-5 palladium 8 10-4 

 
On voit que la perméabilité est très proche de celle du vide.  La théorie qu’on vient de faire 

.4 Exemples 

.4.1 Conducteur cylindrique 

n long conducteur de cuivre est parcouru par un courant (libre) I uniformément distribué 

ous avons calculé le champ magnétique pour la même configuration en 

(6.22) grâce à la symétrie du problème 

ne sera en fait vraiment utile que dans le cas des matériaux ferromagnétiques pour lesquels la 
perméabilité relative est très grande. 
 
 
 
6
 
 
6
 
U
sur la section. 
Au § 5.3.1 n
considérant que le conducteur avait les caractéristiques magnétiques du vide.  Tenons 
compte ici de ce que le cuivre est diamagnétique. 
Le champ magnétisant peut se calculer à partir de 
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br1
r2

I

br1
b2
rIH 2

>
π

=

<
π

=

ϕ

ϕ

      (6.26) 

Comme le cuivre est diamagnétique HM cuivreχ=  (avec 

), les dipôles vont s’opposer au champ.  
Le courant de magnétisation 

5
cuivre 104,3 −−=χ

 

J1
b
IJ cuivrez2cuivremag χ=

π
χ=  

 
sera opposé au courant libre, tandis que le courant 
superficiel magK  aura le même sens que I. 
 
A l’intérieur du conducteur le champ magnétique dépendra 
de la magnétisation H)MH(B 0 μ=+μ=  tandis que 

0M =  à l’extérieur du conducteur, et donc 
 

ϕ
π

μ
= 1

b2
rIB 2   br <  

 (6.27) 

ϕ
π

μ
= 1

r2
I0    br >

 
A la surface du conducteur, il y a donc une discontinuité de 
B correspondant à la présence d’un courant superficiel. 
 

Fig. 7 Conducteur diamagnétique 

 
 
6.4.2 Solénoïde infini 
 
Considérons le même solénoïde qu’au § 5.3.2 mais cette fois rempli d’un matériau 
magnétique linéaire.  On peut calculer H à partir de (6.22) : 
 

extérieurl' à0
intérieurl' à1InH z

=
=        (6.28) 

 
Et avec (6.24) : 
 

extérieurl' à0
intérieurl' à1InB z

=
μ=       (6.29) 
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Si le milieu est paramagnétique, le champ B est renforcé, tandis que si le milieu est 
diamagnétique le champ est diminué.  La densité superficielle de courant de magnétisation 
 

ϕχ=×χ=×= 1In)1H(1MK mnmnmag      (6.30) 
 
est en effet dans le même sens que I dans le cas paramagnétique ( 0m >χ ) et dans le sens 
opposé dans le cas diamagnétique ( 0m <χ ). 
(voir la figure 5.8) 
 
 
 
6.5 Conditions aux limites 
 
Les conditions aux limites du § 5.10 peuvent être formulées en fonction du champ H et des 
courants libres. 
 
Comme le champ magnétique normal est continu n2n1 BB =  (voir 5.48) et )MH(B 0 +μ= , 
on en déduit : 
 

)MM(HH n2n1n2n1 −−=−       (6.31) 
 
à la surface de séparation entre deux milieux. 
 
Pour le champ H tangentiel on obtient, en appliquant (6.22) à un contour élémentaire 
(comme au §5.10) : 
 

K)HH(1 21n =−×         (6.32) 
 
où n1  est la normale dirigée de 2 →1 et K  est la densité superficielle de courant libre à la 
surface de séparation. 
En l’absence de courant libre de surface, le champ H tangentiel sera donc continu : 
 

t2t1 HH =          (6.33) 
 
Dans le cas particulier de l’interface entre deux milieux magnétiques linéaires, la continuité 
du champ magnétique normal implique que : 
 

n22n11 HH μ=μ         (6.34) 
 
Les conditions sur le champ magnétique s'écrivent alors : 
 
  n2n1 BB =
 

 
2

t2

1

t1 BB
μ

=
μ
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6.6 Ferromagnétisme 
 
 
6.6.1 Introduction 
 
Dans certains corps, comme le fer, le nickel, le cobalt ou leurs alliages, l’effet résultant des 
moments magnétiques est beaucoup plus grand que dans le cas du paramagnétisme ou du 
diamagnétisme.  Ce phénomène est le ferromagnétisme. 
Dans ces substances un faible champ magnétique peut produire une énorme aimantation, qui 
constitue l’effet dominant dans les champs observés. 
Comme dans les milieux paramagnétiques, l’aimantation des matériaux ferromagnétiques 
provient du moment magnétique associé au spin des électrons dans la couche interne de 
l’atome. L’élément nouveau est une force d’interaction entre les dipôles voisins, qui est 
beaucoup plus grande que l’interaction magnétique directe. Cet effet indirect, qui est environ 
10 000 fois plus fort que l’interaction magnétique directe, ne peut s’expliquer que par la 
mécanique quantique. Les moments magnétiques des atomes voisins ont alors tendance à 
s’aligner parallèlement l’un à l’autre. 
Dans la pratique les moments ne s’alignent parfaitement qu’à l’intérieur de petits domaines 
magnétiques de dimension inférieure à 1 mm et contenant 1015 à 1016 atomes.  Bien que 
l’alignement soit parfait à l’intérieur de chaque domaine (même en l’absence d’un champ 
magnétique appliqué), les domaines ont des orientations aléatoires et il n’y a pas de 
magnétisation globale. 
 

 
Fig. 8 Répartition aléatoire des domaines magnétique 

 
Les domaines sont séparés par des parois de quelques atomes d’épaisseur dans lesquelles la 
direction de l’aimantation varie progressivement d’une orientation à l’autre. 
Le ferromagnétisme n’apparaît que dans les milieux où l’énergie est réduite si les spins sont 
parallèles plutôt que s’ils sont opposés.  Il y a également une énergie associée aux parois.  
Les dimensions et l’orientation aléatoire des domaines correspondent à la situation où 
l’énergie totale du système est minimale. 
Lorsqu’on applique un champ extérieur, les domaines réagissent de deux manières.  Dans un 
champ faible les domaines dont les moments sont alignés parallèlement au champ 
grandissent aux dépens des autres.  Dans un champ plus élevé, les domaines subissent 
également une rotation qui les fait s’aligner sur le champ extérieur.  Pour un champ 
suffisamment élevé, il ne restera qu’un seul domaine et le matériau sera saturé. 
 

 
Fig. 9 Evolution des domaines magnétiques soumis à un champ extérieur 
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A très haute température, l’agitation thermique détruit l’organisation des domaines 
magnétiques. Au-delà d’une température critique précise, appelée point de Curie (770°C 
pour le fer), le matériau cesse d’être ferromagnétique et devient paramagnétique. 
 
 
 
6.6.2 Courbe de première aimantation et cycle d’hystérésis 
 
Considérons un tore en matériau ferromagnétique (en fer par exemple) sur lequel est enroulé 
un bobinage parcouru par un courant  I .
A l’exception de la présence du fer à l’intérieur du bobinage, la situation est semblable à 
celle du § 5.3.3. 
 

c 

 
Fig. 10 Tore en matériau ferromagnétique 

 
 
 
En appliquant (6.22) : 

∫ =
c

INdl.H  

on obtient le champ H dans le fer : 
 

ϕ
π

= 1
r2

INH   ( mA )       (6.35) 

 
où N est le nombre de spires. 
 
On voit que H est directement proportionnel à  et c’est pour cela qu’on l’appelle parfois le 
champ magnétisant. Le champ magnétique B dans le fer est (6.20) 

I

 
)MH(B 0 +μ=         (6.36) 

 
mais il n’y a pas de relation simple entre M et H pour un matériau ferromagnétique. 
 
Nous supposerons ici que le fer est isotrope et que les trois champs H,B  et M  sont alignés 
(les lignes de champ sont dirigées suivant ϕ ). Nous supposons aussi que H ne varie pas 
beaucoup dans la section du tore, c’est-à-dire que le tore est suffisamment « délié » : 
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ϕ
π

≅ 1
a2

INH          (6.36a) 

 
où a est le (grand) rayon du tore. 
 
Pour obtenir le champ magnétique B, il faut le mesurer expérimentalement.  Cela peut se 
faire à partir de la fem induite dans un bobinage auxiliaire comme on le verra plus loin. 
On peut alors porter B en fonction de H 
 

 
Fig. 11 Courbe de première aimantation et cycle d'hystérésis 

 
Partant de l’état neutre , on augmente progressivement le courant I et donc le 
champ H. Le champ B augmente également le long de la courbe  

0MHB ===
321 PPP0 .

Les parois commencent à se déplacer et des domaines qui ont une orientation alignée sur le 
champ grandissent.  La magnétisation M et donc le champ B augmentent et la magnétisation 
devient rapidement beaucoup plus grande que H. 
Au début (par exemple jusque ) le phénomène est réversible : si on annule H, la 
magnétisation retombe à zéro. 

1P

Dans la 2ème partie de la courbe, la rotation des domaines pour s’aligner avec le champ 
produit des déformations et des dislocations.  Le phénomène est alors irréversible et il y a de 
l’énergie perdue sous forme de chaleur à cause des forces de friction lors des déplacements 
de parois. 
Finalement pour un champ suffisamment élevé presque tous les dipôles seront alignés et on 
atteindra la saturation vers le point , la magnétisation M n’augmente plus, et pour tout H 
supplémentaire, B varie simplement comme 

3P
H0μ . 

La courbe , hautement non linéaire, est la 321 PPP0 courbe de première aimantation du 
matériau. 
Si, à partir du point 3P n réduit le champ H, le champ B ne revient pas sur la même courbe, 
mais décrit le trajet r3 HBP  fois que la plupart des domaines ont tourné pour 
s’aligner sur le champ, ils ne reprennent pas leur orientation initiale. 

, o
  Unec .

Lorsque H est revenu à zéro, il reste un champ magnétique rB  qui s’appelle le champ 
rémanent, et qui caractérise un aimant permanent. 
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Pour annuler le champ magnétique et donc détruire l’aimantation d’un échantillon, il faut 
appliquer un champ , appelé champ coercitif, dans la direction opposée. cH
 
Lorsque H devient de plus en plus négatif les domaines commencent à s’aligner dans la 
direction opposée, jusqu’à la saturation en ′

3P . 
La boucle complète engendrée de cette façon s’appelle le cycle d’hystérésis du fer. 
La surface du cycle d’hystérésis correspond à l’énergie perdue (par unité de volume et par 
cycle) à cause des phénomènes électromagnétiques et transformée en chaleur dans le fer. 
 
On voit donc qu’il n’y a pas de relation fonctionnelle )H(fB =  car la valeur de B ne dépend 
pas seulement de la valeur de H au même instant mais aussi du « passé » de l’échantillon.  
Par exemple pour une même valeur 0H = , il existe sur la fig. 11 trois valeurs possibles pour 
B, en fonction de l’ « historique ». 
Les courbes de première aimantation et d’hystérésis dépendent de la nature du matériau, de 
sa composition chimique, de sa préparation, et des traitements physiques qu’il a subis. 
 
Pour démagnétiser un matériau, c’est-à-dire le ramener dans l’état neutre , il faut 
le soumettre à plusieurs cycles d’hystérésis en faisant décroître progressivement le champ 
extérieur (par exemple au moyen d’un courant alternatif d’amplitude décroissante). 

0HB ==

  

H 

 
Fig. 12 Démagnétisation d'un échantillon 
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6.6.3 Matériaux ferromagnétiques 
 
Pour certaines applications, notamment pour les tôles de transformateur, on souhaite avoir un 
cycle d’hystérésis aussi étroit que possible, pour réduire les pertes par hystérésis.  Une façon 
de réduire la surface du cycle est de diminuer le champ maximum à chaque cycle. 

 
Fig. 13 Cycle d'hystérésis qui n'atteint pas la saturation 

 
 
De plus certaines substances sont étudiées pour donner un cycle très étroit, et sont appelées 
matériaux ferromagnétiques doux. 

 
Fig. 14 Matériau doux 

 
Ce seront des matériaux purs, recuits, possédant très peu de dislocations et d’impuretés de 
sorte que les parois des domaines puissent se déplacer facilement. Les alliages de fer et 
nickel, types permalloy ou mumétal sont des matériaux doux qui s’aimantent facilement. 
Dans le cas d’un matériau doux, la relation entre B et H peut éventuellement être approchée 
par une relation linéaire 

HB μ=  
où  est la perméabilité du matériau ferromagnétique.  Il est clair qu’il s’agit d’une 
approximation valable seulement sur une certaine plage de valeurs et que la quantité 

μ

HB=μ  
varie en fonction de H. 
 
Pour faire un aimant permanent, il faut un matériau dont la courbe d’hystérésis forme une 
boucle très large de manière à avoir une grande valeur pour le champ magnétique rémanent 

rB .  De tels matériaux sont appelés matériaux ferromagnétiques durs. Un exemple est 
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l’alliage « Alnico V » (51% Fe, 8% Al, 14% Ni, 24% Co, 3% Cu), qui subit des traitements 
physiques particuliers, et dont le cycle d’hystérésis se rapproche d'un "carré". 

 
Fig. 15 Matériau dur 

 
Les ferrites constituent une autre classe de matériaux magnétiques.  Certaines ferrites sont 
des céramiques.  Les ferrites sont mauvais conducteurs de l’électricité (résistivité de 1 à 

, alors que la résistivité du fer est d’environ ), ce qui limite les pertes 
par courants de Foucault.  Les ferrites sont donc utilisées dans les applications à haute 
fréquence ainsi que pour l’enregistrement magnétique. 

m.103 Ω m.10 7 Ω−

 
 
Quelques valeurs (à titre d'exemples) 
 
 )T(Bsat  maxrμ  )T(Br  )mA(Hc  
Fer doux 2,1 5 000   
cobalt 1,8 250   
nickel 0,6 600   
type permalloy 0,8 150 000 0,006 1,2 
type alnico  1,5  1,3 60 000 
ferrite doux 0,28 3000 0,1 24 
ferrite dur 0,45  0,34 190 000 
 
 
 
6.6.4 Blindage magnétique 
 
Le blindage d’un appareil électrique est l’opération qui consiste à le protéger de l’influence 
des champs extérieurs. 
Le blindage électrostatique permet d’éliminer l’influence d’un champ électrique constant en 
insérant l’appareil dans une enveloppe conductrice.  Le champ électrique est alors nul dans 
la cavité intérieure. 
Certains appareils (comme par exemple le tube cathodique d’un téléviseur) sont 
particulièrement sensibles aux champs magnétiques constants. 
Le blindage magnétique consiste à entourer l’appareil à protéger d’un matériau de grande 
perméabilité. 
 
Reprenons les conditions aux limites du § 6.5 en considérant que le milieu 2 est l’air et le 
milieu 1 est un matériau ferromagnétique (supposé linéaire) de perméabilité . μ
Les conditions sont : 
 

n2n1 BB =  
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t2t10t2t1 BBHH μ=μ⇒=  

2r2
0

1 tgtgtg θμ=θ
μ
μ

=θ        (6.37) 

 
 
 
 
 n1  
 milieu 1 μ          1B
 
 milieu 2  0μ
 
 
 
 
 
 
 
On constate donc une réfraction des lignes de champ.  Si la perméabilité μ  est élevée, les 
lignes de champ vont avoir tendance à s’aligner le long de la paroi à l’intérieur du matériau 
magnétique ( ).  Si le matériau magnétique entoure un appareil, la pénétration du 
champ magnétique dans la zone intérieure sera fortement réduite. 

21 θ>>θ

L’efficacité d’un tel système ne sera bien sûr pas parfaite. 
 

 
appareil à protéger

matériau 
magnétique espace libre 

 
Fig. 17 Blindage magnétique 

 
 
 
6.6.5 Point de fonctionnement d’un aimant 
 
On considère un aimant constitué par une armature en matériau ferromagnétique, autour de 
laquelle est bobiné un enroulement comportant N spires, et qui est interrompu de manière à 
présenter un entrefer. 
Si l’épaisseur de l’entrefer est petite, on peut, en première approximation, supposer que les 
lignes de champ de B ferment la boucle comme dans le tore (§ 6.6.2).  Il y aura un certain 
épanouissement dans l’entrefer, que nous négligerons. 
On supposera que le flux de B à travers toute section de l’armature est constant et que B est 
uniforme sur la section. 

1B1θ

θ2
2B  

Fig. 16 Réfraction des lignes de champ 
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Comme la composante normale de B est continue à l’interface fer-air, on aura 
 

21 BB =          (6.38) 
 
où  est le champ dans l’entrefer et  le champ dans le fer.  Le champ magnétique B est 
donc le même partout. 

1B 2B

 

 
 

 
c 

 
Fig. 18 Electro-aimant 

 
 

Le champ H prendra des valeurs différentes dans le fer et dans l’air.  En appliquant (6.22), 
on a : 
 

INHHd.H 2211c
=+=∫       (6.39) 

 
où  est la longueur de l’entrefer et  est la longueur du trajet dans le fer. 1 2
Dans l’entrefer, la magnétisation est nulle, 0M =  , et on a la relation 

101 HB μ=          (6.40) 
et donc, comme  21 BB =
 

INHB
221

0

2 =+
μ

       (6.41) 

Ce qui donne une relation entre les valeurs de  et . 2B 2H
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Pour déterminer  et , il faut une autre relation, à savoir le lien entre les champs B et H 
dans le fer.  Si on fait l’approximation que le milieu magnétique est linéaire 

2B 2H

22 HB μ= , on 
peut résoudre algébriquement l’équation (6.41). (Nous ferons cette approximation plus loin 
dans le cadre des circuits magnétiques). 
Considérons cependant le cas général, dans lequel la relation non linéaire entre  et  
est celle de la fig. 11. 

2B 2H

L’équation (6.41) donne une relation linéaire entre  et , c’est-à-dire une droite dans le 
plan ( ) : 

2B 2H

22 B,H
 

2
2

20

1
2

INBH +
μ

−=        (6.42) 

 
dont le coefficient angulaire est négatif.  Pour différentes valeurs du courant I, les droites 
subissent une translation horizontale.  Le point de fonctionnement (c'est à dire le couple 
B,H) de l’électro-aimant sera déterminé par l’intersection de cette droite avec le cycle 
d’hystérésis du matériau.  On voit sur la fig. 19 qu’il y a plusieurs solutions différentes, (les 
points a, b, c) en fonction de l’historique du matériau.  Si le matériau avait préalablement été 
démagnétisé, on obtiendra le point a.  Si on a augmenté le courant jusqu’à la saturation pour 
le faire ensuite redescendre jusqu’à la valeur I, on aura le point b.  Si on a eu un courant 
négatif qui a ensuite remonté jusque I, on aura le point c.  Le champ dans l’entrefer sera 
toujours le même que le champ dans le fer 21 BB = . 

 

 
Fig. 19 Point de fonctionnement d'un aimant 

 
 
Dans le cas où , on aura une droite de fonctionnement passant par l’origine.  Si le 
matériau a été préalablement saturé, on aura le point d comme solution, et le champ 
magnétique pourra être très important pour autant qu’on ait un matériau avec un cycle 
d’hystérésis très large.  On a alors un 

0I =

aimant permanent et une valeur importante du champ 
magnétique dans l’entrefer. 
Dans le cas de l’aimant permanent, les équations précédentes deviennent : 
 

1021 HBB μ==  
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2
1

2
1 HH −=         (6.43) 

2
20

1
2 BH

μ
−=  

 
e champ H n’est donc pas nul, même en l’absence de courant magnétisant, et il est de sens L

opposé dans le fer et dans l’air. 
Notons enfin que le champ rémanent  de la fig. 11 est celui qui existe dans un aimant rB
permanent fermé, c’est-à-dire sans entrefer, comme le tore de la fig. 10. 
 
 
 
6.7 Circuits magnétiques 

n appelle circuit magnétique

 
 
O  un système dans lequel les lignes de champs magnétiques 
suivent, sur une partie importante de leur parcours, des milieux magnétiques de formes 
appropriées, et se ferment éventuellement dans l’air à travers des parcours relativement 
courts appelés entrefers.  Le tore de la fig. 10 et l’aimant de la fig. 18 sont des exemples de 
circuits magnétiques. 
Calculer un circuit magnétique consiste à calculer le champ magnétique ou le flux 
magnétique pour un certain courant magnétisant (circulant dans des bobinages placés autour 
des pièces magnétiques) dans un circuit magnétique dont on connaît la constitution et les 
dimensions. 

 
matériau magnétique 

section S 

longueur moyenne  
 

Fig. 20 Circuit magnétique 

 
ous considérons ici le calcul des circuits magnétiques en première approximationN , en 

champ magnétique suivent, sans dispersion, les pièces 

faisant les hypothèses suivantes : 
 

) On admet que les lignes de 1
ferromagnétiques dont elles épousent la forme et dans les entrefers, on leur suppose une 
forme schématique simple.  Le flux magnétique Φ  est donc conservé tout au long du circuit. 
2) Dans chaque section, on admet que le champ B est uniforme et que le flux magnétique est 
donné par : 

SBdS.B
S

==Φ ∫         (6.44) 

3) On suppose que les ma

 

tériaux magnétiques sont linéaires avec une certaine perméabilité 
μ . 
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Il s’agit évidemment d’une approximation assez grossière.  Pour obtenir des résultats plus 

itions aux limites (6.37) qui montrent que les 

vec ces hypothèses un circuit magnétique est semblable à un circuit conducteur parcouru 

          (6.45) 

 
n sait que les lignes de courant suivent la forme des conducteurs.  Elles ne peuvent en effet 

r a une perméabilité 

précis il faut utiliser des méthodes numériques. 
La première hypothèse est justifiée par les cond
lignes de champ ont tendance à suivre la forme des pièces magnétiques. 
 
A
par un courant, avec les correspondances suivantes : 
 

Φ⇔
⇔

I
BJ

O
pas s’en échapper car le milieu extérieur (l’air) a une conductivité nulle. 
Il n’en va pas exactement de même pour les circuits magnétiques car l’ai

0μ  faible (par rapport aux matériaux ferromagnétiques) mais non nulle. De plus, les lignes 
B doivent nécessairement traverser les entrefers.  L’application des conditions aux limites 

(6.37) montre que les lignes de champ dans l’air seront pratiquement normales à la surface 
du matériau ferromagnétique ( 02 ≅θ  si 

de 

rμ  est grand). 
 
On écrit la loi d’Ampère (6.22) en intégrant tout au long du circuit magnétique 
 

INd.H
c

=∫         (6.46) 

 
e flux dans le circuit est L

 

∫=Φ
S

dS.B          (6.47) 

 
t les champs B et H sont liés par une relation linéaire.  Il en résulte une relation linéaire 

         (6.48) 
 

e facteur de proportionnalité s’appelle la réluctance

e
entre IN  et Φ , que l’on écrit sous la forme 
 

Φℜ= TIN

L  du circuit magnétique. 

a relation (6.48) est semblable à la loi d’Ohm (
 

IRV =L ) pour un circuit électrique, et la 

t 
n t

  (A t)       (6.49) 
 

n décomposant (6.46) suivant les différentes parties du circuit magnétique : 

réluctance ℜ  d’un circuit magnétique est analogue stance R d’un circuit électrique. 
Pour continuer l’analogie, la quantité IN  est appelée la « force magnétomotrice » e

 à la rési

s’exprime souvent en « ampères-tours » (u our est un nombre sans dimension) : 
 

fmmIN ≡

E
 

∑∑ ∫∫ Φℜ==
i

i
i

c i
d.Hd.H      (6.50) 
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et  est la réluctance de la partie i du circuit.  La relation (6.48) est alors semblable à la loi 
 m

        (6.51) 

 
our une section de circuit de longueur , contenant un matériau linéaire de perméabilité 

 iℜ
des ailles de Kirchhoff : 
 

∑ Φℜ=
i

iIN

μP , 
la réluctance est 
 

∫
∫∫ μ=

Φ
=ℜ

S
dS.B

d.B
d.H

       (6.52) 

 
n peut comparer cette expression de la réluctance aux expressions (4.41) et (4.42) qui O

donnent des valeurs d’une capacité et d’une résistance. 
L’unité de réluctance est WbA  qui est l’inverse du Henry.  L’inverse de la réluctance est la 

stant dans une section normale, 
perméance. 
Si B est con S/B Φ=  , et l’expression de la réluctance 
devient 
 

∫
∫

μ
=

Φ
μ
Φ

=ℜ
S

d
d

S        (6.53) 

 
t si la section est constante on a  e

 

Sμ
=ℜ          (6.54) 

 
ui est semblable à l’expression correspondante (4.31) pour le calcul d’une résistance. 

a réluctance permet donc d’exprimer la relation entre le flux et la force magnétomotrice.  

ce est inversement proportionnelle à la perméabilité.  L’utilisation d’un matériau 

 

q
 
L
La réluctance ne dépend que de la géométrie du circuit magnétique et de la perméabilité du 
matériau. 
La réluctan
à grande perméabilité permet donc d’obtenir une grande valeur du flux magnétique pour un 
courant magnétisant donné. 
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Exemple 1  
matériau 1 

matériau 2 

entrefer 

 
Fig. 21 Exemple 1 

 
Considérons le circuit magnétique de renant deux matériaux magnétiques 
ifférents et un entrefer.  On suppose que le flux 

 la fig. 21 comp
d φ  est le même partout.  Il y a deux 
enroulements magnétisants qui produisent ici  des flux opposés.  La force magnétomotrice 
est donc 
 

fm 2211 ININm −=  
 
Les caractéristiques sont : 

atériau 1 : cm501 =  01 200 μ=μ  m
 02 2000 μ=μ  matériau 2 : cm502 =

entrefer : cm2,03 =  03 μ=μ  

  2cm4S =  
 

constante t la réluctance de chaque partie du circuit peut se calculer par 
.54) : 

La section est  e
(6

61097,45,0
==ℜ  1H−  4

0
1

104200 μ −

4
0

2 1097,4
1042000

5,0
=

μ
=ℜ

−
5  1H−  

6
4

0

3
3 1098,3

104
102

=
μ

=ℜ
−

−
 1H−  

 
Les trois réluctances sont en série, la réluctance totale du circuit est 
 

6
321T 1044,9=ℜ+ℜ+ℜ=ℜ  1H−  
Φℜ=− T2211 ININ  

 
100N1 = , A6I1 = , 200N2 = , A2I2 =Avec  on obtiendra un flux  et Wb1021 6−=φ

donc un champ 22 mWb103,5=B −  
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Exemple 2 

ent contenir plusieurs « branches » en parallèle. 
 
Un circuit magnétique peut éventuellem

0BComme = , le flux vérifiera une loi de conservation semblable à la loi des nœuds de div
Kirchhoff pour un circuit électrique. 
 

 
Fig. 22 Exemple 2 

 
Par exemple pour le circuit de la fig. 22, on aura la relation 
 

i  est la réluctance de la branche a et 

ba
 

Φ+Φ=Φ  

S  aℜ bℜ  la réluctance de la branche b, la réluctance 
équivalente à la mise en parallèle des branches a et b sera 
 

ba

ba
éq ℜ+ℜ

ℜℜ
=ℜ  

 
 
 

xemple 3E  

n peut faire un calcul plus précis d’un circuit magnétique si on dispose des courbes de 
n des matériaux. Dans ce cas on ne doit plus faire l’hypothèse de linéarité des 

atériaux mais on ne peut plus utiliser la notion de réluctance. 

 
O
magnétisatio
m
Considérons le circuit de la fig. 23 (c’est le même qu’à la fig. 21 sauf l’entrefer qui a été 
supprimé) 

 matériau 1 matériau 2
fer 

 
acier

 
Fig. 23 Exemple 3 
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On souhaite obtenir un flux  de  dans le circuit.  Le champ magnétique sera Φ Wb102 4−

donc 
 

T5,0
104
102

S
B 4

4
==

Φ
=

−

−
 

 

acier 

fer

 
Fig. 24 Courbes de magnétisation pour l'exemple 3

 
ur les courbes expérimentales, on peut lire les valeurs de H correspondant à cette valeur de 

 

S
B : 
 

1800H1 =  mA  
200H2 =  mA  

 
a force magnétomotrice est donnée par (6.46) L

 
tA1000HHdHfmm 2211 =+== ∫  

 
es deux bobinages sont ici concordants, et on doit donc réaliser 

 
our obtenir la bonne valeur du flux dans le circuit. 

 magnétiques présentant des dérivations 

L
 

tA1000ININfmm 2211 =+=  

p
La même méthode peut être utilisée pour des circuits
en parallèle. 
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emarqueR  

e sens du champ magnétique correspond à la direction vers laquelle pointe le nord de l' 

agnétique forment des boucles fermées. A l'extérieur de l'aimant, les 

 
L
aiguille d'une boussole plongée dans ce champ. Le pôle nord d'un aimant attire le pôle sud 
d'un autre aimant et repousse son pôle nord. Par conséquent le Nord géographique est un 
pôle sud magnétique. 
Les lignes de champ m
lignes émergent du pôle nord et entrent par le pôle sud; à l'intérieur, elles sont dirigées du 
pôle sud vers le pôle nord, comme représenté à la fig 25. La configuration des lignes de 
champ est semblable à celle d'un solénoïde (fig 5.5). 
 

 
Fig. 25 Lignes de champ magnétique d'un aimant 
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7 LES CHAMPS VARIABLES 
 
 
7.1 La loi de Faraday 
 
Nous abordons maintenant l’étude des champs variables avec le temps, c’est à dire 
l’électrodynamique. 
En statique, les champs électriques et magnétiques ne sont pas reliés.  On peut ainsi traiter 
séparément le problème de l’électrostatique qui ne fait intervenir que E  et celui de la 
magnétostatique qui ne fait intervenir que B . 
Il n’en va plus de même lorsque les champs varient temporellement.  Un champ magnétique 
variable produit un champ électrique et vice versa. C’est précisément ce couplage entre les 
champs qui produit des ondes électromagnétiques capables de se propager. 
 
La loi de Faraday ou loi de l’induction électromagnétique, sous forme différentielle, et 
valable en tout point de l’espace est : 
 

t
BErot

∂
∂

−=           (7.1) 

 
et exprime un lien entre les dérivées spatiales de E  et la dérivée temporelle de B . 
L’expression « induction électromagnétique » désigne la production d’effets électriques à 
partir de champs magnétiques. Un champ électrique induit est associé à un champ 
magnétique variable. 
 
Comme la divergence de B  est toujours nulle (même pour les champs variables), on peut 
utiliser le potentiel vecteur magnétique A  (cf. § 5.4) : 
 

ArotB =           (7.2) 
 
En substituant (7.2) dans (7.1) on a 
 

)Arot(
t

Erot
∂
∂

−=  

0)
t
AE(rot =

∂
∂

+  

 

on voit que 
t
AE

∂
∂

+  est un vecteur dont le rotationnel s’annule, et il peut donc être exprimé 

comme le gradient d’une fonction scalaire 
 

Vgrad
t
AE −=

∂
∂

+  
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et donc 
 

t
AVgradE
∂
∂

−−=          (7.3) 

 

Dans le cas statique, 0
t
A
=

∂
∂ , et on retrouve l’expression VgradE −=  de l’électrostatique. 

La fonction V est donc bien le potentiel électrique et dans le cas statique, E  ne dépend que 
de V. Dans le cas général E  dépend à la fois de V et de A , et résulte des densités de charges 
( ) et des courants variables (Vgrad− tA ∂∂− ). 
 
En prenant l’intégrale de surface de (7.1) et en appliquant le théorème de Stokes, on obtient 
la forme intégrale de la loi de Faraday : 
 

dS.
t
Bd.E

Sc ∫∫ ∂
∂

−=         (7.4) 

 
où l’orientation relative du contour c et de la normale à la surface est déterminée par la règle 
de la main droite. La relation (7.4) est valable pour n’importe quel contour c, 
indépendamment de la présence ou non d’un circuit conducteur. 
 
Considérons un champ magnétique uniforme )t(B  présent dans la surface S (et nul en 

dehors). Le champ est dirigé suivant z, de même que la normale à la surface dS . 
 

 
Fig. 1 Champ électrique induit 

 
Par symétrie, le champ électrique induit sera tangentiel (comme le champ magnétique d’un 
conducteur rectiligne) et l’application de (7.4) donne : 
 

t
Brr2Ed.E 2

c ∂
∂

π−=π=∫  pour r<a 

 
où a est le rayon du disque S. Et donc 
 

ϕ∂
∂

−= 1
t
B

2
rE          (7.5) 

Si B  est croissant, E  sera dirigé dans le sens horlogique (vu d’en haut). 
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Plaçons maintenant une boucle conductrice perpendiculaire à la direction de B . 
 

B(t) croissant

ε

 
Fig. 2 Boucle dans un champ magnétique variable 

 
Il apparaît alors dans la boucle une force électromotrice induite : 
 

∫= d.Eε           (7.6) 
 
Si la boucle est ouverte, il apparaîtra une tension, égale à cette fem, entre les bornes 1 et 2 de 
la boucle.  Si la boucle est fermée sur une résistance R, il y aura un courant : 
 

iRR
I

+
=

ε           (7.7) 

 
où  est la résistance interne de la boucle et le circuit équivalent est donc le suivant: iR

 

ε

 
Fig. 3 Circuit équivalent 

 
Une fem positive donnerait un courant dans le sens positif du contour c (ce signe est indiqué 
par le + et le – sur la figure). La fem induite s’exprime suivant (7.4) par : 
 

dt
ddS.B

dt
dd.E

Sc
Φ

−=−== ∫∫ε       (7.8) 

 
où  est le flux du champ magnétique à travers la surface S formée par le circuit. Φ
Si le champ B (et donc Φ ) est croissant, la fem induite sera négative, le potentiel de la borne 
2 sera supérieur à celui de la borne 1, et le courant I circulera dans le sens horlogique (vu 
d’en haut). 
Le signe de la fem induite est donné par la loi de Lenz : la fem induite tend à s’opposer à 
toute variation de flux. 
La fem produit donc un courant, lequel produit son propre champ magnétique indB  qui 
s’oppose à la variation du flux. 
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7.2 Conducteurs en mouvement dans un champ magnétique 
 
Considérons une tige conductrice animée d’une vitesse u  et située dans un champ 
magnétique constant. 
 

--

+ + 2

1

u

B  
Fig. 4 Tige conductrice en mouvement dans un champ magnétique 

 
Les charges libres du conducteur seront soumises à une force magnétique 
 

BuqFm ×=          (7.9) 
 
qui va produire une séparation des charges. 
Cette séparation des charges va produire un champ électrique esE  (de type électrostatique) 
tel que la force électrique compensera exactement la force magnétique : 
 

BuEes ×−=          (7.10) 
 
de sorte que la force totale sur les charges libres s’annule. 
Il apparaît donc une tension, induite par le mouvement, entre les extrémités de la tige : 
 

hBud.)Bu(d.EVVV
1
2

1
2 es21 −=×=−=−= ∫∫    (7.11) 

où h est la longueur de la tige. 
La tige est donc devenue l’équivalent d’une pile de fem hBu−=ε . 
 
Si le conducteur mobile fait partie d’un circuit fermé, la force électromotrice du circuit sera 
 

∫ ×=
c

d.)Bu(ε         (7.12) 

 
Supposons maintenant que la tige glisse sur deux rails conducteurs et que le circuit soit 
fermé sur une résistance R. La force électromotrice dans le circuit sera : 
 

hBud.)Bu(d.)Bu(
1
2c

−=×=×= ∫∫
′

′
ε     (7.13) 

 
La valeur négative indique que la borne 2 sera positive par rapport à la borne 1. 
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Fig. 5 Tige conductrice glissant sur deux rails 

 
Cette fem va produire un courant dans la boucle : 
 

R
hBu

R
I ==

ε
        (7.14) 

 
dans le sens horlogique.  On suppose pouvoir négliger le champ magnétique créé par ce 
courant. On suppose également que la résistance totale du circuit ne varie pas 
significativement avec le mouvement de la tige. 
 
Si nous évaluons maintenant le flux coupé par le circuit de la fig. 5: 
 

0xhB=Φ  
 
où  repère la position de la tige. On obtient donc la même valeur qu’en (7.13) pour la 
fem, en prenant la dérivée du flux : 

0x

 

uhB
dt

dxhB
dt
d 0 −=−=
Φ

−=ε       (7.15) 

 
On peut montrer que ce résultat est général : pour n’importe quel circuit dont les éléments se 
déplacent dans un champ magnétique fixe, la fem est la dérivée du flux, indépendamment de 
la forme du circuit. 
 
On voit donc que la « règle du flux » 
 

dt
dΦ

−=ε          (7.16) 

 
selon laquelle la fem dans un circuit est égale à l'opposé de la dérivée du flux à travers le 
circuit, s’applique aux variations de flux dues, soit à des variations du champ magnétique, 
soit à un déplacement du circuit (soit aux deux). 
Il ne faut pas oublier qu’il y a cependant deux mécanismes différents : la loi de Faraday 

(
t
BErot

∂
∂

−= ) dans le cas du champ variable et la force de Lorentz ( Bu × ) dans le cas du 

circuit mobile. 
Dans le cas général d’un circuit en mouvement dans un champ variable avec le temps, 
l’expression de la fem sera, en combinant (7.4) et (7.12) 
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∫∫ ×+
∂
∂

−=
cS

d.)Bu(dS.
t
Bε       (7.17) 

 
et on peut montrer que (7.17) est mathématiquement équivalente à la règle du flux 
 

∫−=
Φ

−=
)t(S

dS.B
dt
d

dt
dε        (7.18) 

 
Dans certains cas il se peut qu’on n’arrive pas à identifier un contour fermé (et donc un flux), 
il faut alors revenir aux lois fondamentales, à savoir la loi de Faraday et la force de Lorentz. 
 
Reprenons maintenant l’exemple de la fig. 5. 
Le courant I, donné par (7.14) circule dans le sens horlogique.  Conformément à la loi de 
Lenz, on voit qu'il s’oppose à la variation du flux due au mouvement de la tige. 
La puissance électrique dissipée dans la résistance est 
 

R
)uhB(IRP
2

2
elec ==        (7.19) 

 
A cause du courant induit qui la traverse, la tige est soumise à une force magnétique 
 

x
1
2m 1hBIBdIF −=×= ∫
′

′
 

 
dirigée dans le sens opposé à celui de u . Pour maintenir le déplacement à la vitesse u, il faut 
exercer sur la tige une force mécanique extérieure 
 

xext 1hBIF =  
 
La puissance mécanique fournie est donc 
 

élec
2

extméca P
R

)uhB(u.FP ===       (7.20) 

 
On constate donc que l’énergie mécanique est convertie en énergie électrique puis en énergie 
thermique.  Il s’agit d’un exemple simple de générateur électrique. 
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7.3 Applications 
 
7.3.1 Générateur de courant alternatif 

 
Fig. 6 Bobine en rotation dans un champ magnétique 

 
Une bobine constituée de N spires tourne avec une vitesse angulaire constante ω  dans un 
champ magnétique uniforme et constant. Les deux extrémités de la bobine sont reliées à une 
résistance de charge par des contacts à balais. 
Le flux total coupé par la bobine est 
 

tcosSBN ω=Φ  
et la fem induite sera 

tsinSBN
dt
d

ωω=
Φ

−=ε        (7.21) 

 
En circuit ouvert, il apparaîtra donc aux bornes de la bobine une différence de potentiel 
alternative 
 

tsinVtsinSBNV 0 ω=ωω== ε  
 
Si on ferme le circuit, et que la résistance totale est R, on aura un courant 
 

tsin
R
V

R
I 0 ω==
ε         (7.22) 

 
Le schéma équivalent est donné à la fig. 7 

 
Fig. 7 Schéma équivalent 

 
La fem est la force par unité de charge intégrée sur la longueur du circuit.  C’est donc aussi 
le travail fourni par le générateur (c'est à dire la bobine en rotation), pour faire circuler une 
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unité de charge dans le circuit.  Comme le courant est égal au débit total de charges, la 
puissance totale fournie au circuit par le générateur est : 
 

IPélec ε=          (7.23) 
 
Comme la bobine est parcourue par un courant, et situé dans un champ magnétique, elle est 
soumise à un couple (5.42) qui s’oppose à la rotation 
 

z1tsinISBNBmC ω−=×=       (7.24) 
 
La puissance mécanique qu’il faut fournir pour maintenir la bobine en rotation est 
 

tsinISBNCPméca ωω=ω=  
 
Cette puissance est égale à la puissance électrique 
 

élecméca PP =  
 
et est d’autant plus grande que le courant débité par le générateur est important. 
 
 
 
7.3.2 Moteur linéaire et force contre-électromotrice 
 
Un « moteur linéaire » simple est constitué d’une tige glissant sur deux rails reliés à une pile.  
L’ensemble est placé dans un champ magnétique constant. 
 

hε
x x

x x

x x

x

x

x

x

x

x

x

x

x B

F

I

 
Fig. 8 Moteur linéaire 

 
Le dispositif est donc semblable à celui de la fig. 5 mais nous allons maintenant considérer le 
fonctionnement en moteur et non plus en générateur. 
Au départ, lorsque la tige est immobile, elle sera parcourue par un courant 
 

RI ε=  
 
où  est la fem de la pile et R la résistance totale du circuit.  La tige subit alors une force 
magnétique 
ε

BhIFm =  qui l’accélère vers la droite.  On se trouve alors dans une situation 
semblable à celle de la fig. 5 (conducteur en mouvement dans un champ) et il apparaît dans 
la tige une force contre-électromotrice fcem donnée par (7.13)  qui vient 
s’opposer à la fem externe (loi de Lenz). 

hBu=′ε
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S’il n’y a pas de force mécanique, la tige accélèrera jusqu’à atteindre une vitesse limite telle 
que .  Les deux fem se compensent alors, le courant et la force magnétique deviennent 
nuls et la tige continue son mouvement à une vitesse constante. 

εε ′=

 
Le même phénomène se produit dans le moteur dont on a vu le principe à la fig. 5.16. Le 
cadre est en effet soumis à un couple, mais ne va pas accélérer indéfiniment son mouvement 
de rotation ! Lorsque le cadre tourne dans le champ magnétique, il est le siège d’une fem 
induite, semblable à celle d’un générateur (7.21) et qui s’oppose à la fem extérieure.  Cette 
force contre-électromotrice fcem est proportionnelle à la vitesse angulaire ω  du moteur. 
Lorsqu’on met le moteur en marche, le cadre est au repos et il n’y a donc pas de fcem.  Le 
courant de démarrage peut être assez intense parce qu’il n’est limité que par la résistance de 
la bobine. 
Au fur et à mesure que la vitesse augmente l’augmentation de fcem réduit le courant, qui 
dépend de la fem totale. 
En l’absence de travail mécanique (et de frottements) la vitesse augmenterait jusqu’à ce que 
la fcem devienne égale (et opposée) à la fem extérieure. 
Lorsque le moteur effectue un travail mécanique, la vitesse angulaire diminue, ce qui réduit 
la fcem, et provoque une augmentation du courant.  La puissance fournie par la source 
extérieure est donc convertie en puissance mécanique par le moteur. 
 
 
 
7.4 Energie magnétique 
 
 
Nous ferons ici l’approximation quasi-statique pour l’étude des champs variables. 
Cette approximation consiste à utiliser les formules de la statique pour calculer les champs, 
même lorsque les charges ou les courants sont variables. 
En particulier on utilisera les formules de la magnétostatique pour calculer les champs 
magnétiques variables qui interviennent dans la loi de Faraday. Cela revient à considérer que 
le champ magnétique à un instant est produit par les valeurs des courants à ce même instant. 
Cette approximation restera valable pour autant que les vitesses de fluctuations ne 
deviennent pas trop grandes et pour autant qu’on ne calcule pas les champs en des points très 
éloignés des sources. 
 
 
Les expressions (2.38) (2.39) donnent l’énergie nécessaire pour assembler un système de 
charges et donc aussi l’énergie électrostatique contenue dans le système de charges. 
Nous considérons ici l’énergie nécessaire pour établir une certaine configuration de densités 
de courants. 
Nous considérons le travail réversible que l’on doit effectuer pour contrer le champ 
électrique induit (et donc la fem induite) lorsqu’on établit le courant.  Cette énergie est 
réversible dans la mesure où on pourrait la récupérer en annulant le courant.  Nous ne 
considérons donc pas l’énergie dissipée dans les résistances et définitivement perdue. 
 
Soit un volume D contenant une densité de charge ρ  immobile.  Lorsque cette densité de 
charges est mise en mouvement à l’intérieur du volume D fixe, elle produit un potentiel 
vecteur A  qui induira une force par unité de volume : 
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t
AEf

∂
∂

ρ−=ρ=         (7.25) 

 
(on ne prend donc que le champ induit tA ∂∂−  dans l’expression générale (7.3) du champ 
électrique) 
Si v  est la vitesse des charges , la puissance par unité de volume qui doit être fournie au 
système pour contrer cette force de réaction vaut 
 

t
A.J

t
A.vf.vp

∂
∂

=
∂
∂

ρ=−=       (7.26) 

 
En introduisant la densité de courant vJ ρ= , la puissance totale est donnée par 
 

τ
∂
∂

== ∫ d
t
A.J

dt
WdP

D
m        (7.27) 

 
Dans le cas quasi-statique où le potentiel vecteur varie linéairement avec la densité de 
courant, cette relation peut encore s’écrire : 
 

∫ τ=
D

m dA.J
2
1

dt
d

dt
Wd        (7.28) 

 
et l’énergie totale qui a du être fournie au système pour créer la densité de courant J  vaut : 
 

∫ τ=
Dm dA.J

2
1W         (7.29) 

 
et est généralement appelée énergie magnétique du système. 
 
Comme A  et J  peuvent tous deux être reliés à B ,après quelques calculs (voir note), on peut 
exprimer l’énergie magnétique, dans le vide, des courants constants en fonction seulement 
du champ magnétique, par : 
 

∫ τ
μ

= dB
2

1W 2

0
m         (7.30a) 

 
où l’intégrale est étendue à tout l’espace. Dans un milieu magnétique linéaire et homogène, 
l'expression devient 
 

 ∫ τ
μ

= dB
2

1W 2
m         (7.30b) 

 
On remarquera la similitude entre les expressions (7.29) (7.30) pour l’énergie 
magnétostatique et les expressions (2.39) (2.44) pour l’énergie électrostatique : 
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∫∫ τ
ε

=τρ= dE
2

dV
2
1W 20

e       (7.31) 

∫∫ τ
μ

=τ= dB
2

1dJ.A
2
1W 2

0
m       (7.32) 

 
 
Note : démonstration de (7.30) pour un système de courants constants. 

∫ τ=
Dm dJ.A

2
1W  

où l’intégrale porte sur les volumes parcourus par des courants (libres).  Considérons le cas 
d’un milieu magnétique linéaire 

JHrotBrot μ=μ=  

où J  désigne donc les courants libres. 

∫ τ
μ

=
Dm dBrot.A

2
1W  

On utilise l’identité 
Brot.AArot.B)BA(div −=×  

ce qui donne, avec ArotB =  

)BA(divB.BBrot.A ×−=  
Et donc 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ τ×−τ

μ
= ∫∫ DD

2
m d)BA(divdB

2
1W  

En appliquant Ostrogradsky 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ×−τ

μ
= ∫∫ SD

2
m dS.)BA(dB

2
1W  

où S est la surface entourant le volume D. 
En intégrant sur tout l’espace, la contribution de l’intégrale de surface sera nulle car les 
champs deviennent nuls à l’infini, et donc 

∫ τ
μ

=
espace

2
m dB

2
1W  

Dans le vide on remplacera μ  par . 0μ
 
 
 
 
7.5 Coefficients de couplage 
 
Considérons maintenant un ensemble de volumes  parcourus par des courants constants 

, de densité 
iD

iI iJ .  L’énergie magnétique totale, suivant (7.29) est : 
 

∑ ∫ τ=
i

D iim
i

dA.J
2
1W        (7.33) 
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Le potentiel vecteur peut être écrit sous la forme 
 

∑=
j

jAA          (7.34) 

 
où jA  est le potentiel produit par les sources du volume j.  Après normalisation par les 
courants , l’énergie peut encore s’écrire iI
 

iD ji

ji

i j
jim d

II
A.J

II
2
1W

i
τ= ∫∑ ∑      (7.35) 

 
et nous définirons les coefficients de couplage inductifs  par les relations jiL
 

∫ τ=
iD iji

ji
ji dA.J

II
1L        (7.36) 

 
de sorte que l’énergie s’écrit 
 

∑ ∑=
i j

jijim IIL
2
1W        (7.37) 

 
En utilisant (5.17) pour le potentiel vecteur : 
 

jD
j0j d

R
J

4
A

j
τ

π
μ

= ∫         (7.38) 

 
les coefficients de couplage peuvent se mettre sous la forme symétrique 
 

jiD D
ji

ji

0
ji d.d

R
J.J

II4
L

i j
ττ

π
μ

= ∫ ∫      (7.39) 

 
La relation (7.39) est appelée formule de Neumann. 
 
Les coefficients  traduisent les interactions mutuelles entre les différents volumes  
parcourus par des densités de courants. Ils s'expriment en Henry (V.s/A). Ils ne dépendent 
que de l’agencement spatial des différents éléments et pas de l’intensité des courants 
(l’intégrale dans (7.39) donnera un résultat proportionnel au produit ). 

jiL iD

ji II
 

)ji(L ji ≠  est l’inductance mutuelle entre  et , tandis que  est l’inductance 

propre (ou auto-inductance ou self-inductance) de .  On voit que  d’après 
(7.39). 

iD jD

iD
iiL

iL ijj L=
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L’énergie mW  doit être positive quelles que soient les valeurs des courants, et donc (7.37) 
est une forme quadratique définie positive.  La matrice  est donc symétrique et définie 
positive, et en particulier ses éléments diagonaux sont positifs : 

]L[ ji

 
0L ii >          (7.40) 

 
Nous n’avons fait jusqu’à présent aucune hypothèse concernant les volumes  parcourus 
par les densités de courants.  Si les domaines  représentent des portions de circuits 

filiformes , les expressions (7.36) et (7.39) deviennent, avec 

iD

iD

ic dIdJ =τ  : 
 

∫=
ic ij

j
ji d.A

I
1L        (7.41) 

∫ ∫π
μ

=
i jc c

ji0
ji R

d.d
4

L        (7.42) 

 
et l’énergie magnétique est toujours donnée par (7.37).  Notons que ces expressions 
divergent pour . ji =
 
Si les domaines  sont maintenant des circuits filiformes et iD fermés, on écrira 
 

∫=
ic ij

j
ji d.A

I
1L        (7.43) 

∫ ∫π
μ

=
i jc c

ji0
ji R

d.d
4

L        (7.44) 

 
et on pourra introduire la notion de flux coupé par un circuit fermé et de force électromotrice 
induite. 

 

circuit 1

circuit 2 

R

 
Fig. 9 Illustration du calcul de L21 par (7.44) 

 
Le flux  coupé par le circuit i est, suivant (5.19) : iΦ
 

∫=Φ
ic ii d.A         (7.45) 
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en remplaçant A  par (7.34) et en utilisant (7.43) 
 

∑∑ ∫ ==Φ
j

jji
j

c iji ILd.A
i

      (7.46) 

 
Le flux coupé par chaque circuit est une fonction linéaire des courants. 
La force électromotrice induite dans le circuit i lorsque les courants varient est, comme on 
l’a vu au §7.1 : 
 

icc ii d.
t
Ad.E

ii
∫∫ ∂

∂
−==ε  

dt
dd.A

dt
d i

c i
i

Φ
−=−= ∫       (7.47) 

 
On peut donc écrire 
 

∑−=Φ
−=

j

j
ji

i
i dt

Id
L

dt
dε        (7.48) 

 
A partir de (7.37) (7.46) on peut également exprimer l’énergie magnétique par 
 

∑ Φ=
i

iim I
2
1W         (7.49) 

 
Illustrons ceci dans le cas de deux circuits filiformes fermés.  Un courant  dans le circuit 1 

produira un champ 
1I

1B .  Le circuit 2 coupera un flux 1212 IL=Φ  et le circuit 1 coupera 
également un flux 1111 IL=Φ  dû à son propre courant. 
 

 

circuit 1

circuit 2

 
Fig. 10 Champ magnétique et flux produit par I1 

 
Si un courant  parcourt également le circuit 2, le flux total coupé par chaque circuit sera 2I
 

2221212

2121111
ILIL

ILIL
+=Φ
+=Φ

        (7.50) 
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On utilise généralement les notations 
 

MLL 2112 ==   inductance mutuelle 

222111 LL,LL ==  inductances propres 
 
Si les courants varient, les fem induites dans chaque circuit seront 
 

dt
IdL

dt
IdM

dt
IdM

dt
IdL

2
2

1
2

21
11

−−=

−−=

ε

ε
       (7.51) 

 
L’énergie du système est donnée par 
 

2
2221

2
11m IL

2
1IIMIL

2
1W ++=       (7.52) 

 
La matrice 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1
LM
ML

 

 
étant définie positive, on a 
 

2
2121 MLL,0L,0L >>>      (7.53) 

 
On définit le coefficient de couplage par 
 

1k,LLMk 21 <=       (7.54) 
 
Si presque tout le flux produit par l’un des circuits traverse l’autre circuit, le coefficient de 
couplage est proche de l’unité.  Si les circuits sont très éloignés le coefficient de couplage est 
très petit, de même que l’inductance mutuelle. 
 
Dans le cas d’un circuit (filiforme et fermé) isolé, on aura : 
 

IL=Φ          (7.55) 
 
où  est le flux coupé par le circuit et dû à son propre courant.  La fem induite est Φ
 

dt
IdL−=ε          (7.56) 

 
et l’énergie 
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2
m IL

2
1W =          (7.57) 

 
Dans le cas où le flux ne peut pas être clairement défini pour utiliser (7.55), on déterminera 
l’inductance L à partir de (7.57) : 
 

2
m

I

W2L =          (7.58) 

 
en calculant mW  par (7.29) ou (7.30). 
 
 
 
7.6 Exemples 
 
 
7.6.1 Long solénoïde 
 
Considérons un solénoïde suffisamment long pour pouvoir négliger les effets de bords et 

comportant 1
1

1 nN
=  spires par unité de longueur. 

 
Fig. 11 Solénoïde avec deux enroulements 

 
Le champ magnétique est uniforme à l’intérieur du solénoïde et est donné par (5.9a) 
 

z110 1InB μ=         (7.59) 
 
si l’axe du solénoïde est aligné suivant z. 
Le flux coupé par chaque spire est 
 

SIn 1101 μ=Φ′  
 
où S est la section transversale ( ). 2aS π=
Le flux total coupé, par les  spires, est 1N
 

11
2
1011 SINN μ=Φ′=Φ  

 
et donc l’inductance est 
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)H(SN
I

L 1
2
101 μ=

Φ
=        (7.60) 

 
Cette expression n’est qu’approximative car nous avons négligé tout flux de dispersion.  
L’inductance réelle sera en fait inférieure. 
 
On peut également calculer l’énergie magnétique à partir de (7.30) 
 

1
2
1

2
10

2

0
m .SIn

2
1volume.B

2
1W μ=
μ

=  

 
et on retrouve bien  en appliquant (7.58). 1L
 
On place un 2ème enroulement sur le même solénoïde, avec 222 nN =  spires par unité de 
longueur. Le courant , provoquera un flux 1I 2Φ  dans ce 2ème enroulement : 
 

SINNSBN 1
1

21
022 μ==Φ  

 
et l’inductance mutuelle est donc 
 

SNN
I

M
1

21
0

1

2 μ=
Φ

=        (7.61) 

 
Si on place dans le solénoïde un matériau magnétique linéaire de perméabilité μ  grande 
( ), le champ magnétique sera renforcé par la magnétisation du matériau, et sera 
donné par (6.29) : 

0μ>>μ

 
z11 1InB μ=  

 
et l’inductance 
 

1
2
11 SNL μ=         (7.62) 

 
sera augmentée d’un facteur 0r μμ=μ . C’est le principe des inductances à noyau. 
Si le matériau magnétique n’est pas linéaire, le champ magnétique et le flux ne seront plus 
des fonctions linéaires du courant et la valeur de l’inductance dépendra du courant.  Ce sera 
une inductance non linéaire. 
 
 
Valeurs numériques :  
 02121 cm1acm5cm10100N1000N μ=μ=====  
  mH395.0MmH95.3L1 ==
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7.6.2 Tore 

matériau magnétique, à section rectangulaire sur lequel est enroulé 
un bobinage de N spires. 

 
On considère un tore, en 

 
Fig. 12 Tore à section rectangulaire 

e champ H , à l'intérieur du tore, a été calculé en (6.35) : 
 

 
L

ϕ
π

= 1
r2
INH  

 
Contrairement à ce que nous avons fait au §6.6.2., nous considérons ici que le matériau 
magnétique est linéaire avec une perméabilité μ .  Le champ magnétique sera donc, dans le 

re 
 
to

ϕ
π

μ
=μ= 1

r2
INHB         (7.63) 

e flux dans le tore est 
 

 
L

rdh
r2
INdS.B

SS ∫∫ π
μ

==Φ  

a
bln

2
hIN

r
rd

2
hIN b

a π
μ

=
π

μ
= ∫  

 
Ce flux est coupé N fois par l’enroulement et l’inductance de la bobine torique est 
 

a
bln

2
hNL

2

π
μ

=         (7.64) 

t elle est proportionnelle à  et à  

n peut faire le lien avec la réluctance du circuit magnétique définie en (6.48) : 

 
μ 2N .e

 
O
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Φ
=ℜ

IN  

I
L =  N Φ

où  est la réluctance du tore. Et donc ℜ

ℜ
=

2NL          (7.65) 

.7 Forces magnétiques 

des travaux virtuels est souvent un moyen adéquat 

vec  L et parcouru par un courant I. 
uite à un déplacement virtuel , le bilan sera : 

variation d’énergie potentielle 
  accompli par l’extérieur 

 

 
 
 
7
 
Comme en électrostatique, la méthode 
pour trouver des forces ou des couples. 
Considérons un circuit fermé, a  une inductance

xΔS
 
travail de la source +      travail mécanique   = 
 

mS Wx.FW Δ=Δ+Δ    (7.66) 
 

2L’énergie potentielle est m IL
2

W = . 

Le déplacement produira une variation de flux et une fem induite.  Le

1

 travail fourni par la 
ource pour contrer cette fem pendant le temps s tΔ  du déplacement est 

 

ΔΦ=Δ
Δ
ΔΦ

=Δ−=Δ It.
t

ItIWS ε       (7.67) 

.7.1 Barreau magnétique dans un solénoïde 

n considère un solénoïde avec un barreau de perméabilité 

 
 
 
7
 
O μ , partiellement introduit. 
 

 
Fig. 13 Solénoïde avec un barreau mobile 
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On provoque un déplacement  du noyau, et donc une variation de l’inductance, en 
aintenant le courant constant. 

Dans ce cas 
 

xΔ
m

ΦΔ=ΦΔ= I
2

)I
2

()I2  Δ=Δ
11L

2
1(Wm

SW
2
1
Δ=         (7.68) 

et donc 
 

 
mx Wx.F Δ−=Δ         (7.69) 

omme le courant est m
 
C aintenu constant : 
 

 LI
2

Wm Δ=Δ         (1 2 7.70) 

t à la limite d'un dépla
 
e cement infiniment petit : 
 

 
dx

I
2

Fx −=         (7.71) 

 
Si le barreau est ferromagnétique et qu'il est retiré de dx de la b

dL1 2

obine, l'inductance L va 
iminuer et la force mécanique nécessaire est donc positive. Le barreau ferromagnétique est 
onc attiré vers l'intérieur du solénoïde par les forces magnétiques. 

.7.2 Force portante d’un aimant 

e ce déplacement ne produit pas de variation de flux, donc pas de fem induite 
et pas de travail de la source (la source s’ajuste donc pour maintenir le flux constant). Le 

ilan est alors 

 

d
d
 
 
 
7
 
 
On donne un accroissement virtuel yΔ  à la longueur de l’entrefer d'un électro-aimant. 
On suppose qu

b
my WyF Δ=Δ  
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Fig. 14 Électro-aimant 

 
Seule la longueur de l’entrefer a changé et le déplacement yΔ  ne modifie donc que l’énergie 
dans les deux entrefers. En appliquant (7.30), S étant la section transversale 
 

yS
2
B2W

0

2
m Δ

μ
=Δ  

 
Il faut exercer une force positive pour séparer les armatures et il y a donc une force 
d’attraction entre les armatures 
 

S
SBF

0

2

0

2
y μ

Φ
=

μ
=         (7.73) 

 
et la pression portante sur les armatures est 
 

0

2

2
BS2Fp
μ

==   (N/m2)      (7.74) 

 
La pression portante étant proportionnelle au carré de B, un électro-aimant peut parfaitement 
fonctionner en courant alternatif, mais dans ce cas la source doit également fournir l'énergie 
perdue par hystérésis. 
L'expression de la pression portante ne dépend que de la valeur prise par le champ 
magnétique B dans le circuit et restera valable pour un aimant permanent. 
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7.8 Le courant de déplacement 
 
Il reste à examiner la forme complète de la dernière équation de Maxwell (1.9), qui est aussi 
appelée la loi d’Ampère : 
 

t
EJBrot 000 ∂

∂
με+μ=        (7.75) 

 
Le rotationnel de B  est donc déterminé, non seulement par les densités de courant, mais 
aussi par la variation temporelle du champ électrique. 
Ce deuxième terme est bien indispensable, pour qu’en prenant la divergence de (7.75), on 
obtienne bien l’équation de conservation de la charge : 
 

t
Jdiv

∂
ρ∂

−=          (7.76) 

 
En appliquant le théorème de Stokes, la forme intégrale de la loi d’Ampère s’écrit donc 
 

dS.
t
EId.B

S000c ∫∫ ∂
∂

με+μ=      (7.77) 

 
Pour des raisons historiques, on appelle 
 

dS.
t
EI

S0D ∫ ∂
∂

ε=   (A)      (7.78) 

 
le courant de déplacement à travers la surface S, et on écrit 
 

)II(dS.B D0c
+μ=∫        (7.79) 

 
Il ne s’agit en fait pas d’un courant mais d’une quantité qu’il faut ajouter au courant dans la 
loi d’Ampère. 
 
On peut illustrer la forme générale de la loi d’Ampère en considérant le processus de charge 
d’un condensateur. 
 

 
Fig. 15 Charge d'un condensateur 
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Soit un condensateur plan que l’on charge par un courant de conduction . Ce courant 
produit un champ magnétique, et l’application de (7.77) donne 

cI cI  

 

∫∫ ∂
∂

με+μ=
S 00c0c

dS.)
t
EJ(d.B      (7.80) 

 
où S est n’importe quelle surface s’appuyant sur le contour fermé c. Prenons successivement 
la surface  et la surface . 1S 2S
Sur la surface , il n’y a pas de champ électrique (on suppose que le courant  circule 
dans un conducteur parfait) et donc 

1S cI

 

c0S 1c0c
IdS.Jd.B

1
μ=μ= ∫∫      (7.81) 

 
Sur la surface  (qui passe au milieu du condensateur), il n’y a pas de courant de 
conduction, mais il y a un champ électrique : 

2S

 

A
)t(Q)t(E

0ε
=          (7.82) 

 
où Q est la charge du condensateur et A sa surface.  A l’intérieur du condensateur on a donc 
 

c
00

I
A

1
dt
dQ

A
1

t
E

ε
=

ε
=

∂
∂        (7.83) 

 
et l’intégrale sur la surface  2S
 

t
EAdS.

t
E

002S 00
2 ∂

∂
με=

∂
∂

με∫      (7.84) 

 
donnera bien le même résultat, car la circulation du champ magnétique dans (7.80) doit 
rester la même quelle que soit la surface choisie. 
 
Notons que dans un conducteur le courant de déplacement est généralement très faible, et 
donc négligeable, devant le courant de conduction. Considérons un champ électrique 
alternatif 

tcosEE 0 ω=  
Dans un conducteur métallique, de conductivité σ  et de permittivité 0ε=ε , la densité de 
courant de conduction sera 

EJc σ=  
tandis que la densité de courant de déplacement sera 

tsinE
t
EJ 000d ωεω−=

∂
∂

ε=  

On a donc : 
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0maxd

maxc

J
J

εω
σ

=         (7.85) 

Pour un conducteur métallique, prenons  : 117 m10 −−Ω=σ

f
10

J
J 17

maxd

maxc ≅  

où πω= 2f  est la fréquence en Hertz. Le courant de déplacement est donc complètement 
négligeable devant le courant de conduction, jusqu’à des fréquences très élevées. 
 
Par contre dans un isolant, la conductivité sera très faible, et ce sera le courant de conduction 
qui sera faible devant le courant de déplacement. 
Enfin dans le vide, il n’y a plus aucun courant de conduction et le courant de déplacement est 
le seul terme qui subsiste dans (7.75), et qui est indispensable pour expliquer la propagation 
des ondes électromagnétiques. 
 
 
 
7.9 Les équations de Maxwell dans la matière 
 
Reprenons la forme complète des équations de Maxwell : 
 

0
Ediv

ε
ρ

=          (7.86) 

0Bdiv =          (7.87) 

t
BErot

∂
∂

−=          (7.88) 

t
EJBrot 000 ∂

∂
με+μ=        (7.89) 

 
qui expriment le lien entre les sources (charges et courants) et les champs. 
Ces équations sont complètes, à condition que ρ  et J  tiennent compte de toutes les charges 
et de tous les courants. 
Dans certains cas, lorsque l’on travaille avec des matériaux diélectriques ou magnétiques, on 
préfère une autre présentation des équations de Maxwell, en faisant apparaître explicitement 
les seuls charges et courants libres, par opposition aux charges et courants qui sont liés à la 
matière. 
 
Dans un diélectrique, la polarisation P  produit une densité de charges (3.3) 
 

Pdivpol −=ρ          (7.90) 
 
Lorsque P  varie avec le temps, les charges de polarisation varient également et produisent 
un courant de polarisation polJ . En utilisant une équation de continuité semblable à (1.11) 
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t
Jdiv pol

pol
∂

ρ∂
−=         (7.91) 

on a 

)Pdiv(
t

Jdiv pol
∂
∂

=  

et donc 

t
PJpol

∂
∂

=          (7.92) 

Toute variation temporelle de la polarisation est donc équivalente à un courant. 
 
De même, dans un milieu magnétique, la magnétisation M  produit une densité de courant 
 

MrotJmag =          (7.93) 
 
La charge totale est donc 
 

Pdivpol −ρ=ρ+ρ=ρ        (7.94) 
 
et le courant total 
 

magpol JJJJ ++=  

Mrot
t
PJ +

∂
∂

+=         (7.95) 

 
L’équation (7.86) devient 
 

)Pdiv(1Ediv
0

−ρ
ε

=  

 
et en introduisant le champ de déplacement (3.8) 
 

PED 0 +ε=  

ρ=Ddiv  
 
L’équation (7.89) devient 
 

t
E)Mrot

t
PJ(Brot 000 ∂

∂
με++

∂
∂

+μ=  

 
et en introduisant l’excitation magnétique H  (6.20) : 
 

MB1H
0

−
μ

=  
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t
DJHrot

∂
∂

+=  

 
Les équations de Maxwell peuvent alors s’écrire, en fonction des charges et courants libres : 
 

ρ=Ddiv  

0Bdiv =  

t
BErot

∂
∂

−=          (7.96) 

t
DJHrot

∂
∂

+=  

 
Il faut alors ajouter des relations constitutives liant E  à D  et B  à H . Dans le cas particulier 
des milieux linéaires : 
 

ED ε=  

HB μ=  
 
 
 
7.10 Conditions aux limites des champs électromagnétiques 
 
Les champs E , B , D , H  présenteront une discontinuité à la surface de séparation entre 
deux milieux de propriétés différentes. Dans le cas général, la surface peut contenir une 
charge superficielle (libre)  et un courant superficiel (libre) σ K . 
Les équations de Maxwell (7.96) s'écrivent, sous forme intégrale : 
 
 QdS.D

S
=∫         (7.97) 

 0dS.B
S

=∫          (7.98) 

 ∫∫ −=
Sc

dS.B
dt
ddl.E        (7.99) 

 ∫∫ +=
Sc

dS.D
dt
dIdl.H        (7.100) 

 
En appliquant (7.97) (7.98) à un volume situé de part et d'autre de la surface, on obtiendra, 
comme en (3.18) (5.48) : 
 
 σ=− n2n1 DD         (7.101) 
          (7.102) n2n1 BB =
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On applique ensuite (7.99) (7.100) à un contour élémentaire situé de part et d'autre de la 
surface (fig. 5.18). Lorsque la hauteur du contour tend vers zéro, le flux de B  (ou de D ) 
devient nul, et on obtient : 
 
 0l.)EE( 21 =−  
          (7.103) t2t1 EE =
 
et d'autre part 
 
 lnlncadre le dans21 1.)1K(l)11(.KlIl.)HH( ×=×==−  

  n21 1KHH ×=−

         (7.104) K)HH(1 21n =−×
 
Les conditions (7.101) (7.102) (7.103) (7.104) que l'on obtient sont donc les mêmes que pour 
les champs statiques. 
 
Dans le cas où les milieux sont linéaires, on peut exprimer les conditions en fonction des 
seuls champs E  et B  : 
 
 σ=ε−ε n22n11 EE  
  t2t1 EE =
          (7.105) n2n1 BB =

 K)BB(1
2

2

1

1
n =

μ
−

μ
×  

 
Et lorsqu'il n'y a pas de charge ni de courant libre de surface : 
 
  n22n11 EE ε=ε
  t2t1 EE =
          (7.106) n2n1 BB =

 
2

t2

1

t1 BB
μ

=
μ

 

 
 
 
7.11 Les potentiel retardés 
 
Nous cherchons à exprimer la solution générale des équations de Maxwell en présence de 
charges et de courants, c’est-à-dire à exprimer les champs E  et B  connaissant les charges 

 et les courants )t,z,y,x(ρ )t,z,y,x(J . 
En statique, la réponse est donnée par la loi de Coulomb et la loi de Biot-Savart. 
 
Nous avons vu que les champs électrique et magnétique s’expriment en fonction des 
potentiels par 



 143 

ArotB =          (7.107) 

t
AVgradE

∂
∂

−−=         (7.108) 

Les champs obtenus par ces relations respecteront automatiquement les deux équations de 
Maxwell : 

0Bdiv =  et 
t
BErot

∂
∂

−=  

Les deux autres équations de Maxwell donneront les relations entre les potentiels et les 
sources (charges et courants). 
En substituant (7.108) dans 

0
Ediv

ε
ρ

=  

on a  

0
)

t
AVgrad(div

ε
ρ

=
∂
∂

−−  

0
)Adiv(

t
V

ε
ρ

−=
∂
∂

+Δ        (7.109) 

 
En substituant (7.107) et (7.108) dans 
 

t
EJBrot 000 ∂

∂
με+μ=  

on a 

)
t
AVgrad(

t
J)Arot(rot 000 ∂

∂
−−

∂
∂

με+μ=  

 
On utilise l’identité 

A)Adiv(grad)Arot(rot Δ−=  
et donc 

)
t
VAdiv(gradJ

t
AA 0002

2
00 ∂

∂
με++μ−=

∂

∂
με−Δ    (7.110) 

 
Rappelons que le potentiel vecteur n’est pas entièrement défini par (7.107) et qu’on peut 
donc imposer une condition supplémentaire, sans changer les champs E  et B  qui résulteront 
de ces potentiels. En statique, on avait choisi la condition 
 

0Adiv =  
 
Ici on choisira la condition 
 

t
VAdiv 00 ∂

∂
με−=         (7.111) 
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afin de simplifier et découpler les équations (7.109) et (7.110). La relation (7.111) entre les 
potentiels s’appelle la jauge de Lorentz.  On obtient alors 
 

02

2
00

t
VV

ε
ρ

−=
∂

∂
με−Δ        (7.112) 

J
t
AA 02

2
00 μ−=
∂

∂
με−Δ        (7.113) 

 
qui sont des équations d’onde non homogènes. La jauge de Lorentz permet de découpler les 
équations pour A  et V. 
En statique, les relations correspondantes étaient (2.16) (5.13) et leurs solutions (2.15) 
(5.17). 
La solution physique de (7.112) et (7.113) est donnée par les potentiels retardés : 
 

τ
−ρ

επ
= ∫ d

R
)cRt(

4
1)t(V

0
      (7.114) 

τ
−

π
μ

= ∫ d
R

)cRt(J
4

)t(A 0        (7.115) 

 
où 001c με=  est la vitesse de propagation (vitesse de la lumière dans le vide). 

Pour obtenir le potentiel à un instant t, il faut donc utiliser les valeurs des sources ρ  et J  à 
des instants antérieurs  fonctions du temps de propagation. )cRt( −
En comparant avec les solutions statiques (2.15) (5.17), on voit que le seul effet du terme 
supplémentaire 22 t∂∂  dans (7.112) et (7.113) est d’introduire ce retard )cRt( −  dans 
l’expression des potentiels. 
Les champs E  et B  peuvent ensuite être obtenus à partir des potentiels en utilisant les 
équations (7.107) et (7.108). 
L’ensemble des 4 équations (7.107) (7.108) (7.114) (7.115) constitue donc la solution 
générale des équations de Maxwell. 
 
 
 
7.12 Ondes électromagnétiques 
 
Dans le vide, donc dans une région sans charge ni courant, on a 
 

0Ediv =          (7.116a) 

0Bdiv =          (7.116b) 

t
BErot

∂
∂

−=          (7.116c) 

t
EBrot 00 ∂

∂
με=         (7.116d) 
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Calculons : 

)
t
B(rotE)Ediv(grad)Erot(rot

∂
∂

−=Δ−=  

2

2
00

t
E)Brot(

t ∂

∂
με−=

∂
∂

−=  

)
t
E(rotB)Bdiv(grad)Brot(rot 00 ∂

∂
με=Δ−=  

2

2
0000

t
B)Erot(

t ∂

∂
με−=

∂
∂

με=  

 
Comme 0Ediv =  et 0Bdiv = , on a  
 

0
t
EE 2

2
00 =
∂

∂
με−Δ        (7.117) 

0
t
BB 2

2
00 =
∂

∂
με−Δ        (7.118) 

 
Chaque composante cartésienne de E  et B  satisfait donc à l’équation d’onde à trois 
dimensions, du type : 
 

0
t

f
c
1f 2

2

2 =
∂

∂
−Δ         (7.119) 

0
t

f
c
1

z
f

y
f

x
f

2

2

22

2

2

2

2

2
=

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂  

 
et se propage, dans le vide, à la vitesse de la lumière 

sm10.31c 8

00
=

με
=  

 
Pour illustrer ceci, considérons l’équation d’onde à une dimension 
 

0
t

f
v
1

z
f

2

2

22

2
=

∂

∂
−

∂

∂         (7.120) 

 
On peut vérifier par substitution que cette équation admet comme solution toutes les 
fonctions de la forme 
 

)tvz(g)t,z(f −=         (7.121) 
 
c’est à dire les fonctions qui dépendent de z et t par la combinaison spéciale . tvz −
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La fonction (7.121) représente une forme fixe qui se déplace dans la direction z avec la 
vitesse v. 
 

 
Fig. 16 Onde qui se propage à la vitesse v 

 
(La solution générale de (7.120) est en fait donnée par )tvz(h)tvz(g)t,z(f ++−=  et on 
s'intéresse seulement à l'onde qui se propage vers les z positifs) 
 
 
7.12.1 Ondes planes dans le vide 
 
Supposons que les grandeurs des champs ne dépendent que de z et qu’il n’y a aucune 
variation des champs avec x et y. Ce sont donc des ondes planes se déplaçant dans la 
direction z, et les champs sont uniformes dans tout plan perpendiculaire à la direction de 
propagation. 
 

 
Fig. 17 Onde plane 

 
Examinons les équations dans ce cas particulier. 
 

0
z

E
y

E
x

EEdiv zyx =
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=  

 
et donc, comme il n’y a pas de variation avec x et y : 
 

0
z

Ez =
∂
∂  

 
La composante en z de (7.116d) donne, pour la même raison 
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0
t

E
y

B
x

B z
00

xy =
∂
∂

με=
∂
∂

−
∂

∂
 

 
La composante  du champ électrique est donc constante dans l’espace et dans le temps.  
Nous nous intéressons seulement aux champs dynamiques et nous pouvons donc considérer 
que . Le champ électrique est donc normal à la direction de propagation. 

zE

0Ez =
A partir des équations (7.116), en faisant le même raisonnement pour le champ magnétique, 
on déduira que 0Bz =  et le champ magnétique est également normal à la direction de 
propagation. 
 
Le champ électrique, normal à la direction de propagation, peut avoir une composante  et 
une composante .  Pour simplifier le problème, traitons le cas où le champ électrique a 

seulement une composante , et donc 

xE

yE

xE 0E y =  : 
 

xx 1)t,z(EE =         (7.122) 
 

Les équations (7.116c) et (7.116d) donnent alors 
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xxyx 1
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B
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t
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∂

∂
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∂
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−=
∂
∂  
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∂
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on en déduit que 
 

0
t

Bx =
∂
∂  et 0

z
Bx =
∂
∂  

 
et donc  et le champ magnétique aura seulement une composante y 0Bx =
 

yy 1)t,z(BB =         (7.123) 
 
Les champs E  et B  sont donc normaux entre eux, et normaux à la direction de propagation. 
 

 
Fig. 18 Les champs d'une onde plane 

 
 
 



 148 

Les composantes  et  sont liés par : xE yB
 

t
B

z
E yx

∂

∂
−=

∂
∂         (7.124a) 

t
E

z
B x

00
y

∂
∂

με−=
∂

∂
       (7.124b) 

 
D’autre part,  et  sont solutions de l’équation d’onde (7.119) : xE yB
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et sont donc de la forme (7.121) 
 

)tcz(pEx −=  
)tcz(hBy −=  

 
et les équations (7.124) seront satisfaites à condition que 
 

)tcz(p)tvz(h 00 −με=−  

)tcz(p
c
1

−=  

 
et donc les amplitudes des champs électrique et magnétique sont liés par la relation 
 

)t,z(E
c
1)t,z(B xy =        (7.125) 

 
où c est la vitesse de propagation. 
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7.12.2 Propagation dans un milieu linéaire 
 
Dans un milieu matériel, et en l’absence de charges et de courants libres, les équations de 
Maxwell (7.96) sont : 
 

0Ddiv =  

0Bdiv =  

t
BErot

∂
∂

−=          (7.126) 

t
DHrot

∂
∂

=  

 
Si le milieu est linéaire et homogène 
 

ED ε=  

B1H
μ

=  

 
les équations deviennent 
 

0Ediv =  

0Bdiv =  

t
BErot

∂
∂

−=          (7.127) 

t
EBrot

∂
∂

με=  

 
et sont donc identiques aux équations dans le vide, avec 00 με  qui est remplacé par με .  
On peut donc adapter sans difficulté les résultats précédents.  En particulier, dans un milieu 
linéaire et homogène, les ondes électromagnétiques se propageront à une vitesse : 
 

με
=

1v          (7.128) 

 
inférieure à la vitesse dans le vide. 
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7.13 Le spectre électromagnétique 
 
L’allure temporelle des champs dépend des fonctions sources ρ  et J , et les fonctions 
sinusoïdales sont particulièrement importantes dans de nombreux domaines.  Des charges ou 
des courants oscillants de manière sinusoïdale produisent des ondes électromagnétiques qui 
varient de la même manière. 
D’autre part toute grandeur qui varie en fonction du temps peut s’exprimer comme la somme 
de sinusoïdes de différentes fréquences par la série ou la transformée de Fourier, et donc 
toute onde peut s’exprimer comme une combinaison linéaire d’ondes sinusoïdales. 
L’étude des ondes et des phénomènes qui varient de manière sinusoïdale est donc un outil de 
base qui permet ensuite de généraliser à d’autres formes d’ondes. 
Les phénomènes physiques qui produisent des ondes électromagnétiques sont également 
associés à certaines fréquences d’oscillations. 
 
Une onde sinusoïdale a la forme 
 

[ )tvz(kcosA)t,z(f −= ]        (7.129) 
)tzk(cosA ω−=  

 

k
2π

=λ   longueur d’onde 

vk
2T π

=   période 

λ
=

π
==

v
2

vk
T
1f  fréquence (Hz) 

f2π=ω   pulsation angulaire ( srad ) 
 
Dans le cas d’une onde plane sinusoïdale, dans le vide, les relations (7.122) (7.123) (7.125) 
deviennent 
 

x0 1)tzk(cosEE ω−=        (7.130) 

y0y0 1)tzk(cos
c

E
1)tzk(cosBB ω−=ω−=  

 

 
Fig. 19 Onde sinusoïdale 
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Le spectre électromagnétique reprend les différentes fréquences des ondes 
électromagnétiques en fonction des applications ou des phénomènes physiques. 
 
 
 
 Fréquence (Hz) Longueur d’onde 

(dans le vide) 
Rayons γ  > 10 20 < 0,01 nm 
Rayons X 10 17 à 10 20 0,01 à 1 nm 
Ultraviolet 10 15 à 10 17 1 à 300 nm 
Lumière visible violet : 7,5 10 14 

rouge : 4 10 14 
violet : 400 nm 
rouge : 750 nm 

Infrarouge 10 12 à 10 14 3 à 300 mμ  
Spectre radio 3kHz à 300 GHz 1 mm à 100 km 
Énergie électrique 50 Hz 6000 km 
 

Le spectre électromagnétique 
 
 
 
 
 

Fréquence Longueur d’onde 
(dans le vide) 

Applications 

30 à 300 GHz 1 mm à 1 cm radar 
3 à 30 GHz 1 cm à 10 cm radar 

communications par satellites 
300 MHz à 3GHz 10 cm à 1 m TV 

GSM (900, 1800 MHz) 
UMTS (1950, 2150 MHz) 
BlueTooth (2.45 GHz) 
WLAN (Wireless local area 
network, 2.5 et 5 GHz) 
four à micro-ondes (2.45 GHz) 

30 MHz à 300 MHz 1 à 10 m TV, radio FM, police, traffic aérien 
3 à 30 MHz 10 à 100 m radio ondes courtes 
0,3 à 3 MHz 0,1 à 1 km radio AM 
30 à 300 kHz 1 à 10 km radio ondes longues 
3 à 30 kHz 10 à 100 km radionavigation 

M
ic

ro
-o

nd
es

 

 
Le spectre radio 
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8 CIRCUITS 
 
 
8.1 Introduction 
 
 
8.1.1 Le modèle de Kirchhoff 
 
Un circuit électrique est constitué par la connexion d’un certain nombre d’éléments : 
résistances, capacités, bobines, diodes, transistors,….Les circuits sont les composants 
essentiels des systèmes électriques et électroniques. Par exemple : 
• Dans un récepteur de radio on trouve des circuits d’amplification, de détection, 

d’alimentation,… 
• Le réseau téléphonique est constitué d’un grand nombre de circuits dont la fonction est 

de transmettre un signal d’un point à un autre, éventuellement à grande distance. 
• Le réseau de transport et de distribution d’énergie électrique est un très grand circuit. 
 
De manière générale les circuits peuvent être étudiés à partir des équations de 
l’électromagnétisme et donc du modèle de Maxwell. 
Nous nous intéressons cependant à une classe restreinte de circuits : les circuits à éléments 
concentrés pour lesquels il existe un modèle particulièrement simple et efficace: le modèle 
de Kirchhoff. 
Un circuit à éléments concentrés (ou circuit à constantes localisées) est un circuit dont les 
dimensions sont suffisamment petites par rapport à la longueur d’onde des champs pour que 
l’on puisse négliger tout effet de propagation. Un tel circuit n’a plus de dimension puisque 
les phénomènes s’y propagent instantanément ; il ne subsiste qu’une topologie. Dans le cas 
contraire, un circuit à éléments distribués (ou circuit à constantes réparties) est constitué 
entièrement ou partiellement d’éléments distribués. 
 
Soit un générateur sinusoïdal connecté à un circuit RC au moyen de fils de longueur  : A
  tcosVVV 0gAA ω==′

 
Fig. 1 

 
A l'autre extrémité, la tension sera retardée d'un temps c/td A=  où c est la vitesse de 
propagation (nous négligeons la résistance des fils) 

 
)2tf2(cosV)

T
t2tf2(cosV

)]tt([cosVV

0
d

0

d0BB

λ
π−π=π−π=

−ω=′
A  
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avec  et . On pourra donc considérer que f/1T = f/c=λ AABB VV ′′ ≈  pour autant que 
 , . Dans le cas contraire, il faudra traiter les fils comme une ligne de 

transmission. 
T Atd << λ<<

 
Dans un circuit à éléments concentrés, la notion de champs disparaît (il n’y a plus de 
variable d’espace) et il ne subsiste que les notions de tension et de courant. L’énergie 
électromagnétique est supposée être confinée à l’intérieur des éléments sans dimension, et 
pas dans l’espace qui les entoure ; on ne peut donc parler ni du rayonnement, ni de la 
propagation des ondes. Les lois de Kirchhoff (loi des nœuds et loi des mailles), valables pour 
tout circuit à éléments concentrés, peuvent se déduire des équations de Maxwell en faisant 
les hypothèses adéquates. Pour l’étude des circuits à éléments concentrés, également appelés 
réseaux de Kirchhoff, les lois de Kirchhoff peuvent alors être considérées comme des 
postulats. 
Les circuits à constantes localisées (qui sont décrits par des équations différentielles 
ordinaires) constituent ainsi une modélisation simplifiée des circuits à constantes réparties 
qui sont décrits par les équations de Maxwell (équations aux dérivées partielles). Les 
hypothèses restrictives menant aux réseaux de Kirchhoff sont valables pour de très 
nombreux cas pratiques, ce qui fait bien sûr l’intérêt du modèle, aussi bien dans le domaine 
de la transmission et de la transformation de l’énergie que dans celui de la transmission et de 
la transformation de l’information. Comme les équations aux dérivées partielles sont plus 
difficiles à manipuler, on a tout intérêt à utiliser le modèle de Kirchhoff lorsqu’il est 
applicable. 
Il ne faut cependant pas oublier que la validité du modèle dépend à la fois des dimensions du 
circuit physique et des fréquences qui s’y propagent. La plus grande dimension du circuit 
physique, L , doit être « suffisamment » petite par rapport à la longueur d’onde λ. Pour fixer 
les idées, plaçons la limite  à   et prenons quelques exemples : L < λ / 100
• ampli audio : mf kHz km Lmax ,= = ⇒ <20 15 150λ  

et la condition est certainement vérifiée. 
• ampli video (étage d’entrée avant démodulation) : 

cm.f MHz cm Lmax ,= = ⇒ <500 60 0 6λ  on se trouve à la limite. 
• antenne : la condition n’est certainement pas vérifiée. 
• réseau d’énergie électrique : mf Hz km L k= = ⇒ <50 6000 60, λ  

et la condition sera vérifiée pour la plupart des réseaux de distribution mais pas pour les 
grands réseaux de transport. 

• un composant (par exemple une résistance) de 2 cm de long devra être considéré comme 
composant distribué au-delà de 150 Mhz. 

• pour un circuit intégré, dont la dimension est de l’ordre du mm, la fréquence limite est 
de 3 1  0 39 Hz GHz=

• pour un ordinateur, les interconnexions qui fonctionnent  à 300 Mhz et qui sont 
supérieures à 1 cm doivent être traitées comme des lignes de transmission, au sens de 
l’électromagnétisme. 

 
Dans la suite, seuls les circuits à éléments concentrés, ou réseaux de Kirchhoff, seront 
considérés. On les appellera simplement circuits, sans risque de confusion. Le comportement 
d’un circuit est décrit à partir de deux grandeurs électriques : le courant et la tension. Le 
courant i(t) et la tension v(t) sont des fonctions du temps qu’on appelle de manière générale 
des signaux. Un signal d’entrée, ou excitation, est un courant ou une tension qui constitue 
une donnée du problème (spécifiée par une source indépendante comme on le verra plus 
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loin) et qui est appliqué aux points accessibles du circuit. Une excitation peut représenter une 
information ou une énergie comme une fonction du temps. Un signal de sortie ou réponse est 
un courant ou une tension qui en résulte, en un point quelconque du circuit. Un circuit est 
alors un système qui transforme les signaux d’entrée en signaux de sortie, ceux-ci ayant des 
propriétés particulières que les signaux d’entrée n’avaient pas. L’analyse des circuits, qui 
nous occupe ici, consiste à calculer les courants et les tensions (c’est-à-dire les réponses) 
d’un circuit donné pour des excitations données. La synthèse des circuits, bien plus 
complexe en général, consiste à trouver le circuit lui-même, connaissant les signaux d’entrée 
et de sortie définis par une application particulière. 
 
 
8.1.2 Circuit 
 
Un circuit est constitué par la connexion d’un nombre fini d’éléments. 
Par exemple, voici un circuit : 

 
et ses éléments : 
 

 
 

Un élément possède un certain nombre de bornes qui servent à établir les connexions. Un 
élément à deux bornes est un dipôle (ou bipôle). Chaque borne d’un élément est caractérisée 
par deux grandeurs : le potentiel et le courant. Le courant peut être soit entrant dans une 
borne, soit sortant de cette borne. Le courant et le potentiel sont des fonctions du temps. La 
différence de potentiel entre deux bornes est appelée tension entre ces deux bornes. La 
somme des courants entrant dans un élément est nulle. Pour un dipôle cela signifie que le 
courant entrant par une borne est égal à celui sortant par l’autre borne. Pour commencer, 
considérons des circuits constitués par l’assemblage de dipôles. La connexion se réalise en 
faisant coïncider les bornes de certains éléments, qui deviennent les nœuds du circuit. 
Chaque nœud est alors caractérisé par un potentiel. Des bornes appartenant à des éléments 
différents auront donc le même potentiel. Les éléments (dipôles) constituent des branches 
qui joignent les nœuds . Un parcours fermé constitué de branches forme une maille. 
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Exemple : circuit avec 6 branches et 4 nœuds 
Les bornes des éléments sont réunies en nœuds : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ce qui donne le circuit : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Le même circuit peut également être représenté de la manière suivante : 

 
 
 
8.1.3 Références standard 
 
Le courant i(t) dans un dipôle est une fonction réelle du temps qui peut prendre des valeurs 
négatives aussi bien que positives. On attribue à chaque courant un sens conventionnel 
(c’est-à-dire un signe) parfaitement arbitraire, au moyen d’une flèche placée sur la branche. 
 

i(t) 
 

Fig. 2 
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Cette flèche signifie que lorsque le courant (considéré comme un déplacement de charges 
positives) est effectivement dans le sens de la flèche, i(t) est positif.  
Comme pour les courants, il est nécessaire de choisir un sens conventionnel (un signe) pour 
les différences de potentiel entre paires de bornes. On utilisera également une flèche, 
orientée du point au potentiel le plus bas( - ) vers le point au potentiel le plus élevé ( + ). 
 

v(t)
+ -

A B 
 
 

Fig. 3 

v t v t v tA B( ) ( ) ( )= −  
 
La tension v(t) est positive si le potentiel de la borne A est supérieur à celui de la borne B. 
Ces sens conventionnels peuvent être choisis arbitrairement, et indépendamment pour le 
courant et la tension. Cependant, si on choisit les sens conventionnels de la manière suivante: 
 i(t)

v(t) 
+ -

A B  
 
 

Fig. 4 

 
avec la flèche du courant dirigée, le long de la branche, du + vers le - de la tension, on parle 
de références standard ou références associées. 
 
 
8.1.4 Puissance relative à un dipôle 
 
La puissance instantanée associée à un dipôle est donnée par : p(t) = v(t) i(t) et s’exprime en 
watts. Cette puissance peut être positive ou négative. Pour les références standard de la 
tension et du courant, il s’agit de la puissance absorbée par le dipôle : 
 i
 
 
 

Fig. 5 

 
Considérons en effet que i et v sont positifs sur la fig.4. Les charges positives se déplacent 
donc du potentiel élevé vers le potentiel bas, c'est à dire dans la direction de la force due à un 
champ électrique produit par un agent extérieur (par exemple un générateur). Le composant 
reçoit donc de la puissance de la part de cet agent extérieur. 
 
Tandis que pour les références : 
 
 
 

Fig. 6 

p = v i   représente la puissance fournie par le dipôle. 

v 
+ -

A B

i

v
- +

A B
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8.1.5 Classification des circuits 
 
On peut classer les circuits de deux manières différentes : 
• en spécifiant les catégories d’éléments qui composent le circuit. 
• en considérant le circuit comme un « système » et en examinant les propriétés de sa 

(ses) réponse(s) lorsqu’il est soumis à des excitations. C’est cette seconde approche que 
nous examinons ici. 

 
Linéarité 
Un circuit est linéaire s’il satisfait au principe de superposition : la réponse à une somme 
d’excitations est égale à la somme des réponses dues à chaque excitation prise séparément, 
les excitations pouvant être appliquées au même endroit ou à des endroits différents du 
circuit : 
  si l’excitation x   donne la réponse   t1( ) y t1( )

x t2 ( )      y t2 ( )
 

alors l’excitation  a x t b x t1 2( ) ( )+  donnera la réponse  a où a 
et b sont des constantes. 

y t b y t1 2( ) ( )+

 
Un circuit linéaire sera décrit par des équations différentielles linéaires. 
 
Permanence 
Un circuit est permanent (ou invariant dans le temps) si à un glissement dans le temps de 
l’excitation correspond le même glissement dans le temps de la réponse : 
 
si l’excitation x(t) donne la réponse y(t) , alors l’excitation x t t( )− 0  donnera la réponse 

 pour toute valeur de  . y t t( − 0 ) t0
 
 

t t 

t t

x(t) 

x(t) 

y(t) 

y(t) 
0 0 0 

0 0 t0 t0 

⇒ 

⇒ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 7 

Cela implique donc que les valeurs des composants du circuit restent constantes en fonction 
du temps. Un circuit linéaire et permanent sera décrit par des équations différentielles 
linéaires à coefficients constants. 
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Passivité 
Deux bornes d’un circuit peuvent être associées et constituer un accès si les deux courants 
sont identiques au signe près : 
 

i(t)

v(t) 

 
 
 
 
 

Fig. 8 

 
L’accès est donc caractérisé par deux grandeurs : la tension et le courant. Un circuit ayant un 
seul accès est un dipôle. Le circuit peut être un simple composant (par exemple une 
résistance) ou l’assemblage de plusieurs éléments. La puissance instantanée absorbée par le 
circuit (dipôle), avec les références associées pour v et i , est : 

p(t) = v(t) i(t)         (8.1) 
L’énergie absorbée par le circuit est : 

         (8.2) w t p t dt
t

( ) ( )=
−∞∫

Un circuit est passif si cette énergie est toujours non négative : 
          (8.3) w t( ) ≥ 0
pour toute tension v(t) , et le courant i(t) qui en résulte , et pour tout temps t. Sinon le circuit 
est actif. Un circuit passif peut éventuellement restituer de l’énergie, mais jamais plus qu’il 
n’en a précédemment reçue. 
 
 
8.1.6 Lois de Kirchhoff 
 
La connexion des éléments introduit des contraintes sur les courants et les tensions, 
exprimées par les lois de Kirchhoff. 
 
Loi des nœuds 
 
  La somme algébrique des courants quittant un nœud est nulle. 
 
Pour le circuit suivant, 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 9 

 
un sens conventionnel ayant été choisi pour le courant de chaque branche, la loi des nœuds 
appliquée au nœud b donne : 

c 

i6 

i5 i1 d5

1 
2

64 i4 
i2 

i3 
3

ba 
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  i t i t i t t4 3 6 0( ) ( ) ( )− − = ∀  
La loi des nœuds exprime la conservation de la charge 
 
Loi des mailles 
 
 La somme algébrique des tensions aux bornes des branches constituant une  
 maille est nulle. 
 
Pour appliquer la loi des mailles, il faut choisir un sens de parcours de la maille, et attribuer 
le signe + aux branches dont le sens conventionnel de la tension coïncide avec celui de la 
maille. 
 
Pour le circuit suivant : 
 

+ 

+ 

- 

v6 
v5

v4

v3

v2

v1

5

2

1 33

4

6

II 

I 

- 

+ - 

+ 
- 

- 

+ 

- 

+ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 10 

 
on aura : 

t0)t(v)t(v)t(v 654 ∀=−+   pour la maille I   
  t0)t(v)t(v)t(v)t(v 2541 ∀=−++−   pour la maille II 
 
La loi des mailles est une conséquence de la définition de la tension entre deux noeuds et de 
la nature scalaire du potentiel. 
Chaque élément du circuit est caractérisé par une tension qui est la différence entre les 
potentiels de ses nœuds (cf fig.2). La somme algébrique des tensions rencontrées lors d'un 
parcours fermé doit donc s'annuler. 
 
 
Remarques 
 
• Les lois de Kirchhoff sont valables pour tout circuit à constantes localisées et sont 

indépendantes de la nature des composants situés dans chaque branche. Elles sont 
valables que les éléments soient linéaires ou non, invariants dans le temps ou non 

• Les lois de Kirchhoff donnent des équations algébriques linéaires et homogènes. 
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8.2 Eléments 
 
8.2.1 Résistance 
 
L’effet résistif d’un conducteur s’exprime par la loi d’Ohm : 

 
          (8.4) v t R i t( ) ( )=
 
pour les références associées du courant et de la tension. Si le facteur de proportionnalité R 
est supposé constant, le modèle est celui de la résistance linéaire et permanente. 
R est la résistance et G = 1/R est la conductance. 
 
L’énergie électrique fournie pour assurer le passage du courant dans la résistance est 
transformée en chaleur par effet Joule. La puissance instantanée fournie à la résistance est :

 p t v t i t R i t v t
R

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
= = =2

2
      (8.5) 

et l’énergie dissipée (sous forme de chaleur) : 

      (8.6) w t p t dt R i t dR
tt

( ) ( ) ( )= =
−∞−∞ ∫∫ 2 t

 
Deux cas particuliers de résistances sont le court-circuit (R=0) et le circuit ouvert (G=0). 
 
Nous avons étudié les milieux conducteurs et la notion de résistance au §4.2. Ici nous 
considérons la résistance de manière globale, à partir de la loi d'Ohm, sans nous intéresser à 
la configuration précise de cette résistance. 
 
Il ne faut cependant pas perdre de vue que la résistance linéaire et permanente est un modèle 
idéalisé qui néglige un certain nombre de phénomènes, éventuellement à bon escient : 
• L’élément résistif comportera toujours une certaine inductance propre. 
• La valeur de la résistance varie avec la température, qui elle-même est influencée par 

l’effet Joule qui dépend du courant. 
• Le facteur R peut dépendre directement de u ou de i (résistance non linéaire). 
• Toute résistance est caractérisée par une puissance limite qui peut y être dissipée et au-

delà de laquelle le composant sera endommagé. La relation (8.4) n’est donc 
certainement pas valable pour toute valeur de i (ou de u). 

• La résistance est une fonction de la fréquence par l’effet pelliculaire. 
• Les dimensions géométriques de l’élément résistif n’interviennent pas. Tout effet de 

propagation est donc ignoré. 
Malgré toutes ces remarques, on peut construire des composants physiques dont le 
comportement est très proche de celui de la résistance linéaire. Et on désigne d’ailleurs du 
même nom de résistance, à la fois le composant physique, le modèle, et le facteur de 
proportionnalité dans la relation (8.4). 
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De manière générale, en analyse des circuits, on appelle « résistance » tout dipôle dont la 
tension et le courant sont liés par une relation de la forme : 

f v i t( , , ) = 0

Si le temps n’app
      

 est permanente. 

         
 (8.7) 

araît pas explicitement dans la relation : 
f v i( , ) = 0    

 (8.8) 
la résistance
L’ensemble des points du plan v,i qui vérifient la relation forment la caractéristique de la 
résistance. 
Une résistance est linéaire si, pour toute valeur de t , sa caractéristique est une droite passant 

ar l’origine. Pour la résistance linéaire et permanente, la caractéristique est une droite de 
ente R, indépendante de t. 

 

ne résistance linéaire et non permanente est décrite par la relation : 

Une résistance non linéaire (et permanente) caractérisée par une relation (8.8) sera 
représentée par le symbole : 

p
p
 
 pente R 

v 

i 

 
 
 
 
 

 
Fig. 11 

 
U
 v t R t i t( ) ( ) ( )=         (8.9) 
 

 
qui fait apparaître que les deux bornes ne sont pas identiques. Une résistance non linéaire est 
en effet généralement un élément non symétrique, et il faut donc pouvoir distinguer les deux 
ornes. Une résistance est symétrique b ( ou bilatérale) si sa caractéristique est symétrique par 

rapport à l’origine du plan i,v. 
 
Exemples de résistances non linéaires 
 
La diode tunnel possède la caractéristique donnée à la fig.12. 
On voit que pour toute valeur de v , il n’existe qu’une seule valeur de i admissible. On peut 
donc expliciter le courant en fonction de la tension dans (8.8): 

i g v= ( )          (8.10) 
ne telle résistance non linéaire est dite contrôlée en tension. 

 
U
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Fig. 12 

 
D logue, une résistance est contrôlée en courant si sa caractéristique peut se e manière ana

ettre sous la forme : 
    (8.11) 

m
 v h i= ( )      
 
La diode à jonction est décrite par la rela
  i t I eS

q v t k T( ) ( )( ) /= −1  8.12) 
tion : 

     (

 
Fig. 13 

ù , q, k, T sont des paramètres : 
 
o  IS
C’est une résistance non linéaire, non symétrique, contrôlée en tension. 
 
On modélise souvent la diode plus grossièrement, au moyen du modèle de la diode idéale: 
 
 i = 0 pour v<0 (circuit ouvert)     (8.13) 

v = 0 pour i>0 

 
 

 (court-circuit) 
 
 i 
 
 
 
 

v  
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Fig. 14 

Une résistance est toujours définie par une relation entre le courant et la tension au même 
stant. C’est un élément sans mémoirein . 

ource de 

ent appelé source de tension indépendante

 
 
8.2.2 Sources indépendantes 
 
L’apport d’énergie électrique dans un circuit est dû à des générateurs ou sources qui 
transforment une énergie non électrique (mécanique ou chimique par exemple) en énergie 
électrique. Nous avons décrit de tels générateurs aux §4.9 et §7.3.1. Nous avons vu que ces 
générateurs maintiennent à leurs bornes une différence de potentiel égale à leur force 
électromotrice. Par extension on appelle également générateurs un dispositif actif local qui 
effectue une conversion d'énergie électrique et que l'on modélise comme une s
tension (au sens du théorème de Thévenin). 
Nous ne nous occupons pas du fonctionnement interne de ces générateurs. 
Le modèle idéalisé d’un générateur est un élém . 
 
Source de tension indépendante 
 
Une source de tension indépendante est un dipôle qui maintient à ses 
bornes une tension connue v tS ( )  , quel que soit le courant débité par la 
source. Si la tension imposée est constante (ne dépend pas du temps), on 
parle de source continue (ou DC). Si elle varie sinusoïdalement, on parle de 
source sinusoïdale. Le symbole de la source de tension indépendante est le 
suivant, où le + et le - indiquent la polarité (le signe) de la source (et non 
u’il s’agit d’une source continue). 

ne source de tension continue

q
 
U  est représentée par : 

 un instant t donné, une source de tension indépendante a la caractéristique suivante: 

 
Fig. 15 

nc être considérée comme une résistance non linéaire (si  ) contrôlée en 

Le court-circuit peut être considéré comme une source de tension identiquement nulle. 

 
 
 
 
 
 
A
 
 v

i 

v tS ( )
 
 
 
 
 
 

 
et peut do v t( ) ≠ 0S
courant. 
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Remarquons enfin que pour les sources indépendantes on utilise souvent la convention 
opposée aux références standard. Le produit v(t) i(t) est alors la puissance fournie par la 
source. 
 
 
8.2.3 Capacité (ou condensateur) 
 
Nous avons étudié les condensateurs aux chapitres 2 et 3. 
Un condensateur est caractérisé par la propriété d’accumuler des charges sous l’effet d’une 
différence de potentiel. Il est constitué de deux éléments conducteurs séparés par un isolant 
diélectrique. L’énergie qui est accumulée dans le condensateur sous forme de champ 
électrique n’est pas dissipée en chaleur comme dans une résistance, mais peut être restituée. 
Dans le cadre des circuits à éléments localisés et pour le modèle de la capacité idéale, on fait 
plusieurs hypothèses simplificatrices : on suppose que les armatures et les fils sont des 
conducteurs parfaits et que l'isolement entre les armatures est parfaite (aucun courant de 
conduction ne circule entre les armatures). On suppose également que les armatures sont 
proches l'une de l'autre et éloignées d'autres conducteurs de sorte que toutes les lignes de 
champs sont limitées à l'espace entre les armatures. On suppose que les armatures portent 
des charges égales et opposées, et que ces charges sont beaucoup plus grandes que les 
charges à la surface des fils de liaison. 
 
La charge q est fonction de la tension v : 
  q t C v t( ) ( )=         (8.14) 
et le coefficient C est la capacité. La capacité est linéaire et permanente si le facteur C est 
constant. La valeur de la capacité dépend de la géométrie du système et de la permittivité du 
milieu. 
Le courant électrique correspond à un débit de charges : 

  i t
d q
d t

C
d v
d t

( ) = =        (8.15) 

 
 
 
 
 
En intégrant on obtient : 

   q t i t dt q i t dt
tt

( ) ( ) ( ) ( )= = + ∫∫−∞ 0
0

  v t
C

i t dt v
C

i t dt
tt

( ) ( ) ( ) ( )= = + ∫∫−∞
1 0 1

0
    (8.16) 

L’instant initial t=0 correspond généralement à un événement particulier, par exemple 
l’instant à partir duquel une source indépendante est spécifiée. La tension v(t) aux bornes 
d’une capacité dépend donc de la tension initiale v(0) , c’est-à-dire du courant qui a traversé 
la capacité dans le « passé ». On dit qu’une capacité a de la mémoire. La relation (8.16) 
indique que la tension v(t) aux bornes d’une capacité dépend non seulement du courant sur 
l’intervalle (0,t) mais aussi de la valeur initiale v(0). La tension n’est donc une fonction 
linéaire du courant que si v(0) = 0 . Le principe de superposition ne s’applique donc que 
pour une capacité initialement non chargée. Une capacité ayant une tension initiale v(0) peut 
être considérée comme la connexion en série de la même capacité, avec une tension initiale 
nulle, et d’une source de tension indépendante (continue) de valeur v(0) : 
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v(0)=0
V0

V0

v(0)=

 
La relation (8.16) est vérifiée dans les deux schémas et les deux dipôles sont donc 
équivalents. 
 
Comportement d’une capacité 
 
En régime continu 
Si la tension v(t) est constante, le courant i(t) est nul, et la capacité correspond donc à un 
circuit ouvert en régime continu. 
 
En régime sinusoïdal 
Si la tension est sinusoïdale 
  v t V t( ) sin= ω
le courant est également sinusoïdal, de même fréquence : 

 i t I t I t( ) cos sin( )= = +ω ω
π
2

      (8.17) 

avec I C V f C V= =ω π2  
Le courant est en avance d’un quart de période sur la tension et l’amplitude du courant est 
proportionnelle à la fréquence, pour une tension d’amplitude V constante. 
 
Inertie aux variations de tension 
A partir de (8.16), on écrit : 

 v t dt v t
C

i t dt
t
t dt

( ) ( ) ( )+ − =
+

∫
1       (8.18) 

qui indique que la tension aux bornes d’une capacité est une fonction continue du temps si le 
courant reste borné. La tension d’une capacité ne peut donc pas avoir de discontinuités tant 
que le courant reste fini. 
 
Energie potentielle 
L’énergie potentielle accumulée dans le condensateur est : 

 w t v i dt C v
d v
d t

dt
C

d v C v tC
ttt

( ) [ ] ( )= = = =
−∞−∞−∞ ∫∫∫ 2

1
2

2 2  (8.19) 

en supposant que v( )−∞ = 0  . Il s’agit d’une énergie électrostatique qui peut être restituée 
dans une phase de décharge. La valeur de v(0) spécifie donc le niveau d’énergie dans la 
capacité à l’instant initial. La continuité de v(t) implique la continuité de l’énergie 
potentielle. Si ce n’était pas le cas, la puissance deviendrait infinie. 
 
Exemple : Pour une capacité soumise à une tension sinusoïdale : 

 
v t V t

w t
C V

t
C V

tC

( ) sin

( ) sin ( cos )

=

= = −

ω

ω ω
2

2
2

2 4
1 2
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On observe une succession de charges et de décharges du condensateur : 
 

 v(t) 

-V 

V 

CV2/4 

CV2/2 

 
Fig. 16 

Capacité non permanente 
Une capacité linéaire et non permanente est caractérisée par : 
  q t C t v t( ) ( ) ( )=        (8.20) 
Pour chaque instant t , la caractéristique dans le plan q,v est une droite passant par l’origine. 
Le courant est donné par : 

  i t
d q
d t

C t
d v
d t

v t
d C
d t

( ) ( ) ( )= = +      (8.21) 

Capacité non linéaire 

 
Fig. 17 

Une capacité non linéaire est définie par une caractéristique dans le plan q,v . 
Pour une capacité contrôlée en tension (ce qui est le cas en pratique) : 
 

    q f v= ( ) i
dq
dt

=       (8.22) 
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8.2.4 Inductance 
 
D’après la loi de Faraday, tout changement d’un flux magnétique traversant un circuit 
provoque dans ce dernier une force électromotrice induite : 

 
td

d)t(e Φ
−=          (8.23) 

Il est sans importance que le flux soit créé par le courant dans un autre conducteur, par un 
aimant ou enfin par le courant dans le même circuit. Dans ce dernier cas, le phénomène est 
appelé induction propre (ou auto-induction, ou self induction). La force électromotrice 
induite, définie par (8.23), s’oppose aux variations de flux traversant le circuit, mais pas au 
flux lui-même (loi de Lenz). 
Dans le cas d’une inductance linéaire, le flux Φ est proportionnel au courant : 
 i          (8.24) L=Φ
où Φ est le flux coupé par le circuit (ou l'élément de circuit) et dû au courant i circulant dans 
le même circuit et le coefficient L , supposé constant, est l’inductance du circuit. Ceci 
suppose que l'élément se trouve dans un milieu magnétique linéaire. 
 
Pour le modèle de l'inductance "parfaite", nous négligeons la résistance du fil parcouru par le 
courant ainsi que la charge à la surface du fil. Nous supposons aussi que le champ 
magnétique créé par le courant reste confiné à l'élément lui-même. Le champ magnétique ne 
s'étend pas dans tout l'espace et n'entre pas en interaction avec les autres parties du circuit. 
 
La relation (8.23), utilisée en électromagnétisme, considère que la spire agit comme une 
source qui délivre une puissance e(t) i(t) par son interaction avec le champ magnétique. Nous 
considérerons la spire comme un récepteur (dipôle passif) qui absorbe une puissance v(t) i(t), 
en définissant par 

 v t L
d i
d t

( ) =          (8.25) 

la différence de potentiel qui apparaît aux bornes de l’inductance : 
 

e t L
di
dt

( ) = −v t L
di
dt

( ) =

A B 

 
 

 
Pour vérifier la loi de Lenz, considérons que le courant augmente, donc . D'après 
(8.25), v(t)>0, ce qui signifie que le potentiel du point A est supérieur au potentiel du point 
B, ce qui est la polarité nécessaire pour s'opposer à l'augmentation du courant. 

0dt/di >

 
 
Inductance linéaire et permanente 
 
L’inductance linéaire et permanente est caractérisée par la relation 
  )t(iL)t( =Φ
où le coefficient L est une constante, et Φ  désigne le flux magnétique. 
La tension aux bornes de l’inductance est: 
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td
)t(idL

td
d)t(v =
Φ

=  

En intégrant on obtient: 

 i t
L

v t d t i
L

v t d t
t

( ) ( ) ( ) ( )= = +
−∞∫

1 0 1
0
t
∫      (8.26) 

Le courant i(t) dépend de la tension sur l’intervalle (0,t) ainsi que de la valeur initiale du 
courant i(0). Le courant n’est donc une fonction linéaire de la tension que si i(0)=0. 
Le principe de superposition ne s’applique donc que dans la mesure où i(0)=0. 
Une inductance dont le courant initial est i(0) peut être considérée comme la connexion en 
parallèle de la même inductance avec un courant initial nul, et d’une source de courant 
continu de valeur I i0 0= ( ) . 

I0

 
 

En régime continu 
Lorsque le courant est constant, la tension aux bornes d’une inductance est nulle, et 
l’inductance correspond donc à un court-circuit en régime continu. 
 
En régime sinusoïdal 
Si le courant est sinusoïdal 
  i t I t( ) sin= ω
on obtient pour la tension 

 v t V t V t( ) cos sin ( )= = +ω ω
π
2

      (8.27) 

avec V L I= ω  
Le courant est en retard d’un quart de période sur la tension. 
 
Inertie aux variations de courant 
A partir de (8.26) on a 

∫
+

=−+
dtt

t
td)t(v

L
1)t(i)tdt(i        (8.28) 

Le courant dans une inductance est une fonction continue du temps si la tension reste bornée. 
Une inductance s’oppose donc à toute discontinuité du courant qui la traverse. 
 
Energie potentielle 
L’énergie potentielle accumulée sous forme électromagnétique est: 

 w t v i dt L i
d i
d t

dt L d i L i tL
ttt

( ) [ ] ( )= = = =
−∞−∞−∞ ∫∫∫ 2

1
2

2 2   (8.29) 

en supposant que  . La valeur de i(0) spécifie donc le niveau d’énergie à l’instant 
initial. La continuité de i(t) implique la continuité de l’énergie potentielle. 

i( )−∞ = 0
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Inductance non permanente 
Une inductance linéaire et non permanente est caractérisée par: 
  )t(i)t(L)t( =Φ

 v t L t
d i
d t

d L
d t

i t( ) ( ) ( )= +  

 
Inductance non linéaire 
De manière générale, une inductance est définie par une caractéristique dans le plan ϕ,i qui 
lie les valeurs instantanées du flux et du courant. L’inductance linéaire et permanente 
correspond au cas particulier où cette caractéristique est une droite passant par l’origine, 
avec une pente indépendante de t . On sait cependant que les inductances à noyau 
ferromagnétique ont des caractéristiques non linéaires à cause du phénomène de saturation. 
De plus, le phénomène d’hystérésis ne permet plus de définir le flux comme une fonction 
univoque du courant. 
Si on exclut le phénomène d’hystérésis, une inductance non linéaire sera caractérisée par une 
relation . )i(f=Φ

 
Fig. 18 

 
 
 
8.2.5 Notion de modèle 
 
Les éléments que nous avons introduits sont des éléments idéaux ou éléments mathématiques 
caractérisés par des équations simples et précises. Les circuits que nous allons résoudre 
seront constitués par l’assemblage de ces éléments. 
Cependant le problème à résoudre par l’ingénieur est de calculer les tensions et les courants 
dans un assemblage de composants physiques qui ont généralement un comportement plus 
complexe que nos éléments idéaux. 
Chaque élément physique devra donc, dans la mesure du possible, être modélisé par un 
schéma équivalent constitué d’éléments idéaux. Ce modèle sera d’autant meilleur que son 
comportement théorique se rapprochera du comportement physique du composant, tel qu’on 
peut le déterminer expérimentalement. 
Par exemple, une bobine (composant physique) peut être modélisée par une inductance. 
Cependant, le fil aura une certaine résistance et donc, aux basses fréquences la bobine sera 
en réalité équivalente à une inductance en série avec une résistance. Pour les hautes 
fréquences il faudra également tenir compte de la présence de capacités "parasites" entre les 
spires successives de la bobine. Un schéma équivalent plus complet sera donc: 
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D'autre part, il n’existe pas de dispositif physique qui se comporte comme les sources 
indépendantes que nous avons définies. Une modélisation adéquate nécessitera de tenir 
compte d’une résistance interne de la source. 
La complexité d’un schéma équivalent dépendra du dispositif physique, du degré de 
précision souhaité et des conditions de fonctionnement. La validité du schéma équivalent 
sera toujours limitée à un certain domaine de fonctionnement : tension, courant ou puissance 
maximum, plage de fréquences, plage de température, etc. 
 
 
 
8.3 Résolution des circuits en transitoire 
 
 
8.3.1 Circuit RL 
 
Considérons un circuit formé d’une pile, d’un interrupteur et d’une bobine. 
 

 
Fig. 19 

 
Le schéma équivalent, constitué d’éléments idéaux sera alors : 

 
où R représente toute la résistance du circuit : les fils de la bobine, les fils de liaison et la 
résistance interne de la pile.  De même L représente toute l’inductance du circuit, et sera due 
principalement à la bobine (et un peu aux fils de liaison). 
A l’instant  on ferme l’interrupteur. 0t =
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La fem totale du circuit est 
dt
diLE −  et l’équation du circuit pour  est 0t >

iR
dt
diLE =−  

Comme on l’a vu en (8.25) on préfère considérer la différence de potentiel aux bornes de 
l’inductance, en respectant les références associées : 

dt
diLvvv CBL =−=  

et écrire l’équation du circuit (loi des mailles) : 

dt
diLiRE +=  

ce qui revient évidemment au même ! 
La solution générale est : 

R
EeA)t(i t)LR( += −        (8.30) 

Le premier terme est la solution générale de l’équation homogène (terme transitoire) et le 
deuxième terme est une solution particulière de l’équation avec second membre (terme de 
régime). 
On a nécessairement  avant la fermeture de l’interrupteur.  Le courant dans une 
inductance est une fonction continue du temps et la condition initiale est donc 

0i =

0)0(i =          (8.31) 
Une discontinuité du courant correspondrait à une variation instantanée de l’énergie et donc 
à une puissance infinie, et également à une tension infinie. 
 
On peut donc déterminer la constante A dans (8.30) grâce à la condition (8.31), et donc 
 

)e1(
R
E)t(i t τ−−=  

 
où RL=τ  est la constante de temps. 
 

pente=E/L 

 
 
L’inductance s’oppose donc à la croissance du courant (en l’absence de L dans le circuit, le 
courant aurait pris immédiatement la valeur RE ). 
Les tensions Rv  et  aux bornes de l’inductance et la résistance sont données par Lv

)e1(EiRv t
R

τ−−==  
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τ−== t
L eE

dt
diLv  

Evv LR =+  
 
La tension E qui initialement apparaît aux bornes de l’inductance seule, est progressivement 
reprise aux bornes de la résistance. 
 

 
 
 
 

8.3.2 Circuit RC 
 
Le circuit correspondant à la charge d’un condensateur à travers une résistance est le suivant 

 
 
L’équation de la capacité est 
 

dt
vd

Ci C=          (8.32) 

 
et on obtient donc par la loi des mailles 
 

CCR viRvvE +=+=  

C
C v

dt
vd

CRE +=         (8.33) 

 
La solution générale est 
 

EeAv CRt
C += −         (8.34) 
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La charge et la tension d’une capacité sont liées par : CQvC = . Supposons que la capacité 
était déchargée ( ) immédiatement avant la fermeture de l’interrupteur.  Comme la 
charge (et la tension) d’un condensateur ne peuvent pas varier instantanément, on aura aussi 

 immédiatement après la fermeture de l’interrupteur. 

0Q =

0)0(vC =
On peut donc déterminer la constante A dans (8.34) : 
 

)e1(E)t(v CRt
C

−−=        (8.35) 
 

CR=τ   est la constante de temps du circuit. 
Le courant s’obtient à partir de (8.32) 
 

CRte
R
E)t(i −=         (8.36) 

 
 
L’énergie accumulée dans le condensateur après un temps très long, sera 
 

22
CC EC

2
1)(vC

2
1W =∞=  

 
Cette énergie pourrait être restituée au cours d’une phase de décharge du condensateur. 
L’énergie dissipée par effet Joule dans la résistance est 
 

∫∫
∞∞

==
0

2
0 RR dt)t(iRdt)t(pW  

2
0

CRt2
2

R EC
2
1dte

R
EW == ∫

∞ −  

 
Cette énergie est donc indépendante de la valeur de la résistance. 
Enfin l’énergie fournie par la source est : 
 

∫ ∫
∞ ∞

==
0 0SS dt)t(iE)t(pW  

2
0

CRt
2

ECdte
R

E
== ∫

∞ −  

 
On a donc bien le bilan 
 

RCS WWW +=  
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8.3.3 Circuit RLC 
 
La capacité a été préalablement chargée à une tension , et à l’instant  on ferme 
l’interrupteur 

0V 0t =

 
 
L’équation du circuit est 

0dtiQ
C
1iR

dt
diL

t
00 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−+ ∫       (8.37) 

et en dérivant on obtient une équation différentielle du second ordre : 

0i
CL

1
dt
di

L
R

dt
id

2

2
=++        (8.38) 

L’équation caractéristique est 

0
CL

1p
L
Rp2 =++  

et on obtient les racines 

CL
1

L4
R

L2
Rp 2

2
1 −+−=        (8.39) 

CL
1

L4
R

L2
Rp 2

2
2 −+−=  

Les conditions initiales sont 
0)0(i =  continuité du courant dans l’inductance   (8.40) 

0C V)0(v =  continuité de la tension de la capacité   (8.41) 
L’équation (8.37) à 0t =  donne 

0V)0(iR
td
idL 0

0
=−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

L
V

td
id 0

0
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
         (8.42) 

Il faut considérer trois cas 
 

Cas 1 : amortissement critique : 
CL

1
L4

R
2

2
=  ou CL2R =  

L2
Rpp 21 −==  

La solution est de la forme 
t)L2R(

21 e)KtK()t(i −+=  
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Les conditions initiales (8.40) (8.41) donnent 
LVK 01 =    0K2 =

et donc 
t)L2R(0 et

L
V

)t(i −=        (8.43) 

La tension aux bornes de la capacité est 

∫−=
t
00C dti

C
1V)t(v  

t)L2R(
0 e)t

L2
R1(V −+=       (8.44) 

 

 
 
 
Cas 2 : amortissement sur-critique : CL2R >  
 
La solution est de la forme 

tp
2

tp
1 21 eKeK)t(i +=  

où  et , donnés par (8.39) sont deux réels négatifs. 1p 2p
Les conditions initiales (8.40) (8.41) donnent 

)pp(L
V

KK
21

0
21 −
=−=  

et donc 

)ee(
)pp(L

V
)t(i tptp

21

0 21 −
−

=       (8.45) 

)epep(
pp

V
)t(v tp

2
tp

1
21

0
C 12 −

−
=      (8.46) 
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Cas 3 : amortissement sous-critique : CL2R <  
 
Les valeurs de  et  sont complexes 1p 2p

β+α−= jp1    L2R=α  

β−α−= jp2    2

2

L4
R

CL
1

−=β  

La solution est de la forme 
t)j(

2
t)j(

1 eKeK)t(i β+α−β−α− +=  
Les conditions initiales (8.40) (8.41) donnent 

Lj2
V

KK 0
21 β
=−=  

et donc un courant oscillant et progressivement amorti : 

tsine
L

V
)t(i t0 β

β
= α−        (8.47) 

)t(cose
CL

V
)t(v t0

C ϕ−β
β

= α−      (8.48) 

 
β
α

=ϕtg  

 
 
 
Dans le cas idéalisé (et irréalisable en pratique) d’un circuit LC pur, avec , on aura : 0R =
 

tsinI)t(i 00 ω=         (8.49) 
tcosV)t(v 00C ω=         (8.50) 

avec  
L
CVI 00 =   

CL
1

0 =ω  

 
et les deux fonctions t  sont déphasées de 90°.  Il y a échange entre l’énergie 
magnétique (dans l’inductance) et l’énergie électrique (dans le condensateur) : 

)t(i  e )t(vC
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tsinIL
2
1iL

2
1W 0

22
0

2
m ω==  

tsinCV
2
1

0
22

0 ω=        (8.51) 

tcosCV
2
1vC

2
1W 0

22
0

2
Ce ω==       (8.52) 

 
L’énergie totale 

2
0em VC

2
1WWW =+=        (8.53) 

est constante et égale à l’énergie initiale du condensateur. 
 
 
 
8.3.4 Tension sinusoïdale appliquée au circuit RL 
 
Une fem sinusoïdale 

)t(cosV)t(e m α+ω=  
est appliquée à l’instant  à un circuit RL. 0t =
 

 
 
L’équation du circuit est 

)t(e
dt
diLiR =+  pour 0t >       (8.54) 

Le terme transitoire est 
τ−= t

1i eA)t(i   RL=τ      (8.55) 
et la solution générale est 

)t(i)t(i)t(i 21 +=  
où  est une solution particulière de l’équation avec second membre. )t(i2
 
Supposons que cette solution particulière s’écrive sous la forme : 

)t(sinB)t(cosA)t(i2 α+ω+α+ω=  
En substituant dans l’équation (8.54) : 
[ ] [ ] )t(cosV)t(cosB)t(sinAL)t(sinB)t(cosAR m α+ω=α+ωω+α+ωω−+α+ω+α+ω

et en égalant les coefficients des termes correspondants : 
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⎩
⎨
⎧

=+ω−
=ω+

0BRAL
VBLAR m  

et donc 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

ω+

ω
=

ω+
=

222
m

222
m

LR

VLB

LR

VRA

 

)t(sin
LR

VL)t(cos
LR

VR)t(i 222
m

222
m

2 α+ω
ω+

ω
+α+ω

ω+
=  

que l’on peut aussi écrire 

)
R
Ltgarct(cos

LR

V)t(i
222

m
2

ω
−α+ω

ω+
=  

ou encore 
)t(cosI)t(i m2 θ−α+ω=        (8.56) 

avec 

222
m

m
LR

VI
ω+

=  

R
Ltgarc ω

=θ  

Avec la condition initiale , on obtient la valeur de la constante 0)0(i =
)(cosIA m1 θ−α−=  

et l’expression du courant 
 ]e)(cos)t([cosI)t(i /t

m
τ−θ−α−θ−α+ω=     (8.57) 

Le courant comprend d’une part un terme transitoire et d’autre part un terme de régime à la 
même fréquence que le signal d’entrée. 
 
 
Dans le cas particulier du circuit RL, on peut faire les commentaires suivants : 

• Si 
2
π

±=θ−α , le terme transitoire est identiquement nul et le régime permanent 

s’établit donc immédiatement.  Dans le cas où l’inductance domine ( RL >> ), ω θ  est 
voisin de 2π  et cela correspond donc à un enclenchement au moment où la tension est 
maximale. 

• Si 0=θ−  ou π , on a  :  α )et(cosI)t(i t
m

τ−−ω±=  
Si RL >> , θ  est voisin de ω 2π  et cela correspond à un enclenchement au moment où 
la tension est nulle.  Le terme transitoire peut alors garder une valeur appréciable 
pendant un grand nombre de périodes et le courant )t(i  atteint son maximum pour 

2Tt ≅  : m
L2TR

mmax I2e1(I ≅+ − )i ,≅ )
L

R
L2
TR(

ω
π= . La valeur instantanée du 

courant atteint le double de la valeur maximale en régime.  En pratique, ce phénomène 
est encore amplifié par les effets de saturation dans une inductance non linéaire à noyau 
de fer. 
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8.3.5 Equations des mailles 
 
Les équations dont on dispose pour analyser les circuits sont de deux types : 
• Les équations constitutives ou équations de branches qui résultent de la nature des 

éléments. Chaque élément (dipôle) d’un circuit est caractérisé par une équation liant la 
tension et le courant de l’élément. 

• Les équations de Kirchhoff qui résultent des connexions.  
 
Dans les exemples précédents, nous avons considéré des circuits simples, comprenant une 
seule maille, et l'équation différentielle décrivant le circuit pouvait s'écrire directement. Pour 
des circuits plus compliqués, il faut une méthode générale et systématique permettant 
d'écrire les équations : c'est le but de la méthode des équations des mailles. 
 
Pour décrire la méthode des équations des mailles, nous nous limitons aux circuits planaires 
c’est-à-dire aux circuits qui peuvent être dessinés sur un plan sans croisement entre les 
branches. Dans ce cas, le dessin du circuit définit un ensemble de mailles qui sont les 
fenêtres du plan. 
A chaque maille, préalablement orientée, on associe un courant de maille. Chaque branche 
du circuit fait partie d’une seule ou de deux mailles, et donc chaque courant de branche peut 
s’exprimer en fonction d’un ou deux courants de mailles (c’est une conséquence de la loi des 
nœuds). 
A chaque maille du circuit, on applique alors la loi des mailles de Kirchhoff, en exprimant 
les tensions de branches en fonction des courants de mailles au moyen des équations 
constitutives. On obtient ainsi un système d’équations dont les inconnues sont les courants 
de mailles. La résolution du système fournit donc les courants de mailles. Les autres 
grandeurs du circuit (courants de branches et tensions de branches) s’en déduisent alors. 
Nous reviendrons sur la méthode des équations des mailles lors de l'étude des circuits en 
régime sinusoïdal. 
 
Exemple 
Pour le circuit suivant: 
 

 
 
 
v V
i I

C

L

( )
( )

0
0

0

0

=
=

 

 
 
 

on obtient un système de deux équations intégro-différentielles à deux inconnues :les 
courants de mailles i  :  et i1 2

  
R i t V

C
i t i t dt e t

L
d i t

dt
R i t V

C
i t i t dt

t

t

1 1 0 1 20

2
2 2 0 1 20

1

1
0

( ) [ ( ) ( ) ] ( )

( )
( ) [ ( ) ( ) ]

+ + − =

+ − − −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

∫

∫ =
   t ≥ 0

avec la condition initiale : i I  2 00( ) =
En éliminant i , on peut se ramener à une équation différentielle du second ordre en i  : 1 2
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  L C
d i
dt

R C
L

R
d i
dt

R
R

i
e t
R

2
2

2 2
1

2 2

1
2

1
1+ + + + =( ) ( )

( )
 

dont les conditions initiales sont : 

  i I
d i
dt L

V R I2 0
2

0 2 00 0
1

( ) ( ) ( )= = −  

 
Le but de cet exemple est d'illustrer la manière d'écrire les équations des mailles d'un circuit, 
et nous ne nous intéressons pas particulièrement à la solution de l'équation obtenue. 
 
 
 
8.3.6 Régime sinusoïdal permanent 
 
Nous considérons l’analyse des circuits constitués exclusivement d’éléments linéaires et 
permanents (les valeurs de R, C et L sont constantes) et de sources indépendantes. 
De tels circuits sont appelés circuits linéaires et permanents. 
La mise en équation d’un circuit conduit à un système d’équation intégro-différentielles.  
Pour les circuits linéaires et permanents, il s’agit d’un système linéaire à coefficients 
constants. 
 
La solution de ce système sera la somme de la solution générale du système homogène 

 et d’une solution particulière  )t(yh )t(yp

)t(y)t(y)t(y ph +=        (8.58) 
où  est n’importe quel courant ou tension du circuit. )t(y
La solution du système homogène est de la forme 

∑
=

=
n

1j

tp
jh

jek)t(y         (8.59) 

où les  sont les racines du polynôme caractéristique (on a supposé que toutes les racines 

sont simples), et les constantes  sont déterminées à partir des conditions initiales. 
jp

ik
Si le circuit est alimenté par une source de tension sinusoïdale, la solution particulière sera 
également sinusoïdale, à la même fréquence et la solution complète sera : 

)t(cosAek)t(y
n

1j

tp
j

j α+ω+=∑
=

     (8.60) 

Si tous les  ont une partie réelle négative jp

0pRe j <         (8.61) n,...,1j =

la partie  sera un terme transitoire )t(yh
0)t(y

th ⎯⎯ →⎯
∞→

        (8.62) 

Et la solution de régime sera 
)t(cosA)t(y)t(y pt

α+ω=⎯⎯ →⎯
∞→

     (8.63) 

 
La réponse  est donc la réponse en )t(yp régime sinusoïdale permanent.  Elle ne dépend pas 
des conditions initiales.  Elle s’obtient le plus facilement par la méthode des phaseurs. 
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Un circuit linéaire et permanent qui vérifie la condition (8.61) est appelé un circuit stable. 
Un circuit composé de résistances, capacités et inductances, sera toujours stable. 
 
Pour un circuit linéaire, la réponse de régime satisfait au théorème de superposition : 
lorsqu’un circuit contient plusieurs sources indépendantes, la réponse de régime (due à 
toutes les sources agissant simultanément) est égale à la somme des réponses de régime dues 
à chaque source individuellement. 
Ceci est vrai pour n’importe quel courant ou tension du circuit. 
 
 
 
8.4 Régime sinusoïdal - Phaseurs 
 
 
8.4.1 Introduction 
 
Les fonctions sinusoïdales sont particulièrement importantes en électricité. Citons par 
exemple : 
- les tensions sinusoïdales sont utilisées pour la production et le transport de l’énergie 
électrique. 
- les signaux de porteuses utilisées dans la plupart des systèmes de télécommunication sont 
des sinusoïdes. 
 
On sait qu’un circuit, excité par une source sinusoïdale, fournit une réponse de régime, elle 
aussi sinusoïdale, de même fréquence, et indépendante des conditions initiales. C’est la seule 
réponse qui subsiste après un temps généralement assez court. C’est à cette solution de 
régime que nous nous intéressons ici. 
 
L’intérêt et l’utilisation des fonctions sinusoïdales sont justifiés par plusieurs propriétés 
remarquables : 
• L’addition de plusieurs fonctions sinusoïdales de même fréquence, mais d’amplitude et 

de phase quelconques, donne une fonction sinusoïdale de la même fréquence. 
• Les opérations de dérivation et d’intégration ne changent pas l’aspect sinusoïdal d’une 

fonction, mais seulement son amplitude et sa phase. Par conséquent, la somme 
algébrique d'un nombre quelconque de sinusoïdes de même fréquence, et d'un nombre 
quelconque de leurs dérivées (d'ordre quelconque) donnera une sinusoïde de la même 
fréquence. 

Exemple : t2sin2
dt
dt2sin4)60t2cos(2)t(f +−°+=  

peut s'écrire : )8.48  t2cos(6.7)t(f °+=
• Il en résulte que lorsqu’un circuit linéaire et permanent est alimenté par une source 

sinusoïdale, tous les courants et tensions du circuit sont aussi (en régime) des fonctions 
sinusoïdales de même fréquence (la sinusoïde est une fonction propre de tout système 
linéaire et permanent). 

• Enfin, la série de Fourier et l’intégrale de Fourier permettent d’exprimer une fonction 
quelconque comme une somme ou une intégrale pondérée de sinusoïdes. Le principe de 
superposition permet donc d’obtenir la réponse d’un circuit linéaire à une excitation 



 182 

quelconque. C’est la base de l’analyse de Fourier (ou analyse fréquentielle) des signaux 
et des systèmes. 

 
La recherche de la solution de régime d’un circuit par la méthode des coefficients 
indéterminés devient vite laborieuse, excepté pour des circuits très simples. L’utilisation de 
grandeurs complexes et de phaseurs permet d’obtenir les solutions de régime beaucoup plus 
facilement. 
Considérons l'équation différentielle suivante : 

)tcos(Aya
td

yda
td

yda m01n

1n
1nn

n
n ϕ+ω=+++

−

−

− "  

dont nous recherchons une solution particulière. Si nous remplaçons y(t) par une fonction 
sinusoïdale de pulsation , le membre de gauche sera aussi égal à une fonction sinusoïdale 
de pulsation . La question est de trouver l'amplitude et la phase de cette solution 
particulière. C'est le but de la méthode des phaseurs. 

ω
ω

 
 
 
8.4.2 Représentation complexe des grandeurs sinusoïdales – Phaseurs 
 
Dans un circuit en régime sinusoïdal, chaque courant et chaque tension sera caractérisée par 
une amplitude et une phase, mais ils auront tous la même fréquence.  La notion du phaseur 
est bien adaptée à cette situation. 
 
A la grandeur sinusoïdale 
 

)t(cosV)t(v m α+ω=        (8.64) 
 
on associe le phaseur V  
 

α= j
m eVV          (8.65) 

 
Le phaseur est donc une grandeur complexe qui contient les informations d’amplitude et de 
phase qui déterminent complètement la grandeur réelle  si la pulsation  est connue.  Il 
n’y a donc pas de difficulté à passer de la fonction sinusoïdale réelle )t(v  au phaseur 

socié 

)t(v ω

as V  et inversément 
 

)eV(Re

)t(cosV)t(v
tj

m
ω=

α+ω=
  ⇔ α= j

meVV     (8.66) 

 
Exemple : 

)
3

t502(cos2220)t(v π  +π=

3je2220V π=  

)eV(Re)t(v t502j π=  
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Propriétés : 
 
1) [ ] [ ] [ ])t(zRea)t(zRea)t(za)t(zaRe 22112211 +=+    (8.67) 
 

1z  et  étant des fonctions à valeurs complexes de la variable réelle t,  et  étant des 
nombres réels. 

2z 1a 2a

 
2) BAt)eB(Re)eA(Re tjtj =⇔∀= ωω      (8.68) 
 
L’égalité des fonctions sinusoïdales temporelle implique l’égalité des phaseurs, et 
réciproquement. 
 

3) )eAj(Re)eA(
dt
dRe)eA(Re

dt
d tjtjtj ωωω ω==     (8.69) 

 
On peut donc permuter Re et dtd , et la dérivation revient à multiplier le phaseur par ωj  
Soit une grandeur  et son phaseur associé )t(a A  : 

α=⇔α+ω= j
mm eAA)t(cosA)t(a  

La fonction dérivée 

)
2

t(cosA
dt

)t(ad)t(b m
π

+α+ωω==  

aura pour phaseur 

AjeAjeAB j
m

)
2

(j
m ω=ω=ω= α

π
+α

     (8.70) 
 
 
 
Remarques 
 
1) On pourrait aussi utiliser des sinus pour définir les phaseurs et on aurait alors 

⇒α+ω= )t(sinA)t(y m  phaseur α= j
m eAA  

)eA(I)t(y tj
m

ω=  
On s’en tiendra au cosinus et à la partie réelle. 
 
2) La fonction complexe 

)t(j
m

tj eVeV)t(v α+ωω ==  
donne une image dans le plan complexe qui est un point tournant autour de l’origine à la 
vitesse angulaire ω . 
Chacune des deux projections, sur l’axe réel et sur l’axe imaginaire, fournit une grandeur 
sinusoïdale : 

)t(cosV)eV(Re)t(v m
tj α+ω== ω  

)t(sinV)eV(I)t(y m
tj

m α+ω== ω  
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Fonction exponentielle complexe et ses
projections sur l'axe réel et l'axe imaginaire.

 
 
 
3) Les phaseurs sont utiles pour effectuer l’addition et la soustraction de fonctions 
sinusoïdales de la même fréquence 
Considérons par exemple 

)9,36t220(cos10)t(i1 °+=  
)90t220(cos20)t(i2 °−=  

et cherchons  213 iii +=
Les phaseurs associés à  et  sont 1i 2i

6j8e10I 9,36j
1 +== °  

20je20I 90j
2 −== °−  

Par les propriétés (8.67) et (8.68) on a 
°−=−=+= 60j

213 e1.1614j8III  
)60t220(cos1.16)t(i3 °−=  

On utilise le plus souvent la forme polaire pour représenter les phaseurs.  La forme 
rectangulaire (partie réelle et imaginaire) n’est nécessaire que pour l’addition ou la 
soustraction. 
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8.4.3 Application aux équations différentielles 
 
Considérons l’équation de circuit suivante 

)t(eya
dt
dya

dt

yd
a

dt

yd
a 011n

1n

1nn

n

n =++++
−

−

− …     (8.71) 

où les coefficients  sont réels et constants. La fonction  est une tension ou un courant 
du circuit. Nous recherchons une solution particulière 

ia )t(y

)t(cosB)t(y m β+ω=  
lorsque l’excitation est sinusoïdale 

)t(cosA)t(e m α+ω=  
En introduisant les phaseurs 
 

)eA(Re)t(e tjω=   α= j
m eAA  

)eB(Re)t(y tjω=   β= j
m eBB  

 
l’équation s’écrit 
 

)eA(Re)eB(Rea)eB(Re
dt
da tjtj

0
tj

n

n
n

ωωω =++…  

 
En appliquant les propriétés (8.67) et (8.69) on a 
 

[ ] )eA(ReeB)a)j(a)j(a)j(a(Re tjtj
01

1n
1n

n
n

ωω−
− =+ω++ω+ω …  

 
et en appliquant (8.68) 
 

[ ] ABa)j(a)j(a)j(a 01
1n

1n
n

n =+ω++ω+ω −
− …    (8.72) 

 
On obtient donc le phaseur B  qui représente la solution particulière que nous recherchons 
 

01
1n

1n
n

n a)j(a)j(a)j(a
AB

+ω++ω+ω
=

−
− …

   (8.73) 

 
En écrivant ce phaseur sous forme polaire β= j

m eBB , on aura l’expression de la solution 
particulière )t(cosB)t(y m β+ω= . 
 
Remarquons que l’équation (8.72) peut s’écrire directement à partir de l’équation 
différentielle de départ (8.71) et que (8.72) est une relation algébrique qui permet d’obtenir 
la valeur de B . 
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Exemple 1 : 
 
Reprenons le circuit RL, alimenté par une source sinusoïdale 

 
tcosViR

dt
diL m ω=+        (8.74) 

Introduisons les phaseurs 
 

)eV(RetcosV tj
m

ω=ω  mVV =  (réel) 
 

Le phaseur V  est réel car nous avons donné une phase nulle au signal d’excitation. 
 

)eI(Re)t(i tj ω=  
 

Et on a 

)eV(Re)eI(ReR)eI(Re
dt
dL tjtjtj ωωω =+  

)eV(Re]e)IRILj[(Re tjtj ωω =+ω  
 

VIRILj =+ω         (8.75) 
 
L’équation (8.75) entre les phaseurs peut s’écrire directement à partir de l’équation du circuit 
(8.74).  C’est ce que nous ferons dorénavant. 
 
A partir de (8.75) on a 
 

θ−=
ω+

=
ω+

= j
m

m eI
LjR

V
LjR

VI       (8.76) 

 

222
m

m
LR

VI
ω+

=         (8.77) 

RLtg ω=θ  
 
et la solution de régime est donc : 
 

)t(cosI)t(i m θ−ω=  
 
Le courant est en retard de θ  sur la tension. 
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Exemple 2 : 
 
On considère le circuit RLC alimenté par une source de tension sinusoïdale 

 
 
L’équation différentielle du circuit est : 
 

)t(edti
C
1iR

dt
diL =++ ∫        (8.78) 

 
(la tension initiale de la capacité n’intervient pas pour la détermination de la solution de 
régime) 
L’équation en phaseurs sera 
 

EI
Cj

1IRILj =
ω

++ω  

 
et le phaseur du courant est obtenu par 
 

Cj
1LjR

EI

ω
+ω+

=         (8.79) 

 
Prenons les valeurs numériques suivantes 
 

t25cos100)t(e =  (V) 

100e100E 0j ==  
Ω= 25R   H5,0L = F0025,0C =  

On obtient alors pour I  : 

°−
=

−
=

−+
=

++
= 97,7je24,25

100
5,3j25

100
16j5,12j25

100

0025,025j
15,0.25j25

100I  

°= 97,7je96,3I         (8.80) 
et le courant de régime sera 

)97,7t25(cos96,3)t(i °+=  (A)      (8.81) 
 
Comme le phaseur contient la même information que la fonction temporelle (sauf la 
fréquence), il arrive souvent de laisser les résultats sous forme de phaseurs, sans écrire 
explicitement les fonctions temporelles. 
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Remarque : 
 
Le développement que nous avons fait pour l’équation (8.71) se généralise à une équation 
différentielle de la forme : 
 

xb
dt

xd
b

dt

xd
bya

dt

yd
a

dt

yd
a 01m

1m

1mm

m

m01n

1n

1nn

n

n +++=+++
−

−

−−

−

− ……  (8.82) 

 
Si le signal  est sinusoïdal )t(x

)eA(Re)t(cosA)t(x tj
m

ω=α+ω=  
α= j

m eAA  
on obtiendra une solution particulière 

)eB(Re)t(cosB)t(y tj
m

ω=β+ω=  
β= j

m eBB  
et le phaseur B  s’obtiendra par : 

A
a)j(a)j(a)j(a
b)j(b)j(b)j(b

B
01

1n
1n

n
n

01
1m

1m
m

m

+ω++ω+ω

+ω++ω+ω
=

−
−

−
−

…
…

   (8.83) 

 
 
 
8.4.4 Opérations sur les phaseurs 
 
• La somme ou la différence de deux phaseurs est un phaseur qui s’obtient par les règles 

de calcul sur les nombres complexes. L’addition des phaseurs est généralement plus 
facile que celle des fonctions temporelles correspondantes. Rappelons que les opérations 
sur les phaseurs n’ont de sens que s’ils représentent des tensions ou courants à la même 
fréquence. Lorsqu’un circuit est excité par plusieurs sources de différentes fréquences, 
la superposition ne peut pas être faite avec les phaseurs mais avec les fonctions 
temporelles. 

• Le quotient de deux phaseurs est une grandeur complexe (par exemple une impédance, 
un gain en tension). Ce n’est pas un phaseur, il ne représente pas une fonction 
sinusoïdale du temps. 

• Le produit de deux phaseurs n’est pas un phaseur. 
• La multiplication ou la division d’un phaseur par un nombre complexe donne un 

phaseur. 
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8.5 Circuits en régime sinusoïdal permanent 
 
 
8.5.1 Notions d’impédance et admittance 
 
Dans un circuit linéaire, permanent et stable en régime sinusoïdal permanent, chaque courant 
et tension du circuit peut-être représenté par son phaseur. 
Nous commençons par établir la relation entre les phaseurs tension et courant pour les 
éléments de base : résistance, capacité et inductance. 
 
 
8.5.1.1 Eléments de circuit 
 
Résistance 
 
La tension et le courant sont liés par 

)t(iR)t(v =          (8.84) 
En régime sinusoïdal, on a 

)eV(Re)t(cosV)t(v tj
m

ω=α+ω=  

)eI(Re)t(cosI)t(i tj
m

ω=β+ω=  
et donc 

)eI(ReR)eV(Re tjtj ωω =  
et donc par (8.68) 
 

IRV =          (8.85) 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

β=α=
= βα

mm

j
m

j
m

IRV
eIReV  

 
La tension et le courant sont en phase.  Les phaseurs V  et I  ont le même argument. 
La relation entre les phaseurs (8.85) est semblable à la relation temporelle (8.84). 
 
 
 

RiV = IRV =

i

R R

I 
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Capacité 
 
La tension et le courant d’une capacité sont liés par : 

dt
dvCi =  

et en régime sinusoïdal on aura 
)eV(Re)t(cosV)t(v tj

m
ω=α+ω=  

)eI(Re)
2

t(cosVC)t(i tj
m

ω=
π

+α+ωω=  

I
Cj

1V
ω

=          (8.86) 

Le courant est en avance d’un quart de période sur la tension.  La tension et le courant d’une 
capacité sont en quadrature (deux grandeurs sinusoïdales sont dites en quadrature si leur 
déphasage est de ). °± 90
 

v

dt
dvCi = VCjI ω=

V
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Inductance 
 
La tension et le courant d’une inductance sont liés par 

dt
diLv =  

et en régime sinusoïdal on aura 
)eV(Re)90t(cosIL)t(v tj

m
ω=°+β+ωω=  

)eI(Re)t(cosI)t(i tj
m

ω=β+ω=  
ILjV ω=          (8.87) 

 
Le courant et la tension sont également en quadrature, le courant étant en retard d’un quart 
de période sur la tension. 
 
 

dt
diLv =

i

ILjV ω=

I
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
8.5.1.2 Impédance et admittance 
 
De manière générale pour un dipôle, constitué par la connexion d’un nombre arbitraire 
d’éléments linéaires et permanents (à l’exclusion donc de sources indépendantes), le rapport 
entre les phaseurs tension et courant est l’impédance (ou impédance d’entrée) du dipôle : 
 

 I   
 

V 
 
 

I
V)j( =ωΖ          (8.88) )(Ω

 



 192 

L’impédance est le quotient de deux nombres complexes et c’est donc également un nombre 
complexe.  L’impédance n’est pas un phaseur, elle ne représente pas une fonction 
sinusoïdale du temps. 
L’unité de l’impédance est l’Ohm, et la relation (8.88) est une forme généralisée de la loi 
d’Ohm pour les circuits en régime sinusoïdal : 

IV Ζ=          (8.89) 
Le rapport inverse (phaseur courant divisé par phaseur tension) est l’admittance du dipôle. 

V
I)j( =ωΥ          (8.90) 

et donc l’admittance est l’inverse de l’impédance 

Ζ
=Υ

1           (8.91) 

 
Exemple : 
Dans l’exemple 2 du §8.4.3., le phaseur de la source est  et le phaseur courant est 

.  L’impédance du circuit est donc : 

°0je100
°97,7je96,3

°−==Ζ 97,7j
97,7j e24,25

e96,3
100  

 
 
Comme tous les nombres complexes, l’impédance et l’admittance peuvent s’écrire en forme 
polaire ou en forme rectangulaire. 
Sous forme rectangulaire, on écrit 
 

)(Xj)(R)j( ω+ω=ωΖ        (8.92) 
)(Bj)(G)j( ω+ω=ωΥ        (8.93) 

 
La partie réelle de l’impédance, )(R ω  est appelée résistance (à ne pas confondre avec 
« l’élément » résistance), et la partie imaginaire )(X ω  est la réactance. 
La fonction  est la conductance et )(G ω )(B ω  est la susceptance. 
On a les relations 
 

)(Xj)(Re)()j( )(j z ω+ω=ωΖ=ωΖ ωθ  

)(X)(R)( 22 ω+ω=ωΖ  

)(R
)(Xtgarc)(z ω

ω
=ωθ  

)(sin)()(X

)(cos)()(R

z

z

ωθωΖ=ω

ωθωΖ=ω
       (8.94) 

)(Xj)(R
1

)j(
1)(Bj)(G)j(

ω+ω
=

ωΖ
=ω+ω=ωΥ  
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)(X)(R
)(X)(B

)(X)(R
)(R)(G

22

22

ω+ω

ω
−=ω

ω+ω

ω
=ω

       (8.95) 

 
Exemple 
Pour l’exemple 2 du §8.4.3., l’impédance du circuit, sous forme symbolique est, d’après 
(8.79) 

)
C

1L(jR
I
E

ω
−ω+==Ζ  

et donc l’admittance est 

BjG
)

C
1L(jR

11
+=

ω
−ω+

=
Ζ

=Υ  

22 )
C

1L(R

RG

ω
−ω+

=  

22 )
C

1L(R

)
C

1L(
B

ω
−ω+

ω
−ω−

=  

 
On voit que les fonctions  et )(R ω )(G ω  ne sont pas l’inverse l’une de l’autre. 
Dans le cas de l’exemple,  dépend de la fréquence tandis que )(G ω )(R ω  n’en dépend pas. 
 
A partir des définitions de l’impédance et de l’admittance, on obtient les impédances et 
admittances des éléments idéaux R, L et C : 
 
 Ζ  (impédance) Υ  (admittance) 
 
Résistance R 
 
 
Capacité C 
 
 
Inductance L 

 
R 
 

Cj
1
ω

 

 
Ljω  

R
1  

 
Cjω  

 

Lj
1
ω
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8.5.2 Lois de Kirchhoff 
 
Dans un circuit en régime sinusoïdal permanent, les lois de Kirchhoff peuvent s’écrire 
directement en termes de phaseurs. 
Considérons par exemple une équation de maille de la forme : 
 

0)t(v)t(v)t(v 321 =++  
 
Comme chaque tension est une sinusoïde à la même pulsation ω , on a : 
 

)t(cosV)t(cosV)t(cosV 3m2m1m 321
α+ω+α+ω+α+ω  

)eV(Re)eV(Re)eV(Re tj
3

tj
2

tj
1

ωωω ++=  

0)e)VVV((Re tj
321 =++= ω  

et donc, d’après (8.68) : 
 

0VVV 321 =++  
 
La somme algébrique des phaseurs associés aux tensions aux bornes des branches 
constituant une maille est nulle. 
De la même manière la loi des nœuds peut s’écrire à partir des phaseurs courants. 
 
 
8.5.3 Associations d’impédance 
 
Dipôles équivalents 
Deux dipôles sont dits équivalents s’ils sont caractérisés par la même relation entre leur 
courant  et leur tension . En régime sinusoïdal, deux dipôles seront donc 
équivalents s’ils ont la même impédance. 

)t(i )t(v

 
 
8.5.3.1 Association en série 
 
Des impédances en série sont parcourues par le même courant.  En appliquant la loi des 
mailles : 
 

V

I
1Z 2Z NZ

1V 2V NV

 
 
 
 
 
 

N21 VVVV +++= …  
I)( N21 Ζ++Ζ+Ζ= …  

et donc 
IV TΖ=  

N21T Ζ++Ζ+Ζ=Ζ …        (8.96) 
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L’impédance équivalente à la mise en série est la somme des impédances individuelles. 

• pour deux résistances en série : 

• pour deux ind
     (8.96b) 

• pour deux capacités en série : 

 
En particulier : 

21T RRR +=  
uctances en série : 

21T LLL +=     

21

21
T CC

CCC
+

=  
21T C

1
C
1

C
1

+=  

 
 
8.5.3.2 Association en parallèle 

n parallèle sont soumis à la même différence de potentiel.  En appliquant la 
i des nœuds 

 

 
Des éléments e
lo
 

1Z 2Z NZV

I

1I 2I NI
 
 
 
 
 
 

N21 IIII +++= …  
V)( N21 Υ++Υ+Υ= …  

et donc 
VI Υ=  

N21T Υ++Υ+Υ=Υ …        (8.97) 

totale équivalente à la mise en parallèle est la somme des admittances 
dividuelles. 

• pour deux résistances en parallèle : 

 
L’admittance 
in
 
En particulier : 

21
T RR + 21T

21 RRR =  GGG +=  

• pour deux inductances en parallèle : 

21
T LL +

21 LLL =  
21T LL L

111
+=      (8.97b) 

• pour deux capacités en parallèle : 

re complètement le circuit (c’est 
à dire d’obtenir tous les courants et toutes les tensions). 

21T CCC +=  
 
L’application des associations en série et en parallèle permet souvent de simplifier la 
résolution des circuits, et dans certains cas, permet de résoud
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Pour le réseau en échelle suivant 

⇒Z

1Z

2Z

3Z

4Z

5Z

On vérifiera que l’impédance entre les bornes A et B est : 
 

54

32

1

11
1

11
1

Ζ
+

Ζ

+Ζ
+

Ζ

+Ζ=Ζ  

 
 
8.5.4 Equations des mailles 
 
Résoudre un circuit consiste à déterminer les courants et les tensions lorsqu’on a donné les 
valeurs des sources indépendantes. 
Nous nous occupons ici de la solution de régime sinusoïdal permanent (et pas du transitoire).  
Le circuit peut comporter plusieurs sources indépendantes, mais toutes à la même fréquence.  
Les tensions et courants sont alors représentés par leurs phaseurs. 
L’utilisation de la notion d’impédance va permettre de résoudre les circuits sans devoir 
écrire les équations différentielles. 
Pour la résolution de petits circuits, on utilise souvent la méthode des courants de branches.  
On commence par définir un courant (au moyen d’une flèche) sur chaque branche du circuit.  
On écrit alors les équations des mailles, en gardant les courants comme inconnues.  On 
essaye ensuite d’éliminer certains courants, en utilisant la loi des nœuds, pour aboutir à un 
système d’équations algébrique qu’il faut résoudre.  Cette méthode est facile pour des petits 
circuits, mais ne convient pas pour des circuits de complexité moyenne ou grande car elle 
n’est pas systématique. 
On décrira la méthode des équations des mailles qui est générale et systématique.  (Il existe 
aussi la méthode des équations nodales que nous n’avons pas le temps d’aborder). 
On considère un circuit planaire et les mailles qui sont déterminées par le dessin du circuit.  
A chaque maille on associe un courant (fictif) de maille. Chaque branche du circuit fait 
partie d’une seule ou de deux mailles, et donc chaque courant de branche peut s’exprimer en 
fonction d’un ou de deux courants de maille. 
 
Par exemple, dans le cas suivant (Fig 20), les courants de branches 31 I,I  et 4I  sont liés aux 
courants de mailles 

421 mmm I,I,I  par 

1m1 II =  

21 mm3 III +−=  

41 mm4 III −−=  
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1Z

1E

1I

2Z

3Z

4Z

3E
4I

3I

4mI

1mI

 
 
 
 
 2mI
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 20 
 
 
On écrit alors la loi des mailles de Kirchhoff pour chaque maille du circuit, en ne gardant 
que les courants de mailles comme inconnues. 
Pour la maille 1 de la fig 20 : 
 

314433121 EEIII)( −=Ζ−Ζ−Ζ+Ζ  
 
et en fonction des courants de mailles : 
 

31m4m3m4321 EEIII)(
421

−=Ζ+Ζ−Ζ+Ζ+Ζ+Ζ    (8.98) 
 
Sur la relation (8.98) on constate que : 
• le coefficient de 

1mI  est égal à la somme des impédances faisant partie de la maille 1 ; 

• le coefficient de 
2mI  vaut 3Ζ−  car les courants de mailles 

1mI  et 
2mI  ont des sens 

opposés sur l’impédance commune 3Ζ  ; 
• le coefficient de 

4mI  vaut 4Ζ+  car les courants de mailles 
1mI  et 

4mI  ont le même 

sens sur l’impédance commune 4Ζ  ; 
• le second membre est la somme algébrique des sources de tension de la maille. 
 
En appliquant la même procédure au circuit de la fig 21,  
 
On obtiendra les équations 
 

1m3m2m321 EIII)(
321
=Ζ−Ζ+Ζ+Ζ+Ζ  

6m4m642m2 EII)(I
321

−=Ζ+Ζ+Ζ+Ζ+Ζ     (8.99) 

5m543m4m3 EI)(II
321
=Ζ+Ζ+Ζ+Ζ+Ζ−  
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1Z 2Z

3Z 4Z

5Z

6Z

1E 6E

5E

1mI 2mI

3mI

 
Fig. 21 

 
 
De manière générale, pour un circuit avec M mailles, on obtiendra un système de M 
équations à M inconnues (les courants de mailles), qui peut s’écrire sous forme matricielle : 
 

mmm EIΖ =          (8.100) 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ΖΖΖ

ΖΖΖ
ΖΖΖ

=

M

2

1

M

2

1

MM2M1M

M22221

M11211

m

m

m

m

m

m

mmm

mmm

mmm

E

E
E

I

I
I

##
…

…
…

mmm EIΖ  

 
mΖ  est la matrice des impédances de mailles, c’est une matrice symétrique 

 

ijji mm Ζ=Ζ          (8.101) 

 
mI  est le vecteur des courants de mailles 

mE  est le vecteur des sources de tension de mailles 
 
On a vu les propriétés suivantes : 
• l’élément diagonal 

iimΖ  est égal à la somme des impédances des branches de la maille 

i (toutes comptées positivement) ; 
• l’élément non diagonal 

jimΖ  est égal à la somme algébrique des impédances 

communes aux mailles i et j, comptées positivement lorsque les orientations des mailles 
concordent sur la branche et négativement dans le cas contraire ; 



 199 

• l’élément 
imE  est égal à la somme algébrique des sources de tensions présentes dans la 

maille i. 
 
La résolution du système des équations de mailles (8.100) fournit les courants de mailles.  A 
partir de ceux-ci on peut obtenir les courants de branches du circuit, et si nécessaire les 
tensions des branches. 
 
Reprenons l’exemple de la fig.21 en attribuant des valeurs aux éléments 

1mI 2mI

1E

Ω1

Ω1 Ω1

Ω2

F2

H2

3mI

Fig.22 
 

)30t2(cos10)t(e1 °+=  srad2=ω  
0ee 65 ==  

4j
1

2

1
=Ζ
=Ζ

 
1
1

4

3
=Ζ
=Ζ

  
2

4j1

6

5
=Ζ
=Ζ

 

 
Les équations de mailles sont 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+++−

=+++

=−++

0I)
4j

12(II

0II)4j3(I4j

EII4jI)4j2(

321

321

321

mmm

mmm

1mmm

 

La solution pour 
2mI , par la règle de Cramer, est 
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1

1

m E
5,22j12

8j2

4j
1211

14j34j
14j4j2

4j
1201

104j
1E4j2

I
2 +

−−
=

+−

+
−+

+−

−+

=  

 
avec °= 30j

1 e10E , on obtient 
°= 224j

m e23,3I
2

 

)224t2(cos23,3)t(i
2m °+=  

 
 
Exemple : pont de Wheatstone 
Le circuit suivant (fig 23) a pour but de mesurer une impédance inconnue . XZ

Fig 23 

1 2

3

SV

SR

1Z 2Z

3Z XZ

gR

 
Les éléments  et  sont des composants dont la valeur est connue avec précision et 
dont certains sont réglables.  L’équilibre du pont est obtenu lorsque le courant dans le 
détecteur (modélisé par sa résistance ) est nul. 

21,ΖΖ 3Ζ

gR
Pour chercher la condition d’équilibre, écrivons les équations des mailles 
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+Ζ+Ζ−Ζ−
−Ζ++ΖΖ−
Ζ−Ζ−Ζ+Ζ+

0
0

V

I
I
I

RR
RR

R S

m

m

m

gX3g3

g2g11

3131S

3

2

1
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Le courant dans la résistance  (détecteur) est donné par : gR

S
1312

mmg VIII
32 Δ

Δ−Δ
=−=       (8.102) 

où  est le déterminant de la matrice Δ mZ  et jiΔ  le cofacteur de l’élément i j. 
On peut vérifier, à partir de (8.102) que la condition à remplir par les différentes impédances 
pour avoir 0Ig =  est : 

32X1 ZΖ=ΖΖ         (8.103) 
 
Pour mesurer une résistance inconnue , tous les éléments seront des résistances XR

XX332211 RRRR =Ζ=Ζ=Ζ=Ζ  
et le pont pourra fonctionner en courant continu (  est une source de tension continue). La 
résistance  sera un élément réglable, permettant d’obtenir l’équilibre du pont ( ) et 
on déterminera alors la résistance inconnue par (8.103) 

SV

3R 0Ig =

3
1

2
X R

R
R

R =          (8.104) 

 
Pour mesurer une capacité, on utilisera le schéma suivant 

SV

SR

1R 2R
gR

3C 3R XC XR

Fig 24 
 
On souhaite mesurer la capacité  ainsi que sa résistance de perte .  En ajustant les 
éléments  et , on annule le courant dans le détecteur.  La condition d’équilibre (8.103) 
donne alors 

XC XR

3C 3R

X231 ΥΖ=ΥΖ  ⇒ )Cj
R

1(R)Cj
R
1(R X

X
23

3
1 ω+=ω+  

En égalant les parties réelle et imaginaire on obtient 

1

2
3X

2

1
3X

R
RRR

R
RCC

=

=

        (8.105) 
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8.6 Propriétés des circuits 
 
 
8.6.1 Théorème de superposition 
 
Pour un circuit linéaire contenant plusieurs sources indépendantes, la réponse de régime est 
égale à la somme des réponses de régime dues à chaque source agissant individuellement. 
Si toutes les sources ont la même fréquence, on peut résoudre le circuit, en utilisant les 
phaseurs et en considérant globalement toutes les sources (c’est généralement la méthode la 
plus efficace).  Le théorème de superposition résulte alors de l’écriture de la solution du 
système (8.100) des équations des mailles 
 

M21k m
Mk

m
k2

m
k1

m EEEI
Δ

Δ
++

Δ
Δ

+
Δ
Δ

= …     (8.106) 

 
où  est le déterminant de la matrice Δ mZ  et kjΔ  un cofacteur.  On fait alors agir chaque 
source individuellement et on additionne les phaseurs obtenus pour chaque courant et 
tension.  Cela demande généralement plus d’effort que la résolution globale. 
 
Par contre si les sources ont des fréquences différentes, l’application du théorème de 
superposition est obligatoire. 
 
La notion de phaseur ne permet de traiter qu’une seule fréquence à la fois. On cherche donc 
la réponse de régime pour chaque source avec sa fréquence spécifique (en utilisant la 
méthode des phaseurs) et on effectue la superposition des réponses temporelles. 
Pour faire agir une seule source, il faut annuler les autres sources, c’est à dire remplacer les 
sources de tension par un court-circuit. 
 
Exemple 1 : 
Considérons le circuit suivant avec deux sources : 
- une source alternative  )t5000(cos2)t(e =
- une source continue de 3V 

e

Ω4 µF10

Ω2

V3

Ω4

mH1
v+

−

Fig 25 
 
On s’intéresse à la tension de sortie v(t). 
Lorsque la source continue agit seule, on trouve V2v = . 
Lorsque la source alternative agit seule, on trouve °= 6,85je16,0V . 
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La solution est donc 
 

)6,85t5000(cos16,02)t(v °++=  
 
Exemple 2 : 
 
Considérons le circuit suivant 

Sv

L

H5,0

R
ΩK1

C
µF5 0v

Fig 26 
 
avec le signal d’entrée 

t3000cos50t1000cos5050)t(vS ++=  
On s’intéresse à la tension de sortie . )t(v0
Effectuons l’analyse du circuit pour une pulsation ω  quelconque : 

S
21

2
0 VV

Ζ+Ζ
Ζ

=  

avec 

CRj1
R

2 ω+
=Ζ   Lj1 ω=Ζ  

Le rapport entre le phaseur 0V  du signal de sortie et le phaseur SV  du signal d’entrée est 
une grandeur complexe appelée réponse en fréquence.  L’impédance et l’admittance sont des 
cas particuliers de réponse en fréquence. 
On obtient pour la réponse en fréquence : 

Lj)CL1(R
R

V
V

)j(H 2
S

0

ω+ω−
==ω      (8.107) 

 
Considérons maintenant successivement les trois composantes du signal d’entrée : 
 
Continu ( ) :  0=ω 1)0j(H =

V50vv S0 ==  

1000=ω rad/s  °−= 162je632,0)1000j(H  
°−== 162j0j

0 e6,31e50)1000j(HV  
)162t1000(cos6,31)t(v0 °−=  

3000=ω rad/s °−= 176je0464,0)3000j(H  
)176t3000(cos32,2)t(v0 °−=  
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La tension de sortie est donc, par superposition 
)176t3000(cos32,2)162t1000(cos6,3150)t(v0 °−+°−+=   (8.108) 

On voit que les différentes composantes du signal d’entrée sont d’autant plus atténuées que 
leur fréquence est élevée.  Le circuit se comporte comme un filtre passe-bas, car le module 
de sa réponse en fréquence est décroissant lorsque ω  augmente. 
 
L’expression (8.108) est la solution de régime du circuit.  Elle n’est pas sinusoïdale car la 
somme de plusieurs sinusoïdes de fréquences différentes n’est pas une sinusoïde. 
 
 
 
8.6.2 Théorème de Thévenin 
 
 
8.6.2.1 Un nouvel élément : la source de courant 
 
Une source de courant indépendante est un dipôle qui maintient un courant connu i , 
quelle que soit la tension apparaissant à ses bornes. Le symbole est le suivant où la flèche 
indique le sens conventionnel du courant : 

tS ( )

 
Remarquons que cela n'a pas de sens de représenter une source de courant isolée, elle doit 
nécessairement être reliée à un circuit extérieur pour pouvoir délivrer son courant. 
Pour un temps t fixé, une source de courant indépendante a la caractéristique suivante : 

v 
 
 
 
 
 
 
 
 
qui est celle d’une résistance non linéaire et non permanente (si  varie avec t ) contrôlée en 
tension. Le circuit ouvert peut être considéré comme une source de courant identiquement 
nul. 

iS

 
 
8.6.2.2 Théorème de Thévenin et de Norton 
 
Le théorème de Thévenin est particulièrement important en analyse des circuits. Il présente 
un grand intérêt à la fois pour la résolution et la compréhension des circuits. 
Le théorème de Thévenin exprime que tout réseau linéaire et permanent est équivalent à une 
source de tension unique  en série avec une impédance . Vth Zth
Considérons la configuration suivante où les réseaux A et B peuvent être de complexité 
arbitraire : 

i 
i tS ( )
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Fig 26 

 
Tant qu’on ne s’intéresse qu’aux courants et tensions dans le réseau B, on peut remplacer le 
réseau A par son équivalent de Thévenin :  
 

Vth

Zth

 
Fig 27 

 
On voit donc que ce théorème est d’une grande importance pratique car il permet de 
remplacer un circuit éventuellement très complexe par un schéma équivalent très simple. 
Bien entendu les courants et tensions à l'intérieur du circuit A ne seront plus accessibles, 
mais les courants et tensions à l'intérieur du réseau B resteront inchangés. 
 
Les hypothèses sont les suivantes pour pouvoir appliquer le théorème de Thévenin : 
 
• Le circuit A est linéaire et permanent, il contient des sources indépendantes qui sont 

toutes à la même fréquence. 
• Aucune restriction n’est faite concernant le circuit B qui peut contenir des sources, des 

éléments non linéaires, etc. Cependant, pour utiliser les phaseurs dans la démonstration, 
nous supposerons que le circuit B est également linéaire et permanent. Une 
démonstration plus générale se base sur la transformée de Laplace. 

• Il n’y a pas de couplage (par mutuelle) entre les réseaux A et B. 
 
Les paramètres  e Zth  de l’équivalent de Thévenin sont obtenus de la manière Vth t 
uivante : 

sion à vide

s
 
• Vth est la ten  entre les bornes a et b du réseau A (lorsque le réseau B est 

déconnecté) 
 

V Vth ab I=
=0  

 
Fig 28 
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• Zth  est l’impédance vue des bornes a et b du réseau A dont les sources indépendantes 
ont été annulées, et en ayant déconnecté le réseau B : 

 

Réseau A avec
les sources
indépendantes
annulées

Réseau A avec
les sources
indépendantes
annulées

⇐ Zth

IS

ES

 
Fig 29 

 
L’annulation des sources indépendantes signifie que les sources de tension sont remplacées 
par des court-circuits et les sources de courant par des circuits ouverts. L’impédance vue des 
bornes a et b se détermine alors soit simplement en appliquant les règles de combinaison 
d’impédances en série ou en parallèle, soit, pour les réseaux plus compliqués, en plaçant une 
source de tension  et en calculant I  pour obtenir ES S Z E Ith S S= / . 
 
Le théorème de Norton est le dual de celui de Thévenin. Il exprime que tout réseau linéaire 
et permanent est équivalent à une source de courant I  en parallèle avec une impédance 

 : 
N

ZN

IN ZN 

 
 

L’impédance ZN  s’obtient exactement de la même manière que  et donc Zth Z ZN th=  Le 
courant IN  est le courant de court-circuit entre les bornes a et b du réseau A (lorsque le 
réseau B est remplacé par un court-circuit) : 
 

I IN ab V=
=0   

 
 

Les équivalents de Thévenin et de Norton doivent bien sûr être équivalents entre eux, ce qui 
implique que :  
    V Zth th IN=       (8.109) 
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8.6.2.3 Exemples d'application du théorème de Thévenin 
 
Exemple 1 
Cherchons l’équivalent de Thévenin du circuit suivant, par rapport aux bornes a et b. 

Fig 30 

E

1R

L

2R 2C a

b

LZ

1C

 
10E =    srad10=ω  

H5,0L =     F02,0C1 = F05,0C2 =  
Ω= 5R1   Ω= 2R 2  

 
L’impédance de Thévenin est obtenue en court-circuitant la source et en cherchant 
l’impédance entre les bornes a et b. 

LjR
Cj

1

)LjR(
Cj

1

Cj
1R

1
1

1
1

2
2th

ω++
ω

ω+
ω

+
ω

+=Ζ  

)(e9,97j7 45j Ω=−= °−  
 

Pour la tension à vide : 

)V(e14,14

Cj
1LjR

LjREV 45j

1
1

1
th

°=

ω
+ω+

ω+
=  

 
Le circuit équivalent de Thévenin est donc 
 

°45je14,14

7j7 −
LI

LZ

a

b
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et le courant dans l’impédance  est LΖ

Lth

th
L

V
I

Ζ+Ζ
=  

si , on obtient )(7j3L Ω+=Ζ Ae414,1I 45j
L

°=  
 
 
Exemple 2 

E

1Z 2Z

3Z XZ

ba

Pour le pont de Wheatstone (fig.23), cherchons l’équivalent de Thévenin par rapport aux 
bornes a et b. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
La tension à vide s’obtient par : 

X2

X

31

3
bath EEVVV

Ζ+Ζ
Ζ

−
Ζ+Ζ

Ζ
=−=  

)()(
E

X231

X132
Ζ+ΖΖ+Ζ

ΖΖ−ΖΖ
=  

 

a b

1Z 2Z

3Z XZ

Pour l’impédance de Thévenin, en court-circuitant la source E, on obtient 
 
 
 
 
 
 
 
et donc 

X2

X2

31

31
th Ζ+Ζ

ΖΖ
+

Ζ+Ζ
ΖΖ

=Ζ  

Si on connecte une résistance  entre les bornes a et b, le courant dans  sera gR gR

gth

th
g R

V
I

+Ζ
=  

et on retrouve bien la condition d’équilibre vue en (8.103) 
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8.6.2.4 Sources réelles 
 
Nous avons défini les sources de tension et de courant idéales. Une source de tension réelle 
ne peut maintenir à ses bornes une tension constante lorsqu'elle fournit un courant, et sera 
donc modélisée par le schéma équivalent suivant : 

Sv

SR

où  est la résistance interne de la source. SR
De même une source de courant réelle sera modélisée par le schéma équivalent : 

Si
SR

où la résistance interne R  est en parallèle sur la source de courant idéale. S
On voit donc que les modèles de sources réelles sont identiques aux circuits équivalents de 
Thévenin et de Norton. On peut donc convertir une source de tension réelle en source de 
courant réelle en utilisant la relation entre les circuits équivalents de Thévenin et de Norton. 
 
 
8.6.2.5 Démonstration du théorème de Thévenin 
 
Il faut démontrer que le circuit équivalent de Thévenin a les mêmes courant et tension à son 
accès que le réseau A, et cela indépendamment des caractéristiques du réseau B. Donc que I 
et V sont identiques sur les fig 26 et 27. 

ARéseau

a

b

V I

Dans le circuit de la fig 26, remplaçons le réseau B par une source de courant indépendante 
qui a précisément la même valeur que le courant I. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig 31 
 

L'ensemble des courants et tensions du réseau A resteront inchangées, et en particulier la 
tension V  aux bornes a-b restera la même (cette propriété des circuits est appelée le 
théorème de substitution). 
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Nous pouvons alors exprimer V  à partir du théorème de superposition, en considérant les 
différentes sources indépendantes dans le circuit : 
 1VVV += ∞          (8.110) 
où 
• ∞V  est la tension produite par les sources indépendantes qui se trouvent à l'intérieur du 

réseau A, lorsque la source I  est annulée. Pour annuler la source de courant I , il faut 
l'ouvrir, et ∞V  est donc la tension à vide, identique à thV  de la fig 28 

 thVV =∞  
• 1V  est la tension produite lorsque la source de courant I  agit seule. Les sources 

indépendantes à l'intérieur du réseau A sont alors annulées, ce qui est la situation de la 
fig 29, et on a donc (en tenant compte des polarités utilisées sur la fig 31 : 

 IZV th1 −=  
 
L'expression (8.110) devient alors : 
 IZVV thth −=  
ce qui est précisément l'équation du circuit équivalent de Thévenin de la fig 27. 
 
 
 
8.6.3 Théorème de réciprocité 
 
Le théorème de réciprocité s’applique à des circuits qui ne contiennent que des résistances, 
capacités, inductances et inductances mutuelle.  Il n’y a donc pas de sources indépendantes 
dans le réseau R ci-dessous. 
Le théorème de réciprocité exprime alors que le courant dans une branche k dû à l’action 
d’une source de tension placée dans la branche p est égal au courant qui circulerait dans cette 
branche p si la même source était insérée dans la branche k. 
 
Considérons la configuration suivante 
 

pE R kI pI R kE

 
 
 
 
 
 
 
 
 
On choisira les mailles du circuit de manière à ce que la branche p soit uniquement dans la 
maille 1 et la branche k uniquement dans la maille 2. 
En écrivant la solution du système des équations des mailles (8.100) sous la forme (8.106), 
on aura pour le circuit de gauche  : 
 

p
12

mk EII
2 Δ

Δ
==  
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et pour le circuit de droite 
 

k
21

mp EII
1 Δ

Δ
==  

où  est le déterminant de la matrice Δ mΖ  et jkΔ  un cofacteur. Comme la matrice mΖ  des 

impédances de mailles est symétrique, 2112 Δ=Δ  et donc 
 

pk II =  si kp EE =       (8.111) 
 
 
 
8.7 Inductance mutuelle (ou transformateur) 
 
 
8.7.1 Equations de l’inductance mutuelle 
 
Si deux spires, ou deux bobines sont situées l’une par rapport à l’autre de façon à ce que le 
flux magnétique de l’une traverse partiellement l’autre, toute variation du courant dans la 
première spire produira une variation du flux qui traverse la seconde spire, ce qui fera 
apparaître dans cette dernière une force électromotrice induite (§7.5.) 
 
Dans le cas linéaire, le flux coupé par chaque circuit s’exprime par (7.50) 
 

2212

2111
iLiM

iMiL
+=Φ
+=Φ

        (8.112) 

 
où M est le coefficient d’inductance mutuelle tandis que  et  sont les inductances 
propres de chaque élément de circuit. 

1L 2L

L’inductance mutuelle dépend du nombre de spires de chaque bobine, de leurs dimensions, 
de leur position réciproque et de la perméabilité du milieu qui les entoure.  Pour un milieu 
magnétique linéaire et pour une position réciproque fixe des bobines, l’inductance mutuelle 
M est constante (de même que les inductances propres  et ) et ne dépend pas des 
valeurs des courants qui traversent les bobines. 

1L 2L

 

• •

1v 2v
1L 2L

1i 2i
M

Comme pour l’inductance isolée (§8.2.4.) on adoptera les références associées pour les 
tensions et les courants, et on représentera deux bobines couplées par inductance mutuelle 
par le symbole suivant : 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 32 

 
qui correspond aux relations entre les tensions et les courants 
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dt
diL

dt
diM)t(v

dt
diM

dt
diL)t(v

2
2

1
2

21
11

+=

+=
       (8.113) 

 
 
8.7.2 Signe de la mutuelle 
 
Les coefficients d’inductance propre  et  sont toujours positifs, mais la valeur de la 
mutuelle M peut être positive ou négative selon que les flux créés respectivement par i  et 

 sont de même sens ou de sens contraire.  Le signe de la mutuelle dépend donc à la fois de 
la manière dont les bobinages sont disposés dans l’espace et du sens de circulation adopté 
pour les courants.  Dans les schémas de circuits, il ne serait pas pratique de faire apparaître 
explicitement la manière dont sont réalisés les bobinages. 

1L 2L

1

2i

On représente le signe de la mutuelle au moyen de deux points sur le symbole de la fig.32. 
La mutuelle est positive lorsque les sens conventionnels des courants sont choisis entrant par 
les bornes marquées d’un point.  Les termes d’inductance mutuelle et d’inductance propre 
ont alors le même signe pour chaque bobine. 
 
Par exemple, pour la configuration suivante 
 

 
Fig.  33 

 
lorsque les courants  et  entrent par les bornes A et D, ils produisent des flux 
concordants.  On marquera donc les bornes A et D par un point sur le schéma du circuit, et il 
ne sera alors plus nécessaire de faire apparaître le sens des bobinages. 

1i 2i

 
Prenons quelques exemples pour illustrer la notation. 
Pour les courants et tensions de la fig.32 et de la fig.34, on aura les équations (8.113) 
 

1v
1L 2L 2v

1i 2i

M

• •

 
 
 
 
 
 

Fig. 34 
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1i 2i

M

1v 2v
1L 2L

•

•

1i 2i

M

1v
1L 2L 2v
•

•

 
 
 
 
 
 

Fig. 35       Fig. 36 

 
Pour la fig.35, on aura : 

dt
di

L
dt
di

M)t(v

dt
diM

dt
diL)t(v

2
2

1
2

21
11

+−=

−=
       (8.114) 

Pour la fig. 36, où on n'utilise pas les références associées pour l’accès 1 , on aura : 

dt
diL

dt
diM)t(v

dt
diM

dt
diL)t(v

2
2

1
2

21
11

+=

−−=
       (8.115) 

 
 
 
8.7.3 Association d’inductances couplées 
 
8.7.3.1 Association en série 
 
On considère la mise en série de deux inductances couplées par mutuelle 
 

i 1L 2L
M

1v 2v
• •

 
 
 
 

Fig. 37 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

dt
diL

dt
diMv

dt
diM

dt
diLv

22

11
 

et donc 

dt
di)M2LL(vvv 2121 ++=+=  

L’inductance équivalente à la mise en série est 
M2LLL 21eq ++=         (8.116) 

 
Tandis que pour la connexion de la fig.38 
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M

• •
1L 2L 

 
 
 

Fig. 38 

on aura 
M2LLL 21eq −+=′         (8.117) 

La mesure de  et  permettrait de déterminer M. eqL eqL′

En l’absence de mutuelle, on retrouve (8.96b) : 
21 LLL +=  

 
 

1i 2i

i

1L 2L

• •

v

8.7.3.2 Association en parallèle 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 39 

 

dt
diL

dt
diMvv

dt
diM

dt
diLvv

2
2

1
2

21
11

+==

+==
 

On en déduit que 

dt
di

ML
ML

dt
di 1

2

12
−
−

=  

dt
di)

ML
ML1()ii(

dt
d 1

2

1
21 −

−
+=+  

21 iii +=  

dt
diLv eq=  

avec 

M2LL
MLLL

21

2
21

eq −+
−

=         (8.118) 

En inversant le sens de , on aura 2L

M2LL
MLLL

21

2
21

eq ++
−

=′  

 
Pour , on retrouve l’expression (8.97b). 0M =
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8.7.4 Energie 
 
La puissance instantanée absorbée par une inductance mutuelle est 

)t(i)t(v)t(i)t(v)t(p 2211 +=  
(avec les références associées). 
L’énergie absorbée est, en utilisant (8.113) 

∫ ∞−
+=

t
2211 dt)iviv()t(w  

∫ ∞− ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++=

t 2
22

1
2

2
1

1
11 dt

dt
diiL)

dt
dii

dt
dii(M

dt
diiL  

)t(iL
2
1)t(i)t(iM)t(iL

2
1 2

2221
2
11 ++=     (8.119) 

avec . Comme obtenu en (7.52). 2
2121 MLL,0L,0L >>>

 
 
 
8.7.5 Analyse en transitoire 
 

E

0t = R 1i

1L 2L 2v

•

•

Considérons le circuit suivant 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 40 

 
Le secondaire est ouvert, et donc 0i2 =  

dt
diLiRE 1

11 +=  

R
EeA)t(i t)LR(

1 1 += −  

Le courant doit rester continu dans une inductance, et donc i 0)0(1 =  et REA −=  

)e1(
R
E)t(i t)LR(

1 1−−=  

La tension secondaire sera 
t)LR(

1

1
2 1e

L
ME

dt
diM)t(v −−=−=  
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8.7.6 Analyse en régime sinusoïdal 
 
En régime sinusoïdal permanent, les équations (8.113) de la mutuelle (linéaire et 
permanente) deviennent 

2212

2111
ILjIMjV

IMjILjV
ω+ω=

ω+ω=
       (8.120) 

et on peut utiliser la méthode générale de résolution en phaseurs. 
Les théorèmes de superposition, de Thévenin et de réciprocité restent valables en présence 
d’inductances mutuelles.  Par contre la méthode de construction de la matrice Z  (§8.5.4.) 
ne s’applique plus aussi simplement. 

m

 

SV

SZ
1I

1L1V 2L

2I

2V
2Z

• •

Considérons le circuit suivant 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 41 

 
Les équations des deux mailles sont 

⎩
⎨
⎧

+ω+ω=

ω+ω+=

22221

2111SS
IZILjIMj0

IMjILjIZV
     (8.121) 

On s’intéresse aux tensions 1V  et 2V  aux bornes de la mutuelle 

⎩
⎨
⎧

−=ω+ω=

ω+ω=

222212

2111
IZILjIMjV

IMjILjV
     (8.122) 

A partir de (8.122) on obtient 

22
221

2

1

2

M)LjZ(Lj
ZMj

V
V

ω+ω+ω

ω
=      (8.123) 

221

2
LjZ

Mj
I
I

ω+
ω−

=         (8.124) 

Le primaire et le secondaire de la mutuelle sont couplés magnétiquement mais il n’y a pas de 
contact entre les deux parties, qui sont isolées l’une de l’autre. L’origine des potentiels peut 
être choisie indépendamment pour chacune des parties (par exemple au moyen d’une mise à 
la terre). 
L’impédance vue au primaire de la mutuelle est : 
 

22

22
1

1

1
1 LjZ

MLj
I
V

Z
ω+

ω
+ω==       (8.125) 

 
Le premier terme 1Ljω  dépend de l’inductance propre du primaire.  Le second terme 
dépend du couplage et est l’impédance réfléchie rZ  : 
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22

22
r LjZ

MZ
ω+

ω
=         (8.126) 

L’impédance réfléchie varie inversement avec l’impédance totale du secondaire, et elle est 
indépendante du signe de la mutuelle 
 

SV

1I

1R

1V
1L

3I

2I 2L

2R

2V

•

•

Pour écrire les équations des mailles d’un circuit avec une mutuelle, il est souvent plus 
prudent de passer par l’intermédiaire des courants de branches pour identifier la contribution 
de la mutuelle. Considérons par exemple le circuit suivant avec les courants de mailles 1I  et 

2I . 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 42 

 
Les tensions 1V  et 2V  aux bornes de  et  sont 1L 2L

2311 IMjILjV ω−ω=  

3222 IMjILjV ω−ω=  
Les équations des mailles sont 

111S VIRV +=  

1222 VVIR0 −+=  
et en remplaçant 3I  par 21 II −  on obtient le système 

⎩
⎨
⎧

=++ω+++ω−

=+ω−ω+

0I))M2LL(jR(I)ML(j
VI)ML(jI)LjR(

212211

S21111    (8.127) 

La matrice  est toujours symétrique, mais il aurait été difficile de la construire 
directement par inspection du circuit. 

mZ

 
 
 
8.7.7 Transformateur idéal 
 
Un système de bobines couplées (souvent enroulées sur un noyau) est communément appelé 
transformateur.  L’application essentielle des circuits couplés est en effet de transformer une 
tension (ou un courant) d’une certaine valeur en une tension (ou courant) d’une autre valeur. 
 
Considérons un circuit magnétique avec deux enroulements de  et  spires. On suppose 
(comme au §6.7.) que le flux magnétique 

1N 2N
Φ  suit la forme du circuit magnétique et qu’il n’y 

a donc aucune dispersion. 
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Fig. 43 

 
L’équation du circuit magnétique est (6.48) 

Φℜ==+ ∫ d.HiNiN 2211       (8.128) 
où  est la réluctance du circuit magnétique. ℜ
Le flux total coupé par chaque enroulement est : 

2
2
2

1
21

22

2
21

1
2
1

11

iNiNNN

i
NN

i
N

N

ℜ
+

ℜ
=Φ=Φ

ℜ
+

ℜ
=Φ=Φ

      (8.129) 

Les coefficients d’inductance propre et mutuelle sont donc, d’après (8.112) : 

ℜ
=

ℜ
=

ℜ
= 21

2
2

2
2
1

1
NNMNLNL     (8.130) 

Le couplage est donc parfait : 

21
2 LLM =          (8.131) 

puisque nous avons négligé le flux de dispersion. 
On obtient pour les tensions : 

dt
dNv

dt
dNv 2211

Φ
=

Φ
=  

1

2

1

2

1

2
N
N

L
L

v
v

==         (8.132) 

Le rapport des tensions est égal au rapport du nombre de spires.  On obtiendra le même 
résultat en utilisant la condition (8.131) du couplage parfait dans (8.123). 
Pour le modèle du transformateur idéal, on suppose de plus que la perméabilité μ  du circuit 
magnétique est infinie, et donc que la réluctance est nulle : 

0→ℜ∞→μ         (8.133) 
Dans ce cas, à partir de (8.128) on a 

2

1

1

2
N
N

i
i

−=          (8.134) 

La condition (8.133) revient à considérer que les inductances  et  tendent vers l’infini 
en gardant un rapport constant.  On obtiendra alors le même résultat à partir de (8.124). 

1L 2L
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On obtient ainsi le modèle du transformateur idéal, qui est représenté par le symbole 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 44 

et les relations 

12

21
ini

vnv
−=

=
         (8.135) 

où n est le rapport de transformation. 
Il s’agit d’un modèle très idéalisé (comme son nom l’indique) du transformateur.  En 
particulier aucun transformateur réel ne pourra fonctionner en courant continu comme les 
équations (8.135) pourraient le laisser croire. 
Si on branche une impédance  au secondaire du transformateur idéal (fig.43), 
l’impédance (réfléchie) vue au primaire sera : 

LZ

L
2

2

22

1

1
1 Zn

I
V

n
I
V

Z =−==       (8.136) 

Cette propriété de « transformation d’impédance » du transformateur est utilisée pour 
réaliser une adaptation d’impédance entre une source et une charge afin d’obtenir le transfert 
maximal de puissance. 
La puissance absorbée par le transformateur idéal 

0iviv)t(p 2211 =+=        (8.137) 
est toujours nulle.  C’est un élément sans perte qui transmet intégralement la puissance. 
 
 
 
8.7.8 Transformateur réel 
 
Un transformateur réel s’écartera évidemment de ce comportement idéalisé. Les 
enroulements présenteront une résistance et donc des pertes par effet Joule. Il y aura une 
certaine dispersion du flux et le couplage ne sera donc pas parfait. Les pertes par hystérésis 
et par courants de Foucault produisent un échauffement du noyau. D’autre part, la nature non 
linéaire des noyaux ferromagnétiques rend l’analyse beaucoup plus compliquée. 
 
Pertes par hystérésis 
 
L’état magnétique du noyau ferromagnétique d’un transformateur (en courant alternatif) va 
décrire un cycle d’hystérésis dont la surface correspond à une énergie dissipée sous forme de 
chaleur. 
Reprenons la puissance absorbée par le transformateur 

2211 ivivp +=  
en tenant compte de la non linéarité du matériau.  Les tensions sont données par la dérivée 
du flux 

i2 i1 

v1 v2 v2 
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dt
BdSN

dt
dNv

dt
BdSN

dt
dNv

222

111

=
Φ

=

=
Φ

=
 

où S est la section (supposée constante) du circuit magnétique et B le champ magnétique 
(supposé uniforme) 

dt
BdS)iNiN(p 2211 +=  

et avec (8.128) 
.HdHiNiN 2211 ==+ ∫  

où  est la longueur du circuit magnétique. 
La puissance est donc 

dt
BdH.Vol

dt
BdHS)t(p ==  

Vol étant le volume du circuit magnétique. 
L’énergie dissipée, par unité de volume, sera 

∫= BdHW          (8.138) 
En régime alternatif, l’état magnétique du matériau va décrire un cycle d’hystérésis lors de 
chaque période. 
L’énergie perdue, lors de chaque période, sera donnée par ∫ BdH , qui est la surface 
contenue à l’intérieur de la courbe d’hystérésis.  Cette énergie se transforme en chaleur.  Il 
est donc nécessaire d’utiliser des matériaux avec un cycle d’hystérésis étroit pour la 
fabrication des transformateurs. 
La puissance perdue par hystérésis sera proportionnelle à la fréquence des tensions et 
courants dans le transformateur. 
 
 
Pertes par courants de Foucault 
 
Le champ magnétique variable dans un transformateur produit une fem induite, suivant la loi 
de Faraday.  Cette fem produit alors des courants induits dans la masse du noyau car celui-ci 
est généralement assez bon conducteur.  Ces courants sont appelés courants de Foucault. 
Ils produisent une perte par effet Joule et un échauffement.  C’est le principe du chauffage 
par induction. Dans le cas de transformateurs il s’agit cependant d’un effet non désiré. 
L’effet des courants de Foucault est alors réduit en réalisant le noyau au moyen de feuilles de 
matériau ferromagnétique isolées électriquement entre elles. 
On augmente ainsi la résistance électrique des trajets suivis par les courants de Foucault. 
Pour les applications haute fréquence, on peut réduire les pertes par courant de Foucault en 
utilisant des matériaux à haute perméabilité et faible conductivité, comme les ferrites. 
Les courants de Foucault sont proportionnels à la dérivée du champ magnétique.  Si le 
champ magnétique est sinusoïdal, les courants de Foucault auront une amplitude 
proportionnelle à la fréquence.  Comme la puissance dissipée par ces courants est 
proportionnelle au carré du courant, les pertes par courants de Foucault seront 
proportionnelles au carré de la fréquence. 
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8.8 Puissances 
 
 
8.8.1 Fonctions périodiques – Terminologie 
 
8.8.1.1 Sinusoïde 
 

)t(cosA)t(a m α+ω=  

mA   : amplitude ou valeur de crête 
ω   : pulsation ou fréquence angulaire ( srad ) 
f  : fréquence (Hz) 
T  : période (s) 
α   : phase (rad) 

f2T1f π=ω=  
 
Valeur moyenne 

∫ ==
T
0moy 0dt)t(a

T
1A        (8.139) 

 
Valeur moyenne simplement redressée : moyenne de la fonction obtenue en annulant la 
partie négative de )t(a  

∫ ′=
T
01moy dt)t(a

T
1A        (8.140) 

avec 

0)t(asi0
0)t(asi)t(a)t(a

<=
>=′

 

Pour une sinusoïde : mm1moy A318,0A1A =
π

=  

 
Valeur moyenne doublement redressée : moyenne de la fonction obtenue en inversant le 
signe de la partie négative de la fonction 

∫=
T
02moy dt)t(a

T
1A        (8.141) 

Pour une sinusoïde : mm2moy A637,0A2A =
π

=  

 
Valeur efficace : racine carrée de la moyenne du carré de la fonction 

∫=
T
0

2
eff dt)t(a

T
1A        (8.142) 

Pour une sinusoïde : m
m

eff A707,0
2

AA ==      (8.143) 
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Facteur de forme 

2moy

eff
A

Ak =          (8.144) 

Pour une sinusoïde : 11,1
22

k =
π

=  

 
 
8.8.1.2 Fonction périodique 
 
Une fonction  périodique, de période T )t(f

)Tt(f)t(f +=  
peut être développée en série de Fourier 

∑
∞

=
ω+ω+=

1n
0n0n0 )tnsinbtncosa(a)t(f     (8.145) 

T20 π=ω  est la pulsation fondamentale 
Le terme  est la composante continue. Le terme 0a 1n =  est le fondamental. Le terme 2n =  
est l’harmonique 2, etc. 

∫
+

=
Tt

t0
0

0
dt)t(f

T
1a   valeur moyenne 

∫
+

ω=
Tt

t 0n
0

0
dttncos)t(f

T
2a  

∫
+

ω=
Tt

t 0n
0

0
dttnsin)t(f

T
2b  

 
On peut aussi établir un développement ne contenant que des termes en cosinus, et une 
phase, ce qui sera utile pour la méthode des phaseurs. 

∑
∞

=
α+ω+=

1n
n0n0 )tn(cosAA)t(f      (8.146) 

2
n

2
nn baA +=  

nnn abtg =α  (le quadrant de nα  étant déterminé par les signes de  et ) na nb
 
La valeur efficace d’une fonction périodique est 

∫=
T
0

2
eff dt)t(f

T
1F  

∑∑
∞

=

∞

=
+=+=

1n

2
eff,n

2
0

1n

2
n

2
0 AAA

2
1A     (8.147) 

en introduisant la valeur efficace de chaque harmonique 
2AA neff,n =  
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Le taux d’harmonique est défini par 

∑

∑
∞

=

∞

==τ

1n

2
n

2n

2
n

A

A

        (8.148) 

 
Une fonction périodique à demi-alternances égales possède la symétrie 
 

)t(f)
2
Tt(f −=+  

 
Dans ce cas, tous les harmoniques pairs sont nuls : 
 

pairnpour0A
0A

n

0
=
=

        (8.149) 

 
Les valeurs moyennes simplement et doublement redressées, ainsi que le facteur de forme se 
définissent comme dans le cas de la sinusoïde. 
 
 
 
8.8.2 Puissance instantanée et puissance active 
 
La puissance instantanée fournie à un dipôle est définie comme le produit de la tension par le 
courant (avec les références associées). 
 i(t)

v(t) 

 
 
 
 

Fig. 45 

 
)t(i)t(v)t(p =  

 
Dans le cas où la tension et le courant sont périodiques, on s’intéresse essentiellement à la 
valeur moyenne de cette puissance instantanée.  La puissance moyenne ou puissance active 
est définie par 

∫
+

=
Tt

t
0

0
dt)t(p

T
1P        (8.150) 

où T est la période. 
 
Dans le cas particulier du régime sinusoïdal, la tension et le courant sont de la forme  
 

)t(cosI)t(i
)t(cosV)t(v

m

m
β+ω=
α+ω=
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et la puissance instantanée 
)t(cos)t(cosIV)t(p mm β+ωα+ω=  

peut s’inscrire 

)t2(cosIV
2
1)(cosIV

2
1)t(p mmmm β+α+ω+β−α=    (8.151) 

 
La puissance instantanée comprend donc une composante constante et une composante 
sinusoïdale qui varie avec une fréquence double de celle du courant et de la tension. 
La puissance moyenne est 
 

βα=ϕϕ=
β−α=

β−α== ∫
+

-aveccosI.V
)(cosI.V

)(cosIV
2
1dt)t(p

T
1P

effeff

effeff

mm
Tt

t
0

0

  (8.152) 

 
et elle dépend donc de l’amplitude du courant et de la tension et du cosinus de leur 
déphasage. 
Lorsque  est positive, la puissance reçue par le dipôle est positive et lorsque st 
négative, la puissance reçue par le dipôle est négative.  La puissance instantanée peut être 
négative sur certains intervalles de temps de chaque période, même si la puissance moyenne 
est positive. 

)t(p )t(p  e

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 46 

 

 ϕcosIV
2
1

mm 

 
La puissance instantanée peut également s’écrire 
 

[ ] )2t2(sinQ)2t2(cos1P)t(p α+ω+α+ω+=     (8.153) 
avec 

ϕ=

ϕ=

sinIV
2
1Q

cosIV
2
1P

mm

mm
  β−α=ϕ  

 
 
Le premier terme correspond à une puissance qui a toujours le même signe, et dont la 
moyenne est P.  Le deuxième terme correspond à une puissance qui s’échange entre le dipôle 
et le circuit extérieur et dont la valeur moyenne est nulle. 
L’amplitude Q de ce deuxième terme s’appelle la puissance réactive. 
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Considérons maintenant successivement les composants élémentaires : R, C, L.  Rappelons 
que les valeurs de R, C et L sont positives. 
 
 
Résistance 
La puissance 

)t(iR)t(i)t(v)t(p 2==  
est toujours positive ou nulle : la résistance absorbe toujours de la puissance et ne la restitue 
jamais, c’est un élément dissipatif. L’énergie absorbée par la résistance 

∫ ∞−
≥=

t 2 0dt)t(iR)t(w  

]

est évidemment positive et la résistance est un élément passif (§8.1.5.). 
 
En régime sinusoïdal, la tension et le courant sont en phase, et la puissance instantanée est 
(8.151) (8.153) 

[ )2t2(cos1P)t(p α+ω+=       (8.154) 
La puissance moyenne est 

R
V

2
1IR

2
1P

2
m2

m ==        (8.155) 

et en introduisant les valeurs efficaces 

R
VIRP

2
eff2

eff ==        (8.156) 

 
La valeur efficace d’un courant (d’une tension) est donc égale à la valeur du courant 
(tension) continu qui produirait la même puissance moyenne dans une résistance. Cela reste 
vrai pour toute fonction périodique. Ceci constitue la raison du choix des valeurs efficaces 
pour définir les tensions et courants dans le domaine de l'électrotechnique. 
 
 
Capacité 
 
La capacité et l’inductance sont des éléments passifs car l’énergie absorbée, 2vC 2  et 

2iL 2 , est toujours positive.  Contrairement à la résistance, l’inductance et la capacité 
peuvent restituer cette énergie absorbée : ce sont des éléments non dissipatifs ou réactifs. 
 
En régime sinusoïdal, pour une capacité, on a 

)90t(cosVC)t(i
)t(cosV)t(v

m

m
°+α+ωω=

α+ω=
 

et la puissance instantanée est 

)2t2(sinVC
2
1)t(p 2

m α+ωω−=  

)2t2(sinQ α+ω=        (8.157) 

0P =   2
mVC

2
1Q ω−=  
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La puissance varie sinusoïdalement avec la fréquence double. La puissance reçue par la 
capacité est positive lorsque )t(v  est croissant et négative lorsque )t(v  est décroissant. 
La puissance moyenne est nulle. 
 
 
Inductance 
 
En régime sinusoïdal 

)90t(cosIL)t(v m °+β+ωω=  
)t(cosI)t(i m β+ω=  

0P =   2
mIL

2
1Q ω=  

)2t2(sinQ)t(p β+ω−=        (8.158) 
 
La puissance varie sinusoïdalement avec la fréquence double.  La puissance reçue par 
l’inductance est positive lorsque )t(i  est croissant et négative lorsque )t(i  est 
décroissant. La puissance moyenne est nulle. 
 
 
 
8.8.3 Expression de la puissance active 
 
En régime sinusoïdal permanent nous pouvons utiliser les phaseurs pour représenter la 
tension et le courant du dipôle de la fig. 45. 
 

 I

V

 
 
 
 
 

Fig. 47 

β

α

=

=
j

m

j
m

eII

eVV
 

L’impédance du dipôle est donc 
)(j

m

m e
I
V

I
VZ β−α==  

Re Z j Im Z= +  

β−α=ϕ=ϕ=β−α avec
Z

ZRecos)(cos  

mm IZV =  
 

La puissance moyenne (8.152) absorbée par le dipôle peut se mettre sous la forme 
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ZReIZReI
2
1

cosIVcosIV
2
1P

2
eff

2
m

effeffmm

==

ϕ=ϕ=
     (8.159) 

Seule la partie résistive de l’impédance (la partie réelle) est donc responsable de l’énergie 
moyenne dissipée. 
 
Pour un dipôle passif, l’énergie absorbée doit être non négative.  Il en résulte que la 
puissance moyenne sur une période doit également être non négative,  et donc 0P ≥

0)j(ZRe ≥ω         (8.160) 
 
En écrivant ϕ= jeZZ , la condition de passivité devient 
 

22
π

≤ϕ≤
π

−          (8.161) 

 
 

e

i Ω100

H1

Exemple : 
 
 
 
 
 
 

Fig. 48 

t100cos100)t(e =  
°=+= 45je4,141100j100Z  

)A(
2

1
Z

VI m
m ==  

La puissance moyenne délivrée à l’impédance est 

W2545cos
22

10045cosIV
2
1P mm =°=°=  

W25ZReI
2
1 2

m ==  

La puissance dissipée dans la résistance de Ω100  

W25IR
2
1P 2

mR ==  

est égale à la puissance dans Z puisque l’inductance n’absorbe pas de puissance moyenne. 
La puissance absorbée par la source est 

W2545cosIV
2
1)225(cosIV

2
1P mmmmS −=°−=°=  

car le courant de la source est −  pour les références associées.  La source fournit donc la 
puissance de 25 W à la charge. 

)t(i
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8.8.4 Facteur de puissance 
 
La puissance moyenne délivrée à une charge est 

ϕ= cos.I.VP effeff  
où  est le déphasage entre la tension et le courant. ϕ
 
La puissance apparente est définie par 

       (8.162) )VA(I.VS effeffapp =

Elle s’exprime en volt-ampère, pour la distinguer de P qui s’exprime en watt. 
 
Le facteur de puissance d’une charge est 
 

appS
Pcospuissancedefacteur =ϕ=      (8.163) 

 
Pour une charge passive, le facteur de puissance sera compris entre 0 et 1, et il caractérise 
l’efficacité d’un système de distribution d’énergie. L’équipement utilisé pour la génération, 
le transport et la distribution de puissance doit être conçu en fonction du courant  pour 
une tension donnée , donc en fonction de la puissance apparente. Pour une tension et 
puissance donnée, une charge avec un faible facteur de puissance exigera un courant plus 
important, et donc un investissement plus important pour le matériel et des pertes plus 
grandes sur le réseau de distribution. Pour un distributeur d’énergie électrique, il est donc 
souhaitable d’avoir un facteur de puissance aussi proche que possible de 1. 

effI

effV

 
 
Exemple : 
 
Pour une puissance délivrée , avec kW100P = V220Veff =  et 85.0cos =ϕ  , le courant 
sera 

A535
cos.V

PI
eff

eff =
α

=  

et la puissance apparente 
kVA118IVS effeffapp ==  

Si on augmente le facteur de puissance à 0.95 , le courant et la puissance apparente seront, 
pour la même puissance active : 

kVA105S
A478I

app

eff
=
=

 

Le distributeur doit fournir la puissance délivrée (et facturée) mais aussi les pertes sur les 
câbles de transmission.  Si la résistance de ces câbles est de Ω1.0 , la puissance totale de la 
source sera : 

2
effS I1.0kW100P +=  

kW129PS =   si 85,0cos =ϕ  
kW123=   si 95,0cos =ϕ  
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Ceci explique les pénalités infligées par les distributeurs d’électricité aux consommateurs 
(industriels) dont le facteur de puissance est trop faible. 
Dans le cas assez fréquent où l’utilisateur présente une charge inductive ( ), il est 
possible d’améliorer le facteur de puissance en branchant des condensateurs en parallèle 
avec la charge. 

0ZIm >

 
 
8.8.5 Puissance complexe 
 
Commençons par définir les phaseurs "efficaces" pour représenter la tension et le courant 

β

α

==

==

j
effeff

j
effeff

eI
2

II

eV
2

VV

       (8.164) 

 
En électrotechnique, on a l'habitude d'utiliser uniquement les phaseurs "efficaces" (et de ne 
pas mettre l'indice "eff" puisqu'il n' y a pas de confusion possible). La correspondance entre 
phaseur et grandeur temporelle est alors (d'après 8.66) : 

)e2V(Re

)t(cos2V)t(v
tj

eff

eff
ω=

α+ω=
  ⇔ α= j

effeff eVV  

La notion d'impédance, qui est le quotient de deux phaseurs, reste inchangée. 
 
La puissance moyenne s’écrit alors, avec β−α=ϕ  

)eIV(RecosIVP j
effeffeffeff

ϕ=ϕ=  
 

On définit la puissance complexe par 
 

*
effeff IVS =          (8.165) 

où *
effI  est le complexe conjugué de effI . 

C’est une grandeur complexe dont la partie réelle est la puissance moyenne (ou puissance 
active) et la partie imaginaire est la puissance réactive (cf. (8.153)) 

QjPS +=          (8.166) 
ϕ= sinIVQ effeff         (8.167) 

 
Pour une impédance Z, on a 

2
2
eff

2
eff

Z

ZImVZImIQ ==        (8.168) 

La puissance réactive Q s’exprime en VAR (volt-ampère réactif) pour faire la différence 
avec le watt. 
 
Le module de la puissance complexe est égal à la puissance apparente 

effeffapp IVSS ==        (8.169) 

22 QPS +=         (8.170) 
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eff1I eff2I

effI

effV
1Z 2Z

Considérons deux impédances en parallèle (Fig.49).   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 49 

La puissance complexe délivrée est 
*

eff2eff1eff
*
effeff )II(VIVS +==  

*
eff2eff

*
eff1eff IVIV +=        (8.171) 

La puissance complexe délivrée par la source est la somme des puissances complexes dans 
chacune des impédances.  Cela reste vrai pour un circuit quelconque.  C’est le principe de la 
conservation de la puissance complexe. 
 
On peut utiliser ce principe pour effectuer la compensation du facteur de puissance. 
Si  (dans la fig.49) est la charge à corriger, avec la puissance complexe 2Z

QjPS2 +=  
On connecte en parallèle une réactance pure 11 XjZ = , avec la puissance complexe 

11 QjS =  
La puissance complexe totale sera alors 

)QQ(jPSSS 121 ++=+=        (8.172) 
La puissance active P reste inchangée, et on peut choisir  pour améliorer le facteur de 
puissance 

1Q

S
P

S
Pcos
app

==ϕ         (8.173) 

Le courant 2I  ne changera pas, mais le courant I  fourni par le générateur sera modifié. 
 
 
Exemple : 
 
Reprenons l’exemple de la fig. 48.  La puissance complexe de la charge est : 

25j25QjPS +=+=  
et le facteur de puissance est 707.045cos =° . 

7.70Veff =  (V)  )j1(3535.0
Z

V
I eff
eff −==  

 A5.0Ieff =  
On veut amener le facteur de puissance à la valeur 95.0'cos =ϕ . 
D’après (8.172) on a 

P
QQ'tg 1+

=ϕ  
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VAR2.8)95.0cosarc(tgP'tgPQQ 1 ==ϕ=+  
VAR8.16252.8Q2.8Q1 −=−=−=  

En appliquant (8.168), avec  11 XjZ =

1

2
eff

2
1

12
eff1 X

V

Z

ZImVQ ==  

Ω−= 298X1  
Il faut donc placer une capacité de valeur 

F6.33
X
1C

1
1 μ=

ω
−

=  

en parallèle sur la charge (fig.50).  La puissance complexe deviendra 
2.8j25S +=′  

et le courant délivré par la source deviendra 

e 1C

Ω100

H1

A37.0
V

S
I

eff
eff =

′
=′  

 
 
 
 
 
 

Fig. 50 

 
 
 
8.8.6 Adaptation d’impédance 
 
Une impédance de charge Z  est raccordée à une source L SE  d’impédance interne  SZ .

SE

SZ

LZ

⎯→⎯I

De manière générale,  et  peuvent être l’équivalent de Thévenin d’un circuit 
complexe. 

SE SZ

 
 
 
 
 
 

Fig. 51 

 
Le problème de l’adaptation consiste à choisir l’impédance  de manière à maximiser la 
puissance moyenne qu’elle absorbe, en régime sinusoïdal permanent. 

LZ

La puissance moyenne délivrée à la charge est 

L
2

ZRe.I
2
1P =  

LS LS

S
ZZ

E
I

+
=  
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En écrivant les impédances sous la forme 
XjRZL +=   SSS XjRZ +=  

on obtient pour la puissance 

2
S

2
S

2
S

)XX()RR(

RE
2
1P

+++
=       (8.174) 

et il faut choisir R et X pour maximiser P. 
On annule les dérivées : 

SS XX0XX0
X
P

−=⇒=+⇒=
∂
∂  

S
2

S
22

S RR0)XX(RR0
R
P

=⇒=++−⇒=
∂
∂  

 
La condition d’adaptation est donc que l’impédance de charge doit être le complexe 
conjugué de l’impédance de source 
 

*
SL ZZ =          (8.175) 

 
Pour cette valeur de l’impédance de charge, la puissance maximum fournie sera 

S

2
eff

S

2
S

max R4
E

R8
E

P ==        (8.176) 

 
 
 
8.8.7 Puissance et superposition 
 
Par le théorème de superposition (§8.6.1) on sait que si le signal d’entrée d’un circuit est la 
somme de sinusoïdes à différentes fréquences, les tensions et courants du circuit (en régime) 
seront également des sommes de sinusoïdes à ces mêmes fréquences. 
Examinons ce qui se passe pour la puissance. 
Supposons que le courant et la tension dans une branche du circuit soient 
 

)t(cosV)t(cosV)t(v 22m11m 21
α+ω+α+ω=    (8.177) 

)t(cosI)t(cosI)t(i 22m11m 21
β+ω+β+ω=     (8.178) 

 
La puissance instantanée sera alors 
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)t2(cosIV
2
1)(cosIV

2
1)t(i)t(v)t(p 111mm11mm 1111

β+α+ω+β−α==  

)t)((cosIV
2
1

)t)((cosIV
2
1

)t)((cosIV
2
1

)t)((cosIV
2
1

)t2(cosIV
2
1)(cosIV

2
1

2121mm

2121mm

2121mm

2121mm

222mm22mm

12

12

21

21

2222

α−β+ω−ω+

α+β+ω+ω+

β−α+ω−ω+

β+α+ω+ω+

β+α+ω+β−α+

 

(8.179) 
 

On voit que la puissance instantanée n’est pas la somme des puissances instantanées 
associées à  et  (c’est-à-dire les 4 premiers termes de (8.179)). 1ω 2ω
 
Par contre la puissance active 
 

2eff2,eff2,1eff1,eff1,

22mm11mm

cosIVcosIV

)(cosIV
2
1)(cosIV

2
1P

2211

ϕ+ϕ=

β−α+β−α=
  (8.180) 

 
est bien la somme des puissances actives associées à chaque fréquence. 
 
Le principe de superposition s’applique donc pour les puissances actives (pour des pulsations 

 et  1ω 2ω différentes) 
 
De manière générale, pour un courant et une tension périodiques, de période T, nous 
pouvons utiliser la série de Fourier (8.146) 

∑
∞

=
α+ω+=

1n
n0n0 )tn(cosVV)t(v  

∑
∞

=
β+ω+=

1n
n0n0 )tn(cosII)t(i  

La puissance instantanée est alors 

∑
∞

=
α+ω+==

1n
n0n000 )tn(cosVIIV)t(i)t(v)t(p  

∑ ∑

∑
∞

=

∞

=

∞

=

β+ωα+ω+

β+ω+

1n 1m
m0n0mn

1n
n0n0

)tm(cos)tn(cosIV

)tn(cosIV

 

 
Et on obtient pour la puissance active : 
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∑∫
∞

=
β−α+==

1n
nnnn00

T
0

)(cosIV
2
1IVdt)t(p

T
1P    (8.181) 

 
La puissance active totale est donc la superposition des puissances actives relatives à chaque 
harmonique. 
 

∑
∞

=
+=

1n
n0 PPP         (8.182) 

avec 
000 IVP =  

neff,neff,nnnnnnnnn cosIVcosIV
2
1)(cosIV

2
1P ϕ=ϕ=β−α=  

 
 
Remarque 
 
Si les pulsations  et  dans (8.177) (8.178) ne sont pas harmoniquement reliées (c’est-à-
dire qu’il n’existe pas de nombres entiers  et  tels que 

1ω 2ω

1n 2n 2211 nn ω=ω ), alors les 
grandeurs t  définies par (8.177) (8.178) ne sont pas périodiques. On peut 
cependant dans ce cas généraliser la notion de puissance moyenne et conserver le principe de 
superposition des puissances moyennes. 

)t(i  e )t(v
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8.9 L'amplificateur opérationnel 
 
 
8.9.1 Introduction 
 
L’amplificateur opérationnel est un amplificateur intégré avec un gain A très grand, une 
impédance d’entrée élevée et une impédance de sortie faible. C’est un composant largement 
utilisé dans de nombreuses applications et qui a reçu son propre symbole : 
 

Entrées Sortie

CCV

CCV

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 52 

 
On omet souvent de dessiner les alimentations + VCC  et − VCC  (de même que d’autres 
bornes de réglage de l’amplificateur) : 
 

nv

pv
ov

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 53 

 
Les alimentations sont bien sûr indispensables pour le bon fonctionnement de l’amplificateur 
opérationnel, mais n’interviennent pas dans les équations du circuit auquel l’amplificateur 
est connecté. Il faut être conscient, en utilisant le schéma de la fig.53 que la loi des nœuds ne 
peut pas être appliquée aux 3 courants associés aux 3 bornes de l’amplificateur : leur somme 
n’est pas nulle. 
 
La tension de sortie v  est une fonction de la tension différentielle à l’entrée  : 0 vd

        (8.183) 
v v v

v A v v A v
d p n

p n

= −

= − =0 ( ) d
Le gain A est très grand. L'impédance d'entrée (impédance entre les bornes + et -) est très 
grande et les courants d’entrée (courants entrant par les bornes marquées + et - ) sont très 
faibles. 
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Les signes + et – sur les bornes d'entrée indiquent la manière de définir le signe de la tension 
d'entrée. Cela ne signifie donc pas qu'il faut appliquer une tension positive à la borne + et 
une tension négative à la borne -. 
Comme le gain est très grand ( par exemple de l’ordre de  à 10  , il suffit d’une très 
petite tension v  à l’entrée pour que la tension de sortie v  approche la tension 
d'alimentation  et que l’amplificateur soit saturé. La sortie ne sera donc une fonction 
linéaire de l’entrée ( ) que pour une très petite plage de signaux d’entrée autour de 
l’origine : 

105 6

0d
VCC

v A vd0 =

         (8.184) − ≤ ≤v v vdε ε
Dès que le signal d’entrée sort de cette plage, le signal de sortie sature à une valeur  (ou Vsat
− Vsat  ) proche de la valeur de la tension d’alimentation , comme sur la fig.54a. VCC
 

 
Fig. 54 

 
Exemple : Pour un gain  et une tension d’alimentation , on obtient 

 
A = 15 105. V VCC = 15

V100A/Vv CC μ=≅ε
 
L’amplificateur opérationnel est essentiellement utilisé dans des schémas à rétroaction 
négative ( qui assurent un signal d’entrée très petit ) ou bien comme comparateur en 
exploitant la saturation. 
A la limite, pour le modèle de l’amplificateur opérationnel idéal, les courants d’entrée sont 
supposés nuls et le gain infini. La caractéristique entrée-sortie devient alors celle de la 
fig.54b. 
 
Si l’amplificateur fonctionne dans sa zone linéaire, on a : 
 v Vsat0 <          (8.185) 
et la tension d’entrée  peut donc être considérée comme nulle. Les bornes d’entrée de 
l’amplificateur opérationnel se comportent donc à la fois comme un circuit ouvert (car le 
courant d’entrée est nul) et comme un court-circuit 

vd

virtuel (car la tension d’entrée est nulle) ! 
 
Pour analyser un circuit contenant un amplificateur opérationnel, on fera l'hypothèse que 
l'amplificateur fonctionne dans sa zone linéaire. On résout alors le circuit et on vérifie si la 
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solution est conforme à l'hypothèse. Si ce n'est pas le cas, la solution obtenue n'est pas 
valable à cause de la saturation. 
Le nom d'amplificateur opérationnel provient de l'utilisation initiale de ce composant dans 
les calculateurs analogiques pour réaliser les opérations mathématiques comme l'addition, la 
mise à l'échelle, l'intégration, la dérivation. Actuellement l'amplificateur opérationnel est 
devenu un composant standard dans de nombreux circuits électroniques (instrumentation, 
filtrage, etc.) mais il a conservé son nom d'origine. 
 
 
8.9.2 Amplificateur inverseur 
 

1v

1i 1R 2R 2i

R 0v

dv

On considère le schéma suivant : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 55 

 
La résistance  qui relie la sortie de l’amplificateur à son entrée est la R2 résistance de 
rétroaction. Elle est connectée à la borne d’entrée marquée - pour avoir une rétroaction 
négative qui assure la stabilité. 
En désignant par  la tension différentielle à l’entrée de l’amplificateur et par A son gain 
(gain en boucle ouverte) : 

vd
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Si l’impédance d’entrée de l’amplificateur est infinie : 

 

2

0d

1

d1

21
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R
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ii
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et donc 

 
)

R
R1(

A
11

1
R
R

v
v

1

21

2

1

0

++
−=        (8.186) 

Comme le gain A est très grand, on a quasiment : 
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 1
1

2
0 v

R
Rv −=          (8.187) 

Le gain en tension est donc    . C’est le gain en boucle fermée, qui est déterminé 
par le 

− R R2 / 1
rapport des deux résistances et qui ne dépend pas de A. C’est une propriété très 

importante, car le gain A de l’amplificateur n’est pas connu avec précision et dépend 
fortement de la température. 
On remarquera que la tension de sortie  ne dépend pas de la valeur de la résistance R 
(résistance d’utilisation ou résistance de charge). 

v0

Il faut encore s’assurer que l’amplificateur fonctionne bien dans sa zone linéaire, c’est-à-
dire : 
  v Vsat0 <  
La tension d’entrée doit donc être limitée à : 

  sat
2

1
1 V

R
Rv <  

 
Analyse simplifiée 
 
En admettant dès le départ que A est très grand et que la tension différentielle d’entrée est 
presque nulle, la borne d’entrée marquée - est alors un ″zéro virtuel″ de potentiel( 0vd ≅ ). 
On peut directement écrire : 

 
01

1 2
1 2

1 2

vvi i
R R

i i (impédance d'entrée infinie)

= = −

=
 

et donc : 

 1
1

2
0 v

R
Rv −=  

 
Pour les schémas suivants, on appliquera directement la méthode d’analyse simplifiée. 
 
 
Rétroaction négative 
 
La tension de sortie  est ramenée à l'entrée 0v inverseuse par l'intermédiaire de la résistance 

 (fig.55). C'est le principe de la rétroaction négative. Le signal de sortie s'oppose à toute 
variation de la tension  produite par la tension d'entrée. 
R2

vd
Pour voir comment la rétroaction négative stabilise le gain global, supposons par exemple 
que le gain en boucle ouverte A augmente pour une raison quelconque. La tension de sortie 
augmente (en supposant v  positif) et ramène plus de tension sur l'entrée inverseuse, ce qui 
fait diminuer . Le résultat global sera une augmentation de la tension de sortie tout à fait 
négligeable. 

d
vd

La tension de sortie de l'amplificateur prend donc précisément la valeur nécessaire pour 
s'opposer à la source et produire une tension quasiment nulle à l'entrée de l'amplificateur. 
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Rétroaction positive 
 
Considérons le schéma de la fig.55bis, dans lequel les bornes – et + ont été permutées par 
rapport à la fig.55. La rétroaction est maintenant positive. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 55bis (circuit instable) 

 
Si la tension d'entrée  est positive, on aura une grande tension de sortie  positive qui 
sera ramenée à l'entrée par la rétroaction et la tension d'entrée deviendra encore plus grande. 
La sortie de l'amplificateur sera donc vite saturée à sa valeur positive maximum . De 
même si une tension initiale négative est présente à l'entrée, la sortie va saturer à sa valeur 
négative 

vd 0v

Vsat

− Vsat . Le circuit ne fonctionne donc pas comme un amplificateur, la tension de 
sortie  n'est pas proportionnelle à la tension  0v 1v .
 
Remarquons que si on appliquait la notion de zéro virtuel au circuit de la fig.55bis en 
oubliant qu'il est en rétroaction positive, on obtiendrait v (0 2 1R / R ) 1v= −  comme pour la 
rétroaction negative! Il est donc important de s'assurer de la présence de la rétroaction 
négative avant d'appliquer la méthode du zéro virtuel. 
 
 
8.9.3 Amplificateur non inverseur 
 

1i

1R

2R 2i

0v
1v

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 56 
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Regardons d'abord si le circuit est bien en rétroaction négative. Si la tension  
devient positive, cela produit une grande tension de sortie  positive. Une partie de cette 
tension se retrouve aux bornes de . Comme 

dv v v+ −= −

R

0v

d + −1R
11v v v v v= − = −  , la tension  

diminue lorsque  augmente. On a donc bien une rétroaction négative qui tend à ramener 
 à zéro. 

vd

0v
vd
 
Ayant vérifié que le circuit est en rétroaction négative, on peut appliquer la notion de zéro 
virtuel. La tension d’entrée  est appliquée à la borne d’entrée +. Comme la tension 
différentielle d’entrée est pratiquement nulle : 

1v

 

1220

1

1
1

viRv
R
vi

+=

=
 

et l’impédance d’entrée étant infinie : 
  i i1 2=
et donc 

 1
1

2
0 v)

R
R1(v +=         (8.188) 

Le gain est donc positif et supérieur à l’unité. Il est déterminé par les valeurs des résistances 
 et . R1 R2

Pour que l’amplificateur fonctionne dans sa zone linéaire, il faut respecter la condition : 

 sat
21

1
1 V

RR
Rv
+

<  

 
 
8.9.4 Suiveur de tension 
 
Si, dans le schéma précédent, on remplace  par un court-circuit, le gain devient égal à 1 
indépendamment de . On peut donc retirer  et on obtient le schéma suivant : 

R2
RR1 1

 

1v
0v

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 57 

 
La tension différentielle à l’entrée étant quasiment nulle, on a : 
  10 vv =
La tension de sortie est toujours égale à la tension d’entrée : c’est un suiveur de tension 
(voltage follower). Ce schéma présentant une impédance d’entrée très grande et une 
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impédance de sortie très faible est utilisé pour isoler deux parties d’un circuit. Les tensions 
 et  sont égales mais aucun courant ne circule de l’entrée vers la sortie. v0 1v

 
 
8.9.5 Sommateur 
 
On considère un amplificateur inverseur dans lequel plusieurs sources sont reliées à la borne 
d’entrée – (fig.58). 
 

1iv 2iv

1i 2i

1R 2R

fR fi

0v

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 58 

 
En considérant que la borne - est un zéro virtuel de potentiel, on a : 

 21f
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vi +===  
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ff0
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       (8.189) 

On peut généraliser à un nombre quelconque d’entrées : 

  v R
v
Rf

ik

kk

n

0
1

= −
=
∑        (8.190) 

où  est la résistance placée en rétroaction. La tension de sortie est donc une somme 
pondérée des tensions d’entrée. 

R f

 
 

1v

1i C R 2i

2v

8.9.6 Dérivateur 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 59 
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      (8.191) 

La tension de sortie est proportionnelle à la dérivée de la tension d’entrée. 
 
 

1v

1i R C 2i

2v

8.9.7 Intégrateur 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 60 
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R
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t
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1

0( ) ( ) ( )= − +∫ 2       (8.192) 

 
qui réalise bien l’opération d’intégration, pour autant que la condition 
 v t Vsat2 ( ) <  
reste vérifiée. 
 
Si on applique une tension constante à l’entrée : 
  v t E u t1( ) ( )=
avec la capacité initialement non chargée 
  v2 0 0( ) =
on obtient une rampe à la sortie : 

 v t
E t
RC2 ( ) = −  

Un tel circuit est utilisé pour la génération de la tension de balayage des oscilloscopes. La 
remise à zéro de la tension de sortie s’obtient en court-circuitant la capacité. 
 
Si la tension  à l’entrée de l’intégrateur est une force électromotrice induite résultant 
d’une variation de flux  : 

v t1( )
Φ

 
v t

d
dt

v t
RC

v t dt
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t t
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1 1
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Φ

Φ Φ 0

    (8.193) 
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la tension de sortie sera proportionnelle aux variations de flux, qui pourront donc être 
mesurées par un voltmètre placé à la sortie de l’intégrateur. C’est le principe du fluxmètre 
électronique. 
 
 
8.9.8 Amplificateur opérationnel non idéal 
 
L’amplificateur opérationnel considéré dans les schémas précédents est un élément idéalisé : 
• le gain A est supposé infini. 
• les courants d’entrée sont supposés nuls, ce qui correspond à une impédance d’entrée 

infinie. 
• la tension de sortie ne dépend pas du courant débité, ce qui correspond à une source de 

tension idéale et donc une impédance de sortie (impédance de Thévenin) nulle. 
 
Les amplificateurs opérationnels réels ne possèdent pas ces caractéristiques idéales, mais 
s’en rapprochent relativement bien. 
Un modèle plus complet de l’amplificateur opérationnel sera le suivant : 
 
 

+
−

dv iR

dAv

0R

0v

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 61 

 
• le gain A est grand (par exemple 105 ) mais pas infini. 
• la résistance d’entrée Ri  est grande (par exemple 1 MΩ ) mais pas infinie. 
• la résistance de sortie R0  est faible (par exemple 50 Ω) mais pas nulle. 
 
Le courant d’entrée ne sera plus nul mais sera : 
  i v Rd d= / i
Pour un amplificateur fonctionnant dans sa zone linéaire, on a : 

 v v
V
Ad
sat< =ε  

Pour  , on a V V Asat = =10 105, v Vε μ= 100  et avec R Mi = 1 Ω  on trouve : 

    ce qui n’est pas très grand ! i Ad < −10 10

 
Il faut signaler que ce schéma équivalent de l’amplificateur opérationnel néglige encore un 
certain nombre de facteurs comme les courants et tensions de décalage ainsi que la variation 
du gain avec la fréquence. Une étude plus complète de l'amplificateur opérationnel sera faite 
dans le cours d'électronique. 
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8.10 Biportes 
 
 
8.10.1 Introduction 
 
Dans l’étude des circuits électriques, il arrive souvent qu’on ne s’intéresse pas à l’ensemble 
de tous les courants et tensions mais seulement aux grandeurs relatives à certains accès 
particuliers. 
Considérer un circuit comme un dipôle signifie qu’on considère un seul accès auquel des 
connexions extérieures pourront être faites.  Le dipôle est alors une « boîte noire » et les 
seules grandeurs intéressantes sont les phaseurs tension et courant de l’accès. 

I

IV

Le courant entrant par une borne de l’accès doit nécessairement ressortir par l’autre borne, 
suivant la loi des nœuds. 
 
 
 
 
 
 
 

I

V

Z

thV

Comme on ne s’intéresse pas aux courants et tensions internes, on peut remplacer le dipôle 
par son équivalent de Thévenin : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 I)j(ZVV th ω+=  
 
Si le dipôle ne contient pas de source indépendante, thV  est identiquement nulle et la 
relation entre les grandeurs à l’accès est 
 
 I)j(ZV ω=          (8.194) 
 
où  est l’impédance du dipôle. )j(Z ω
 
 
Un biporte est un circuit dans lequel on a spécifié deux accès disponibles pour faire des 
connexions extérieures.  L’accès 1 représente généralement l’entrée et l’accès 2 la sortie.  La 
notion de biporte implique que le courant entrant par une borne d’un accès est égal à celui 
qui ressort par l’autre borne du même accès. 
Les connexions extérieures ne peuvent donc pas être arbitraires, mais doivent respecter ce 
fonctionnement en biporte. 
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1I 2I

1I 2I
1V 2V

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Les références associées seront utilisées pour chaque accès, et les courants sortant par les 
bornes du bas ne doivent pas être explicitement indiqués. 
On supposera que les biportes ne contiennent pas de sources indépendantes. Les sources 
indépendantes ne peuvent donc être placées qu’aux accès. 
Pour un circuit fonctionnant en biporte nous nous intéressons seulement aux quatre 
grandeurs qui sont les tensions et courants aux deux accès : 2121 I,I,V,V . 
 
Un dipôle est caractérisé par deux grandeurs (tension et courant) et fournit une relation 
(8.194) entre ces deux grandeurs. 
Un biporte fournira deux relations entre les quatre grandeurs à ses accès. 
Considérons en effet la situation suivante, 
 
 

1I 2I

1V 2V

1thZ 2thZ

1thV 2thV

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
où les connexions extérieures ont chacune été remplacée par leur équivalent de Thévenin.  
Le circuit est entièrement déterminé et on doit donc pouvoir obtenir les valeurs de 

2121 I,I,V,V . Les équations aux accès fournissent deux relations : 

 
22th22th

11th11th

IZVV

IZVV

+=

+=
       (8.195) 

Il faut donc deux équations supplémentaires pour obtenir les quatre grandeurs aux accès, et 
elles ne peuvent provenir que du biporte lui-même. 
Un biporte impose donc deux relations constitutives qui font intervenir les courants et les 
tenions à ses accès. 
A partir de ces deux équations, on peut exprimer deux des quatre variables en fonction des 
deux autres.  Il y a 6 possibilités de choix de deux variables parmi quatre, et il y a donc 6 
manières de caractériser un biporte. 
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8.10.2 Matrice impédance 
 
Si on choisit d’exprimer les tensions en fonction des courants, on écrira 
 

 
2221212

2121111
I)j(zI)j(zV

I)j(zI)j(zV
ω+ω=

ω+ω=
      (8.196) 

 
ou sous forme matricielle 
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 IZV =          (8.197) 
 
La matrice 
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1211
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est la matrice impédance du biporte. Par la suite nous n’écrirons plus explicitement la 
dépendance en  ωj .
Les éléments de la matrice impédance peuvent être interprétés comme des impédances à 
circuit ouvert. 
 
A partir de (8.196), on a : 
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et  est donc l’impédance vue à l’accès 
1 lorsque l’accès 2 est laissé ouvert. 

11z

 
De même 
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=  (8.199) 

 
est l’impédance vue à l’accès 2 lorsque 
l’accès 1 est ouvert. 
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=
=  (8.200) 

 
est l’impédance de transfert entre l’accès 1 
et l’accès 2, lorsque l’accès 2 est ouver

11z ⇒ 0I2 =

22z⇐0I1 =

↑1I 2V

t. 
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est l’impédance de transfert entre 
l’accès 2 et l’accès 1, lorsque l’accès 
1 est ouvert. 
 
Exemple 1 
 
Considérons le biporte suivant : 
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La matrice impédance du biporte est donc 
 

       (8.202) ⎥
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On remarque que  pour ce biporte, et dans ce cas, on dit que le biporte est 2112 zz =
réciproque. 
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D’après le théorème de réciprocité (§ 8.6.3), un biporte composé de résistances, capacités, 
inductances et inductances mutuelle, sera réciproque, et sa matrice impédance sera 
symétrique ( ).  Un biporte réciproque est donc caractérisé par 3 fonctions. 2112 zz =
 
Exemple 2 
 
La matrice impédance du biporte en T : 
 

1Z 2Z

3Z

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
est : 
 

        (8.203) ⎥
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Si , le 21 ZZ = biporte est symétrique et 2211 zz = . 
 
De manière générale, un biporte est symétrique lorsque l’inversion des accès 1 et 2 est 
indiscernable par des mesures extérieures. 
Pour un biporte symétrique, l’inversion des accès 1 et 2 doit laisser inchangés les courants et 
tensions aux accès : 
 
 2211222121111 IzIzIzIzV +=+=      (8.204) 
 
La relation (8.204) doit être vérifiée pour toutes valeurs de 1I  et 2I , et donc pour un biporte 
symétrique on a : 
 
         (8.205) 2211 zz = 2112 zz =
 
Un biporte symétrique est donc également réciproque, et est caractérisé par deux fonctions 
seulement. 
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8.10.3 Matrice admittance 
 
Si on choisit d’exprimer les courants en fonction des tensions, on écrira : 
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ou sous forme matricielle 
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La matrice 
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est la matrice admittance du biporte. 
 
En comparant (8.197) et (8.207), on a la relation 
 
    1ZΥ −= 1ΥZ −=      (8.208) 
 
qui généralise, pour les biportes, la relation entre impédance et admittance d’un dipôle. 
 
En développant l’inversion de matrice, on a 
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Les éléments de la matrice Υ  peuvent être interprétés comme des admittances en court-
circuit. 
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A partir de (8.206), on a : 
 

 
0V1

1
11

2
V
I

y
=

=  (8.210) 

 
et 1 est donc l’admittance vue à 
l’accès 1 lorsque l’accès 2 est co

1y
urt-

circuité. 
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De même 
 

 22y⇐

1V

2I

0V2

2
22

1
V
I

y
=

=  (8.211) 

st l’admittance vue à l’accès 2 lorsque 
l’accès 1 est court-circuité, 

 
e

 

 
0V1

2
V =

 
est l’admitta

2
21

I
y =  (8.212) 

nce de transfert entre l’accès 1 
t l’accès 2, lorsque l’accès 2 est court-
ircuité, et 

 

e
c

 

 
0V2

1
V =

 

1
12

I
y =  (8.213) 

st l’admittance de transfert entre l’accès 2 et 

ar le théorème de réciprocité, on vérifie que 

1I

2V

e
l’accès 1, lorsque l’accès 1 est court-circuité. 
 
P 2112 yy =  pour un biporte réciproque 

 

xemple :

(composé de R, L, C, M).
 
E  biporte en Π  

aY bY

cY 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En appliquant (8.210) et (8.211) on obtient 

our , il faut considérer la configuration suivante 

 

 
cb22 Υ+Υ=
ca11

y
y Υ+Υ=

 

 
P  21y
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1V
aY bY

cY
 2I

 ⎯⎯←

 
 
 
 
 
 
 
et on obtient 
 

c 
0V1

2
V =

2
21

I
y Υ−==  

La matrice admittance du biporte en 
 

Π  est donc 

       (8.124) 

ans le cas particulier

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎡

Υ+
Υ−Υ+Υ

=
cb

ccaΥ 
⎣ ΥΥ− c

 
D  où 0ba =Υ=Υ , on obtient le biporte élémentaire suivant 

dont la matrice admittance est 

        (8.215) 

n constate que  

 
cY 

 
 
 
 
 
 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎡

Υ
Υ−Υ

=
c

ccΥ 
⎣ Υ− c

 
0dét =ΥO , la matrice Υ n’a pas d’inverse et ce biporte n’a donc pas de 

matrice impédance. Ce biporte vérifie en effet les relations 
 

 
1c12 IZVV −=

21 II =
 

es deux courants sont liés et ne peuvent donc pas servir de variables indépendantes. 
 
L
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8.10.4 Association en parallèle 
 
L

⎯→⎯ ⎯←

⎯⎯←⎯→⎯

⎯

1V 2V

A

B

⎯→⎯ ⎯⎯←

A
1I

A
2I1I 2I

B
1I

B
2I

a mise en parallèle de deux biportes correspond au schéma suivant : 

Les équations des biportes sont : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= 

⎥⎦⎢⎣⎥⎦⎢⎣⎥⎦⎢⎣
B
2

A
2

A
2 IVI

⎥
⎤

⎢
⎡

⎥
⎤

⎢
⎡

=⎥
⎤

⎢
⎡

B
2

B
1

B
1

A
1

A
1

V
VIVI BA ΥΥ  

et la connexion en parallèle fournit les relations 
 

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢ 
⎣

⎡
B
2

B
1

A
2

A
1

2

1
B
2

B
1

A
2

A
1

2

1

V
V

V
V

V
V

I
I

I
I

I
I

 

et donc 
 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

2

1
V
V

)(
I
I BA ΥΥ        (8.216) 

lles. 

tant par les 
eux bornes d’un même accès) doit être maintenu, individuellement pour chaque biporte, 

 où les deux biportes sont à terre commune

 
 BA ΥΥΥ +=  
 
La matrice admittance globale est la somme des matrices admittances individue
 
Ceci est en général faux !  Il faut en effet une condition supplémentaire. 
La fonctionnement en biporte (c’est-à-dire l’égalité des courants entrant et sor
d
après la mise en parallèle.  Cette condition n’est pas garantie dans le cas général. 
 
Dans le cas particulier , la condition du 

nctionnement individuel en biporte sera toujours garantie, et la mise en parallèle donnera 

n biporte est à terre commune si une borne de l’entrée et une borne de la sortie sont reliées 
par un court-circuit interne.  Ces bornes communes sont souvent mises à la terre. 
 

fo
bien le résultat (8.216). 
 
U
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En effectuant la mise en parallèle à l’entrée seulement, on ne modifie pas la répartition des 
courants, et les fonctionnements en biportes : 
 

A

B

2V

2V

c

d

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si les bornes c et d sont au même potentiel à cause de la terre commune, on peut les relier 
sans changer les courants dans le circuit, et donc effectuer la mise en parallèle à la sortie. 
 
 
8.10.5 Matrices hybrides 
 
Les matrices hybrides décrivent un biporte en choisissant comme variables indépendantes un 
courant et une tension, relatifs à des accès différents. 
Les matrices hybrides sont souvent utilisées pour les modèles linéaires de transistors. 
 
Pour la matrice hybride h, on écrit 
 

 
⎩
⎨
⎧

+=

+=

2221212

2121111
VhIhI
VhIhV

       (8.217) 

 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

2

1
V
I

I
V

H  

et 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2221

1211
hh
hh

H

 
est la matrice hybride. 
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Les éléments de la matrice hybride ne sont pas homogènes.  Deux éléments n’ont pas de 
dimension (coefficients de transfert en tension ou courant), les deux autres ont la dimension 
d’une impédance et d’une admittance, respectivement. 
 
L’interprétation des éléments et les relations avec les paramètres impédance et admittance, 
sont : 
 

 
110V1

1
11 y

1
I
V

h
2

==
=

 

 
22

12

0I2

1
12 z

z
V
V

h
1

==
=

       (8.218) 

 
11

21

0V1

2
21 y

y
I
I

h
2

==
=

 

 
220I2

2
22 z

1
V
I

h
1

==
=

 

 
Pour un biporte réciproque, la condition est 1221 hh −=     (8.219) 
 
Pour la matrice hybride g, on a 
 

 
⎩
⎨
⎧

+=

+=

2221212

2121111
IgVgV

IgVgI
       (8.220) 

 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2221

1211
gg
gg

G

 
avec  1HG −=
 
Exemple 
 
Le transformateur idéal (fig 8.44) est un biporte qui est décrit par les relations (8.135) : 
 

 
12

21
InI

VnV
−=

=
 

 
sa matrice hybride est : 
 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
0n
n0

H

 
Remarquons que le transformateur idéal n’a ni matrice impédance, ni matrice admittance. 
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8.10.6 Matrices de transmission 
 
Pour la matrice de transmission (ou matrice de chaîne), on choisit comme variables 
indépendantes la tension et le courant relatifs à l’un des accès : 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

2

1

1
I

V
DC
BA

I
V

       (8.221) 

et 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

DC
BA

T

 
est la matrice de transmission. 
 
La raison du choix du signe moins pour 2I  apparaîtra lors de la mise en cascade de deux 
biportes. 
 
On peut vérifier les relations : 
 

 
21

11

0I2

1
z
z

V
V

A
2

==
=

 

 
21210V2

1
y
1

z
détZ

I
V

B
2

−==−=
=

      (8.222) 

 
210I2

1
z
1

V
I

C
2

==
=

 

 
21

22

21

11

0V2

1
z
z

y
y

I
I

D
2

=−=−=
=

 

 
Pour un biporte réciproque, la condition est 
 
 1        (8.223) BCADdét =−=T
 
Finalement, en exprimant les variables de sortie en fonction des variables d’entrée, on a : 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′
′′

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 1

1

2

2
I
V

DC
BA

I
V

      (8.224) 

 

 1TT −=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′
′′

=′
DC
BA
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8.10.7 Mise en cascade de deux biportes 
 

1V 2V 3V 4V

⎯→⎯
2I1I 3I 4I

⎯→⎯⎯⎯← ⎯←

A B

Les matrices de transmission sont bien adaptées pour décrire la connexion en cascade de 
deux biportes : 
 
 ⎯ 
 
 
 
 
 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

2

1

1
I

V
I
V AT  

 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

4

4

3

3
I

V
I
V BT  

 
Les équations de la connexion sont : 
 
 2323 IIVV −==  
 
et par conséquent 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

4

4

1

1
I

V
I
V BA TT  

 
La matrice de transmission du biporte composé est donc 
 
          (8.225) BA TTT =
 
La connexion en cascade de biportes correspond donc à la multiplication (dans l’ordre) de 
leurs matrices de transmission. 
Contrairement au cas de la mise en parallèle il n’y a ici aucune restriction, car le 
fonctionnement individuel en biporte ne sera pas altéré par la connexion. 
 
Exemple 

 

R

C

 
 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ω
ω+

=
1Cj
RRCj1

T  
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 R

C

 
 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

10
R1AT

 
 
 
 

   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ω

=
1Cj
01BT

 
 
 

On vérifie que T  BA TT=
 
 
8.10.8 Biporte entre source et utilisation 
 
Dans beaucoup d’application, un circuit, modélisé comme un biporte, sera placé entre une 
source (avec son impédance interne) connectée aux bornes d’entrée et une impédance 
d’utilisation connectée aux bornes de sortie : 
 

sV
1V 1Z

sZ

⇒ 2V LZ

⎯→⎯1I ⎯⎯← 2I

jiz

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Supposons que le biporte soit décrit par sa matrice impédance 
 

 
2221212

2121111
IzIzV

IzIzV
+=

+=
 

 
Les équations aux accès sont 
 

 
2L2

1SS1
IZV

IZVV
−=

−=
 

 
A partir de ces 4 équations, par quelques manipulations algébriques, on peut obtenir les 
grandeurs caractéristiques suivantes : 
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Impédance d’entrée du biporte terminé sur  : LZ
 

 
L22

2112
11

1

1
1 Zz

zzz
I
V

Z
+

−==        (8.226) 

 
On voit que cette impédance devient égale à  si 11z ∞=LZ . 
 
Gain en tension 
 

 
2112L22S11

L21

S

2
zz)Zz()Zz(

Zz
V
V

−++
=      (8.227) 

 
Equivalent de Thévenin par rapport aux bornes de sortie (accès 2 du biporte) : 
 

 S
S11

21
0I2th V

Zz
zVV

2 +
==

=
      (8.228) 

 

 
S11

2112
22

0V2

2
th Zz

zz
z

I
V

Z
S

+
−==

=
      (8.229) 

 
 
 
8.10.9 Tableau de conversion 
 
Les relations entre les différentes descriptions d’un biporte sont rassemblées dans le tableau 
suivant (les matrices G et T  n’ont pas été reprises) ′
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 

 Z Υ H T 
 
 

Z 
2221

1211

zz

zz
 

ΥΥ
−

Υ
−

Υ

dét
y

dét
y

dét
y

dét
y

1121

1222

 

2222

21
22

12

22

h
1

h
h

h
h

h
Hdét

−
 

C
D

C
1

C
Tdét

C
A

 

 
 
Υ  

Zdét
z

Zdét
z

Zdét
z

Zdét
z

1121

1222

−

−
 

2221

1211

yy

yy
 

1111

21
11

12

11

h
Hdét

h
h

h
h

h
1

−
 

B
A

B
1

B
Tdét

B
D

−

−
 

 
 

H 

2222

21
22

12

22

z
1

z
z

z
z

z
Zdét

−
 

1111

21
11

12

11

y
dét

y
y

y
y

y
1

Υ

−
 

2221

1211

hh

hh
 

D
C

D
1

D
Tdét

D
B

−
 

 
 

T 

21

22

21

2121

11

z
z

z
1

z
Zdét

z
z

 

21

11

21

2121

22

y
y

y
dét

y
1

y
y

−
Υ

−

−−
 

2121

22
21

11

21

h
1

h
h

h
h

h
Hdét

−−

−−
 DC

BA
 

 
 

Tableau de conversion 
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