LES CHAMPS VARIABLES

La loi de Faraday

La loi de Faraday ou loi de I’induction électromagnétique, sous forme différentielle, et
valable en tout point de I’espace est :
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lien entre les dérivées spatiales de £ et la dérivée temporelle de B .
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E+8— . vecteur dont le rotationnel s’annule = gradient d’une fonction scalaire
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théoreme de Stokes = forme intégrale de la loi de Faraday : CJ-D = —j —.dS



Par symeétrie, le champ électrique induit sera tangentiel (comme le champ magnétique d’un

conducteur rectiligne)

(ﬁ E.di=E2rr=—rr

ou a est le rayon du disque S. Et donc
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Si B est croissant, E sera dirige dans le sens horlogique (vu d’en haut).

Placons maintenant une boucle conductrice perpendiculaire a la direction de B.

B(t) croissant

I;iml

Boucle dans un champ magnétique variable

Il apparait alors dans la boucle une force
électromotrice induite :

e=¢ E.d/l




Si la boucle est ouverte, il apparaitra une tension, égale a cette fem, entre les bornes 1 et 2
de la boucle. Si la boucle est fermée sur une résistance R, il y aura un courant :

&
[=—— | R
R+R, ——MW\,
\ e R ()
ol R, est la résistance interne de la boucle g N &
et le circuit equivalent est donc le suivant: ' "
.

Circuit équivalent

Une fem positive donnerait un courant dans le sens positif du contour ¢ (ce signe est indiqué
par le + et le — sur la figure). La fem induite s’exprime suivant (7.4) par :

e=§ E.di-—L[ F.as-->
¢ dtvs dt

ou @ est le flux du champ magnétique a travers la surface S formée par le circuit.

Si le champ B (et donc @ ) est croissant, la fem induite sera negative, le potentiel de la
borne 2 sera supérieur a celui de la borne 1, et le courant I circulera dans le sens horlogique
(vu d’en haut).

Le signe de la fem induite est donné par la loi de Lenz : la fem induite tend & s’opposer a
toute variation de flux. .

La fem produit donc un courant, lequel produit son propre champ magnétique Bina qui
s’oppose a la variation du flux.



Conducteurs en mouvement dans un champ magnétique

Les charges libres du conducteur seront @ (® 1 (® (®
soumises a une force magnétique o
— U
Fn=quxB O © O )
—> séparation des charges. s

b 2 © 2 &B

— champ électrique E.s (de type électrostatique) tel que la force électrique compensera
exactement la force magnétique :

Eeo=—uxB
= tension, induite par le mouvement, entre les extrémités de la tige :
1 — e 1 - — —_
V=V,~V,==| Eo.dl=| (uxB).dl=-uBh
= la tige est devenue I’équivalent d’une pile de fem €=—-u B h .

Si le conducteur mobile fait partie d’un circuit ferme, la force électromotrice du circuit sera

g:cj&c (uxB).d/



v . e el s S
g=45(uxBydz=jZ(uxBydz=—uBh

La valeur négative indique que la borne 2 sera positive par rapport a la borne 1.

courant dans la boucle :

1
‘cﬂ_uBh 1U f

[=1"1= ,
R R ® O,
IR Vo h
dans le sens horlogique : ® ®

d/l

flux coupé par le circuit

® =B h x,
e=_9P_ g% _ g,
dt dt
do
la«régleduflux»: & =———
dt

Circuit en mouvement dans un champ variable avec le temps

= IS v E§+<j'> (uxB).d/



mathématiquement équivalente a la régle du flux

do d - —
g=——=-=—| B.dS
dt dt 750
y
! _r
1U ‘ Le courant | circule dans le sens
O, ® T © d/ 1 ® horlogique.
R% Vo h —u Loi de Lenz : il s’oppose a la variation du
Zﬂ - ® ® j ® ©B flux due au mouvement de la tige.
o - ><I
La puissance électrique dissipée dans la résistance est
B hu)?
IDelec = R [2 = ( )
R

A cause du courant induit qui la traverse, la tige est soumise a une force magnetique
— 1 _ -
Fm: 2,]d£XB:_IBh1x

dirigée dans le sens opposé a celui de u . Pour maintenir le déplacement a la vitesse u, il
faut exercer sur la tige une force mécanique extérieure

Fext :IBhix



La puissance meécanique fournie est donc

2
P :Fext.u:(Bhu) —

meéca élec
R

On constate donc que I’énergie meécanique est convertie en énergie électrique puis en
énergie thermique. Il s’agit d’un exemple simple de générateur électrique.
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Générateur de courant alternatif

O =N B S cos wt i
dd .
E=———=NBS wsin wt
dt 7
V=€=N BS wsin ot =V, sin ot {\,; - Charge
/
E vV, . >
I=—=-"Lsinwt
R R
B fem : force par unité de charge intégrée sur la longueur du

circuit

— travail fourni par le genérateur (c'est a dire la bobine en
rotation), pour faire circuler une unité de charge dans le circuit.
— puissance totale fournie au circuit par le genérateur est :

P, =€1

Générateur R
aiternatif

1= % . —:;9- Sinwt

élec

Bobine est parcourue par un courant, et situé dans un champ magnétique, elle est soumise a un
couple qui s’oppose a la rotation

C=mxB=-NBSIsinowtl.
Puissance mécanique qu’il faut fournir pour maintenir la bobine en rotation est

P. =wC=wNBSIsnwt P, . =

méca méca élec



Moteur linéaire et force contre-électromotrice

A
E®
—_—
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Au départ, lorsque la tige est immobile, elle sera parcourue par un courant
I=¢&/R
& :fem de la pile et R la résistance totale du circuit.

— force magnétique F =1 h B qui I’accélere vers la droite.

= conducteur en mouvement dans un champ

. / .. \
= force contre-électromotrice fcem & =u B h qui vient s’opposer a la fem externe
(loi de Lenz).

S’iln’y a pas ’de force mécanique, la tige accélerera jusqu’a atteindre une vitesse limite telle
que &=E& . Les deux fem se compensent alors, le courant et la force magnétique
deviennent nuls et la tige continue son mouvement a une vitesse constante.



Energie magnétique

approximation quasi-statique

Energie nécessaire pour établir une certaine configuration de densités de courants.

Travail réversible que I’on doit effectuer pour contrer le champ électrique induit (et donc la
fem induite) lorsqu’on établit le courant. Cette énergie est réversible dans la mesure ou on
pourrait la récupérer en annulant le courant. Nous ne considérons donc pas I’énergie
dissipée dans les résistances et définitivement perdue.

Volume D contenant une densité de charge o immobile. Lorsque cette densité de charges
est mise en mouvement a I’intérieur du volume D fixe, elle produit un potentiel vecteur
A qui induira une force par unité de volume : —

ot

Si v est la vitesse des charges , la puissance par unité de volume qui doit étre fournie au
systéme pour contrer cette force de réaction vaut

-~ - 04 - 04
=—Vv.f=pv.—=J.—
& f=r ot ot

- dw ~ 04
J=pv P=—"=| J.—dr
P dt ID Ot



Dans le cas quasi-statique ou le potentiel vecteur varie linéairement avec la densité de
courant:

W, _d 1 554,
dt dt 29D

= énergie totale qui a du étre fournie au systeme pour créer la densité de courant J
1, — —
W,==[ J.Adr

= énergie magnetique du systeme.

1 ¢

W =—| B’dr
24 °

w. ) B* dr
24 °

W:%j der:g—ZOj E? dr

széj 2.761’1:2%%! B* drt



Coefficients de couplage

ensemble de volumes D, parcourus par des courants constants /, , de densité J; .

2
A=Y 4,
J

A; est le potentiel produit par les sources du volume j.

/8 :12 J‘D‘ Ji. Adr,

Normalisation par les courants /,
1 Ji. A
I I, 1

Coefficients de couplage inductifs Ll.j

1 o
L,=——( Ji4dr
L1,

Wm:%Z 2 L1,
j

i



En utilisant I’expression du potentiel vecteur :

—_

5 o i
A]_4ﬂ'[0f R de

on obtient une forme symétrique
Ji.J,
L. :LJ‘ I ——dr, .dr,
A ]l. ]j D; 4 D; R
formule de Neumann.

L., (i # j) estIinductance mutuelle entre D, et D,

L., est Iinductance propre (ou auto-inductance ou self-inductance) de D,

L =1L

ij Ji
énergie W positive

matrice [Ll. j] est symétrique et définie positive

L.>0

11
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Si les domaines D, représentent des portions de circuits filiformes C

Jdr=1d/l
1 -
Lij:?-[ci Ajdgz
J

;Mo I _[ dl;.dl;
H A de Y R
Si les domaines D, sont des circuits filiformes et fermés

1 -
L, :7% A;.dY:
J

Ly :%Cﬁq Cﬁ %

et on pourra introduire la notion de flux coupé par un
circuit fermé et de force électromotrice induite.

dl,

@ circuit 2

R

circuit 1




flux @, coupe par le circuit i

force électromotrice induite dans le circuit i lorsque les courants varient

o~§, B.dii—f, 2.0

dl



Deux circuits filiformes fermés

BI
circuit 2 T : )
redt courant 7, dans le circuit 1 produira un champ Bi
B, B, circuit 2 coupera un flux @, =L, I, et le circuit 1
coupera également un flux @, = L, 1, di a son propre
‘/(;ircuit 1 courant.
s

Si un courant 1, parcourt également le circuit 2, le flux total coupé par chaque circuit sera

ch :Lll [1+L12 ]2
CDz :L21 ]1 +L22 ]2

le = Lzl =M inductance mutuelle

L,=L , L,=L, inductances propres



Si les courants varient, les fem induites dans chaque circuit seront

dl dl
&=—-L —+-M —=2
dt dt
e = m@h ;L
dt dt
1. 5 1. 5
W =—LI+MILI+=L,I
2 2
définie positive
M L

L>0 , L,>0 , L L, >M?

coefficient de couplage &k = ‘ M ‘/«/ L L, k<1
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Dans le cas d’un circuit (filiforme et fermé) isolé, on aura :

O=L1

ou @ est le flux coupé par le circuit et dd a son propre courant.

La fem induite est

g—_1 91
dt
et I’énergie
W = 1rr
2
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Long solénoide

—_—

B:ﬂo 7’11]112

Oy =pom I, S

@, =N, ®' =y, Ny I, S/,

)]
L1:7:/uo N12 S/gl (H)

w. :iB2 .volumezl,uo n’ 17 S .0,
2 1, 2

2¢me enroulement

D, =N, BS =, AL

LS
1

M:&:,uo Ny Ny S
]l gl

matériau magnétique linéaire de perméabilité £ grande

e

B:ﬂn1]112 L =u N, S/t

ELEC-H-200/ CHAP 7 T19



Tore

— NI -
— H =
t : [ matériau  magnétique linéaire avec une
T e perméabilité
L& 5 ' _ . I -
E Mo 2 B:,uH:’UN 1y
i | & ;"-', h 272' r
Iy = - [
o=[ B.dS=| LR
- b—rtf S S 2rmr
- 2 Ih o 1
Wl | T‘—hf _HN hJ- dr _puN hlné
! 7o 8 i vovo SEgg 27 a p 27 a
dr—-‘ |~——F—‘+—‘“ ,
L=# N"h In b
27 a
lien avec la réluctance du circuit magnétique
N2
g N1 [ N® LN
O 1 ‘R
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Forces magnétiques

méthode des travaux virtuels
circuit fermé, avec une inductance L et parcouru par un courant I.
déplacement virtuel Ax

travail de la source + travail mécanique = variation d’énergie potentielle
accompli par I’extérieur
AW, +  F.Ax = AW,
1
W ==LI*
2

Le déplacement produira une variation de flux et une fem induite. Le travail fourni par la
source pour contrer cette fem pendant le temps Af du déplacement est

AWS:—EIAt:I%.At:]ACD



Barreau magnétique dans un solénoide

déplacement Ax du noyau, donc variation de I’inductance, en maintenant le courant constant.

AWm:A(%le):A(%]CD)zélACD

1
:EAWS

F..Ax=—AW, 5.

-

on retire le barreau de Ax

courant constant :

AW, =L 2 AL =
2

Fx:_lﬁd_l’
2 dx

Un barreau ferromagnétique est attiré vers l'intérieur du solénoide par les forces
magnétiques.

ELEC-H-200/ CHAP 7
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Force portante d’un aimant

accroissement virtuel Ay a la longueur de I’entrefer d'un électro-aimant.

On suppose que ce déplacement ne produit pas
de variation de flux, donc pas de fem induite et
pas de travail de la source (la source s’ajuste
donc pour maintenir le flux constant).

F, Ay =AW,
2

AWm:ZB—SAy
2 py

Il faut exercer une force positive pour séparer
les armatures et il y a donc une force
d’attraction entre les armatures

2 2
F, = B°S _ )
Ho Mo S
2
pression portante sur les armatures p=F / 285 =— (N/m?)

Hy
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Le courant de déplacement

=~ OF
rot B=py J+&y pty —
Ot
deuxieme terme est indispensable pour qu'on obtienne bien I’équation de conservation de la
charge :

divjz—a—p
ot
théoréme de Stokes
o 0FE —
B.di=u I+¢& —.dS
CJSC Hy Oll’lOJ.S Py
OE —
ID:gOISE.dS (A

courant de déplacement a travers la surface S

—_—

¢ B.dS=p (I+1,)

ELEC-H-200/ CHAP 7
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—_—

I ~ 0FE. —
¢ B.di=] (4 Jc+5 Ho 7). dS

ou S est n’importe quelle surface s’appuyant sur le contour ferme c.
Prenons successivement la surface .S; et la surface .S, .

Sur la surface S, il n’y a pas de champ électrique (on suppose que le courant /_circule dans
un conducteur parfait) et donc

CJSC E-ZZ?:JS Hy 70-‘75;1:/10 1,

Sur la surface S, (qui passe au milieu du condensateur), il n’y a pas de courant de
conduction, mais il y a un champ électrique :

£ =210

0

—_—

oF — oF
J.Sz &y My E'dSZ:AgO IUOE

0E_ 1 d0_ 1 |
Ot e Adt e A °
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dans un conducteur le courant de déplacement est généralement néegligeable, devant le
courant de conduction

E = E, cos wt

J =ocF

c

OF :
Jd:goﬁz—a)go E, sin wt

o}

conducteur métallique, o =10" Q" m™ :

| J

C

1017

max ~

‘Jd ‘max B f
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Les équations de Maxwell dans la matiere

divE =~
€o
div B=0
rot E=-28
ot .
— - oOF
rot B= u, J + ¢, 'UOE

diélectrique, la polarisation J2 produit une densité de charges
Py =—div P

Lorsque P varie avec le temps, les charges de polarisation varient également et produisent
un courant de polarisation J o/ .

—~ 0
div Jpol:_ pPOZ
ot
=0, = ~ 0P
dvap()z:E(dlvP) JpOZZE
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milieu magnétique, la magnétisation A produit une densité de courant

—_—

J mag = 1ot M

charge totale

P= P+ Py =p,—divP

courant total

J:J£+Jpol+~]mag

e

ng +8—P+r0t]\7
Ot

div E :i (p, —div P)

€0
Deg E+P
divB:pg
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_ _ P _
rot B= p, (J +%—+rotM)+5O Uy —
5

Ry A
Hy

VOfﬁ:j£+8—D
Ot

divl_j:pf

divB=0

ot E=_98

ot

rotﬁzjg+a—D

ot

—_ —_—

OF
ot

+ relations constitutives liant £ a D et B a ﬁ .

o e

Dans le cas particulier des milieux linéaires : D=c¢E

—_—

leufl
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Conditions aux limites des champs électromagnétiques

équations de Maxwell sous forme intégrale :

¢ _D.dS=0,
@Sé.c_zﬁzo

D, -D, =0,

1n

B n — B 2n Hx"'ﬁ-aﬂ_




— —

hauteur du contour tend vers zéro
— fluxde B (oude D ) devient nul

(E,-E,).[ =0
EZ

1
Elt

t

(Hl_HZ) 'T:]danslecadre :ll_{f (1;: Xj;) :l (]ZZ X_in)j;

—

Hl_ﬁz :Ez x];
i, X(ﬁl_ﬁz)zkg

— mémes conditions que pour les champs statiques.



— —

milieux linéaires => on peut exprimer les conditions en fonction des seuls champs £ et B :

& E,—¢& E,, =0,

Elt:EZt

Bln:BZn

B B

I x(PL-22) =g,
H H

lorsqu'il n'y a pas de charge ni de courant libre de surface :

E, =¢, E,,

1n

&5

2t

E
B

S

&
B

=

2t

1
1
1n
1
Ho
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Les potentiel retardés

solution générale des équations de Maxwell en présence de charges et de courants

. exprimer les champs E et B connaissant les charges © (x,y,Z,t) et les

courants j(x,y,z,t) :

—_

B=rot A
E =—grad V—a—A
ot B
—divB=0 e rotE:_G_B
ot
divE =~
& .
div (—grad V—a—A) = £
ot &,

AV +-2 (aiv Ay =—L
ot EA
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— - oF
’"OtB:/qu*‘go:UoE

— — A
rot (rot A) =, J +&, ,uo ( grad V—a—)

rot (rot A) = grad (div A)—AA

0% A = — oV

AA- Ey My — ;: =—u, J +grad (div A+ ¢, u, E)

En statique, on avait choisi la condition
divA=0
Ici on choisira la condition

oV

div A=—¢
o Mo < Py

ELEC-H-200/ CHAP 7 T34



62V_ o,

AV —¢ =——
o Ho PYE £
. 02 4 _
AAd—é&y i, Sz !
en statique
AV =-£ v
€o
AA= — Uy J A
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les potentiels retardés :

V(r)=4ﬂlgoj”(";f/c) az

A= | J(t;R/C) dr

oo c=1 /«/ &, M, est lavitesse de propagation (vitesse de la lumiére dans le vide).
Pour obtenir le potentiel a un instant t, il faut donc utiliser les valeurs des sources p et

—_

J ades instants antérieurs (7 — R/ ¢) fonctions du temps de propagation.




