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Les deux approches

Premiére approche Deuxieme approche

(Euler) (d'Alembert)

équations du mouvement postulat de d'Alembert
* (travaux virtuels,
théoréme de la résultante cinétique puissances virtuelles)
théoréme du moment cinétique

loi de la résultante cinétique théoréme des
loi du moment cinétique puissances virtuelles
i ) * théoreme des
équations du mouvement travaux virtuels

Hypoth eses de continuit é

Un milieu est continu si on peut définir mathématiquement des
densités de propriétés physiques qui sont des fonctions continues
coordonnées spatiales

« exemple :

dm=p dV (p continu)

des




Hypoth eses de continuit é

« deux points matériels infiniment voisins a l'instant t, restent infiniment
voisins a tout instant t > t, et réciproquement

* continuité de la transformation par rapport au temps :
point Py (X, , Yo » Zo) & linstant t, se déplaceen P (x,y, z) alinstant t

x=f(xXo, Yo, z0,t) xo=F(x,y,z,t)
ou
y=9g(x,Yo0,2,t) _ ] yo=G(x,y,z,t)
inversément
z=h(x, Yo, 2,t) zo=H(x,y,z,t)

les fonctions f, g, h, F, G, H sont uniformes ebntinues et leurs dérivées partielles
premieres continues par rapport a I'ensemble des variabgedont elles dépendent

Hypoth eses de continuit é

* tout ensemble continu de points matériels a l'instan t t, reste continu a
I'instant t et réciproquement. Un  ensemble fermé reste fermé

* les points matériels a l'intérieur d'une surface fer mée restent a l'intérieur de
cette surface déformée (surface matérielle) qui ne contiendra aucun autre
point matériel

e a l'intérieur d'une surface matérielle fermée, la quantité de masse est
constante au cours du temps

* les points matériels constituant la frontiere d'un milieu continu a un instantt ,
en forment la frontiére en tout autre instant t
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Hypoth eses de continuit é

Phénomenes ne respectant pas les hypothéses de cont  inuité ...

trous et fissures ailles et sillages chocs

ATHS

Notions de base et hypoth eses

masse
_ : M
* la masse est distribuée de fagon continue p =lim —
/ V=0 V V\
masse volumique volume

* la cinématique étudie des points matériels (avec mas  se)
* les forces
« "a distance" : réparties en volume fdV

« "de contact" : réparties en surface T dS




Définition de la r ésultante cin étique

e résultante cinétique  ou résultante des quantités de mouvement

quantité de mouvement élémentaire : v.dm = v P dVv

2=|v.dm =] v.padv
M

V

Définition du moment cin  étique

* moment cinétique ou moment des quantités de mouvement

par rapport a un point géometrique fixe

m =I(FX\_/).dm =| (rxv).pdv

V




Symboles et unit és

symbole en francgais ... en anglais ... S.I.
masse volumique specific mass kg/m?3
m masse mass kg
Vv volume volume m?3
G.) dérivée matérielle time derivative st
f, force de volume volume load N/m3
Fi force massique mass load N/kg
v, vecteur vitesse velocity m/s
r vecteur position position m
Symboles et unit és
symbole en francgais ... en anglais ... S..
n cosinus directeurs de la normale | components of the normal vector -
&; symbole de Kronecker symbol of Kronecker -
T (n) | vecteur contrainte associé a la stress vector associated with N/m2
normale n normal vector n
T; tenseur des contraintes stress tensor N/m?
g,, 0y contraintes principales principal stresses N/m?2
o, contrainte normale normal stress N/m?
Tt contrainte tangentielle shear stress N/m?
CouM | couple ou moment résultant torque or momentum Nm
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Introduction

les grandeurs physigues ou géométriques sont défini es par leurs
composantes dans un systeme d'axes

la fagon dont ces composantes varient lorsqu'on change de systeme d'axes ,
définit le type de grandeur (scalaire, vecteur, ...)

on définit, sur ces grandeurs, des  opérations symboliques
addition, multiplication, ...

la définition de tout nouveau type de grandeur implique de définir :
les lois de changement d'axes pour les composantes
les opérations symboliques
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Introduction

* les formules traduisant des phénoménes physiques do ivent étre valables
quel que soit le systéeme d'axes

 pour simplifier, on se limitera aux systémes d'axes
rectilignes et rectangulaires (pour définir des tenseurs cartésiens)

 pour simplifier I'écriture des équations, on utilis era les notations indicielles

ATHS

Les notations indicielles : d éfinitions

afin de simplifier les notations, on utilisera les notations indicielles

« Un indice représente un numéro de composante
« Dans un terme d'une équation, un indice peut apparai  tre:

« 1 x: il doit alors apparaitre une fois dans tous les termes de
I'équation. On dit qu'il s'agit d'un indice libre

e 2 x: il représente une sommation
On dit qu'il s'agit d'un indice muet (on peut modifier son nom)

* Unindice ne peut pas apparaitre plus de 2 fois dans un terme d'une
éguation




Les notations indicielles : exemples

exemples de notations correctes

notation développée

notation indicielle

C=x1IX+gly+clz C=GIXj
g="u.n=Wnx+ Wny + uznz g=u.n=un,
t=axDb G = dijk by

Les notations indicielles : exemples

exemples de notations correctes

Tij:2 V) aij+ A 5ij akk

w= Lt a
2 1 1)

, ) indices indices
equations muets libres
PV, 0,V =1f,-0,p k i
Kk I ]

Ny
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Les notations indicielles : exemples

exemples de notations fausses

équations |n_d|ces indices

libres muets
T =21 Qg TR0 1 Qe - K erroné
kij =A:d i | erroné | erroné

ATHS
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Les notations indicielles : remarques

, en indice

ao = — I'indice 0 n'obéit PAS a la regle de
at notation indicielle

ATHS




Les notations indicielles : rotation des axes

e axes 1x,1y,1z

32

Les notations indicielles : rotation des axes

. axes 1x',1y', 17’

= OP. Ix  avec OEx1x+y1y+zlz

= (XxIx+yly+z1z). Ix’' —x(lx 1x)+y(1y 1x') + z( 1z.1x))

.t
.
.
Py
"""
Py
e
Py
4"

en notant: COS (X, X):(lx 1x') ;

o
’. o
'''''
........

.. etavec cos (Y, X) = cos (X, Y"

X'=xcos (x,x") +ycos(y,x') +zcos(z,x')
y'=xcos (x,y’) +ycos(y,y)+zcos(z,y)

Z'=xcos(x,z)+ycos(y,z')+zcos(z,z"

ATHS
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Les notations indicielles : rotation des axes

X'=xcos (x,x")+ycos(y,x') +zcos (z,x')
y'=xcos(x,y)tycos(y,y)+zcos(z,y)

z'=xcos(x,z)+ycos(y,z")+zcos(z,z"

ou, en notations indicielles Xj = Xj COS (%, Xj) |
2' 42 .
(& 2 dimensions)
et, similairement Xi = Xj COS (%, Xi) |

1!

3 équations (i=1, 2, 3) avec,
dans chacune, une somme surj=1, 2, 3 - 1

ATHS
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Les notations indicielles : rotation des axes

ajj = cos (X, X;)

aij =aji avec  €os (XXi) = cos (X, X;)

uniguement si on permute aussi
"anciens axes" et "nouveaux axes"

X|=01j Xj avec aojj=cos (%,X) o

il est prudent d'utiliser des majuscules et des min uscules

ATHS
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Les notations indicielles : exemple

calcul de I'angle entre deux directions -

Ip=cos {1,x;)1x et V=cos@,xXj)1x

Ip. 1v =cos {1, xj) cos §,X;) 1x.1x; d

COS 4,V) = C0S H,X) CoS Vv,X) + COoS W,Y) cos v,y) + CcOS W,Z) cos Vv, z)

‘ cos {1,v) = cos {1, Xj) cos ¢, x;) \

ATHS

& | eopold Kronecker

e T |

Le symbole de Kronecker dj

(1823 - 1891)

attention:  0,p=1 mais 6” =3 ®
Xi =0 ki X
f o Xj =aKj dKj Xj
Xk = OKj Xj Akj Oki = Ojj

ATHS




Le symbole de Kronecker g

la iéme composante du =
produit vectoriel

+1 si ijk estune permutationde 123
dijk ={ -1 si ijk estune permutationde321
0 si

I jk n'est pas une permutationde 12 3dei321

a = dijk bj ck

la formule d'expulsion ax [E X E] =b [a. E] -C [a. —b]

conduit & ‘ Oijk Oipg= Ojp Okq- OjqOkp \

38

ATHS

NB : une virgule devant un indice indique une dériv

Opérateur v

ation
opérateur notation notation notation
symbolique usuelle indicielle
gradient grade Ue 0i 0= Q,i
divergence divv 0.v 0i Vi = Vi, |
rotationnel rotv bxv Oijk 0j Vk
laplacien Ag [D-D]CP dii @=@,ii
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Un scalaire

(ou tenseur d'ordre 0)

1 Un scalaire est une grandeur mesurée par un nombre
indépendant du choix des axes coordonnés

exemples : la distance entre deux points
I'énergie cinétique
la masse

2 Lors d'un changement d'axes,
la valeur du scalaire n‘'est pas modifiee

AT
Un vecteur
D A= — N A (ou tenseur d'ordre 1)
V= V. I =(v; . 1X; ) Ixk
1 Un vecteur est une grandeur mesurée par 3 composantes
qui se transforment selon
Vie T Ok Y

pour tout changement d'axes coordonnés

exemples : la vitesse
une force
le tourbillon

Lir
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Un vecteur

(ou tenseur d'ordre 1)

soit un vecteur VHéfini par V=vy IX + Vy Ty +vy;1z ou V=vix
Ses composantes :

soit une direction T — T - -
= + +
définie par le vecteur lpu=cos {1,x) 1x+cosf,y) ly + cosf,z) 1z

unitaire : _ _
ou 1p=-cos(1,X) 1x

la projection du vecteur  %ur la direction 1 s'écrit :

V .1H = vy COS (1,X) + Vy COS (1,Y) + V; COS (1, Z) v{) = v; cos (1, xi)

ATHS

Un vecteur

(ou tenseur d'ordre 1)

Un vecteur associe un scalaire  v(®
a toute direction, par une combinaison linéaire des
cosinus directeurs de cette direction

v = vj cos {1, xi)

la valeur du scalaire est évidemment
indépendante du systeme d'axes

ou ... Un tenseur d'ordre 1 associe un tenseur d'ordre O
a toute direction, par ...
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Un tenseur d'ordre 2

en généralisant la définition d'un vecteur, on a :

Un vecteur associe un scalaire
2 a toute direction, par une combinaison linéaire des
cosinus directeurs de cette direction

v = vj cos {1, xi)

TM =T, cos (n,x)

a toute direction, par une combinaison linéaire des
cosinus directeurs de cette direction

2 Un tenseur associe un vecteur

TW=T,cos(n,x)+T,cos (n,%)+T,cos (n,%)
zlir

Un tenseur d'ordre 2

T =T, cos (n,x)

ou TW=T;cos(n,%)+T2cos(n,%)+T3zcos(n,x)

avec Nj= cos(n,x)

exprimons ces vecteurs Ti en fonction de leurs composantes

Ti=T Ix + Ty Iy + T5 IXg

Lir




Un tenseur d'ordre 2

le tenseur d'ordre 2 est donc défini
par 9 composantes

- = n) —
la composante j de T(n):Tini s'écrit Tj( ) — le ni

définissant les 9 composantes T;

cherchons ensuite comment ces 9 composantes  sg;  transforment
lors d'un changement d'axes ...

Un tenseur d'ordre 2

cherchons comment ces 9 composantes sk jtransform  ent
lors d'un changement d'axes ...

apartirde T™ =T;n; plagons la direction N sur le nouvel axe Xp

Tp=0p;T, aec  Op;=COS (%, X

projetons ce vecteur sur un nouvel axe X|Q
[T ] - o [T ] [Tilo=aglTi,
PJQ' ™ “YPi 11Q"

L_T_J C
Vg =0q; Vj

(changement d'axes pour un vecteur)




Un tenseur d'ordre 2

[TP.] o= Up;i 0o, [Ti]j

mais, par définition, on a

T'PQ:[TP']Q' et Tij:[Ti]j

et donc

Un tenseur d'ordre 2

Un tenseur est une grandeur mesurée par 9 composantes
1 gui se transforment selon

T'po=0pjaqj Tjj

pour tout changement d'axes coordonnés

exemples : tenseur d'inertie
tenseur des courbures
tenseur des contraintes
tenseur des déformations




Un tenseur d'ordre 2

Un tenseur est une grandeur mesurée par 9 composantes
1 gui se transforment selon

pour tout changement d'axes coordonnes

1 Un vecteur est une grandeur mesurée par 3 composantes
gui se transforment selon
o~

Vi © 9k Y

pour tout changement d'axes coordonnés

ATHS
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Tenseur sym étrigue - Tenseur antisym étrique

tenseur symetrique Ti = T;

tenseur antisymetrique Ti =T,

:61 on démontre aisément que le caractére symeétrique ou antisymétrique
FYA d'un tenseur est indépendant du systéme d'axes

Propriété : tout tenseur peut étre décomposé en une partie
symeétrigue et une partie antisymétrique

Tij -1 [T-- +T.. } +1[T-- -T--J
2 0T T i T =T+ Tri
—— — i (ij) [ii]

symétrique antisymétrique

() 1]

ATHS




Tenseur sym étrique - Tenseur antisym étrique

:61 on démontre aisément que le caractére symétrique ou antisymétrique
FYA d'un tenseur est indépendant du systéme d'axes

Propriété : si Sij est un tenseur symétrique et Aij est un tenseur
antisymetrique

NB : démonstration
» en développant la double somme
e en travaillant en notations indicielles

52

Des invariants d'un tenseur

on peut définir des invariants d'un tenseur d'ordre 2

tenseur le ll‘ le le

ATHS
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Remarque concernant Qp;

un tenseur est défini par ses composantes dans un systeme d'axes
par contre, Op; relie deux systemes d'axes

O pj n'est donc pas un tenseur , mais ses composantes forment une
matrice de changement d'axes

ATHS

Théoréme de Gauss 3D

dans un volume V limité par une
surface fermée S (suffisamment réguliere)

0iT...dV= § T...n; dS T... représente un scalaire, un
vecteur, un tenseur quelconque

S N est la normale unitaire
extérieure au volume

TOUJOURS @

ATHS
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Théoreme de Gauss 3D

démontrons le théoréme pouri=1
61TdV: TnldS

Y S

j 0, Tn.dV:J:U 0, dexldxzdx3
\%

A

\ :
:H dxzdxsj 9, Tewudlx, /\\\ _
\

:jj[TA—TB]dxzdxs ﬂ --------- ‘B\/ . K(A

e \\ /
\Y \
\

X2

ATHS
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Théoréme de Gauss 3D

(dxpdX3) o=N1|dSy=ny dS,  car ;>0 @
 xa [dXpdxg) g=|ng|dSg=-n; dSg car <0 @

J /\g, IValT.‘.dV=.“j[TA—TB]dx2dx3

dxodx3 N v \\
\
" S': lapartiede Sou 70 @

- S": lapartiede Sou<x0 @

J:U 04 T...dx,dx,dx, :j T..n, dS' +j T..n; dS" = §T...nl dS

s s S

X2

ATHS




Applications du th éoreme de Gauss 3D

S
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La notion de d ébit ...

<l

Considérons

® une surface S de normale n

® |avitesse V des points matériels
traversant cette surface

® une grandeur A attachée & ces points matériels

le débit de la grandeur A au travers de la surface S
est la quantité de cette grandeur traversant la surf  ace
par unité de temps

ATHS




59

La notion de d ébit ...

Considérons vdt,

® un élément de surface dS de normale n

>l

® |avitesse V des points matériels
traversant cette surface

® une grandeur A attachée a ces points matériels

® aprés untemps dt, les particules se sont déplacées de  V dt

® |e volume de particules ayant traversé la surface dS est le volume hachuré

(base x hauteur) : ==
[ n.v dt ] dS seule la
composante
et le débit élémentaire — normale de la
(volume par unité de temps) dq =AvV.ndS vitesse contribue
de la grandeur A est au debit !

Alir

La notion de débit ...

® débit élémentaire volumique

dg=(p V) v.ndS
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® débit volumique

® débit massique

La notion de débit ...

>

Q.

0y
o]

I
—
<lI
Sl
o
0y

dg= v.n

dg=p V. ndS q=[pV.Rds

:

® débit de la quantité de mouvement

dg = (o V) V. 7 dS a:j@V)Vﬁds

;

SERVICE CONSTRUCTION, ARCHITECTURE ET URBANISME
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Les contraintes : d éfinition ...

considérons un volume V limité par une
surface fermée S

isolons une partie AV du volume,
limitée par la surface fermée  AS

guelles sont les forces
(et quels sont les couples) agissant sur AV ?

Lir

Les contraintes : d éfinition ...

» forces de volume (appelées "forces a distance") f AV

exemple : forces de pesanteur  f = pg_g

» couples de volume E AV (non pris en compte ici)

exemple : couple di a un champ électrique ou magnétique

« forces de surface agissant sur  AS (appelées "forces de contact")

elles représentent l'action du reste du volume V
sur I'élément AV isolé
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Les contraintes : d éfinition ...

« forces de surface agissant sur  AS (appelées "forces de contact")

elles représentent l'action du reste du volume V
sur I'élément AV isolé

gem  action sur dS de la matiere située du
coté de N (extérieure a AV)

AS —
ds " normale extérieure au volume AV
)
dS = portion AV ‘ on admet que dE" est
élémentaire de AS appliquée au centre de dS

(pas de couple réparti en surface)

ATH
Les contraintes : d éfinition ...
g™
on admet également que — () AS _
im 9F _ _F® s "
ds - 0 dS

AV

est une fonction du point P et NON
des points voisins

cela implique que le couple réparti
en surface est nul

vecteur contrainte, au point P,
associé a la facette de normale N

Lir
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Les contraintes : d éfinition ...

Je() —
ds .0 dS

en vertu de l'égalité
de l'action et de la réaction

ATHS

Augustin Cauchy

¥ AUGLL

BE s La loi de Cauchy ...

;REPE’JI.’-LIQIJE FRANCAL

X 360
(1789 - 1857)

cherchons la liaison

entre T (n)et n

on considére un tétraedre
élémentaire PABC dont les
arétes sont alignées selon
les axes X, y, z et la face
est de normale N

ATHS




La loi de Cauchy ...

O

® face ABC: normale N contrainte T(™

® face PBC: normale X  contrainte T = . TX) T C
@® face PCA: normaley  contrainte TY) =-TW)
® face PAB: normale-z  contrainte T2 = -7

- |

TEX 2 T

TV = 7O

face ABC : aire =AS  (par hypothése)
face PBC : aire = AS cogn, x)= AS ny
face PCA : aire =AS co$n,y)=AS ny
face PAB : aire =AS cogn,z]=AS n;

(2= 7@
ATHS

La loi de Cauchy ...

Appliquons la loi de la résultante cinétique au volume élémentaire du tétraedre
[pv(%hAS)].:¥(%hAS)+?(n)AS+?(_X)ASX + ?(-y)ASy + ?(-Z)ASZ

ou

[pV(%hAS)]'-f’(%hAS):[?<”)+?<'X)nx+?<'y)ny+?('z)nz]As

avec face ABC : aire =AS  (par hypothése)
face PBC : aire = AS cogn, x)= AS ny
face PCA : aire =AS co$n,y)=AS ny
face PAB : aire =AS cogn,z)=AS n;
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La loi de Cauchy ...

Si on fait tendre le volume du tétraedre vers 0 (en faisant tendre h vers 0)
il reste :

[ ) V.(.%%'AS )]° - f_(.%.hﬁ.s )= [T+ T e+ Ty + 76D, | A

T =T + T +T@

montrant qu'un vecteur est associé a toute direction
par une combinaison linéaire des cosinus directeurs
de cette direction

on a donc un tenseur

ATHS

Le tenseur des contraintes ...

‘ T =F) e +T0) p, +T@ n, |

T(X) FV)

_ =(z )
projetons les vecteurs T( ) sur les axes coordonnes
et appelons Tjj ou Tij la composante selon I'axe j du vecteur contrainte

agissant sur la facette de normale |

relation de Cauchy

Tjj sont les composantes d'un tenseur du 2°™ ordre : le tenseur des contraintes




Le tenseur des contraintes ...

T =FX) e +T0) p, +T@ n,

ou T =T+ T@ o + TG g

TN = Ting +T,n, +Tgng

(1,0,0) TV =T, =T"

sinest//alix: n

Ti est donc le vecteur contrainte agissant sur la facett e de normale X

Le tenseur des contraintes ...

Lesvaleurs T i sont les 9 composantes du tenseur des contraintes

‘ Tj(n):'[ij N; \

I'indice i représente la normale
a la facette considérée

I'indice j représente la direction
sur laquelle on projette
la contrainte correspondant a cette facette




Le tenseur des contraintes ...

* lorsque deux indices sont égauy, il s'agit d'une composante selon la
normale a la facette : on dira "composante normale" et on la notera o
avec un seul indice

* lorsque deux indices sont différents, il s'agit d'une composante dans le
plan de la facette : on dira "composante tangentielle"

[ Oy =Txx Txy Txz |
i Tzx Tzy Oz=Tzz _

Le tenseur des contraintes ...

Ox = Txx Txy Txz
Z
Tzx Tzy 0z=Tz; Oy
Txz
Tzx
T ; .
-m. yZ A
IJ Tzy
N Ox
composante j / _>Tyx Txy
facette i
y Oy

NB : "cube" élémentaire au point P
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Maillage d'un quadrimaran
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La dérivée matérielle : d éfinition ...

Considérons une grandeur T, (X, )

Par définition, la dérivée matérielle est la dérivée pa  r rapport au temps,
prise en suivant la particule dans son mouvement

Si une particule occupe la position Klinstan t t etlapositon X' a
l'instant t'=t+ dt

on a, par définition : Te. (X', t+dt) - Ta. (X, 1)

T, = lim

80

La dérivée matérielle d'une grandeur locale

Comme la position ~ Xest fonction du temps ~ t —— Tkl... (X, t)
est une fonction du temps uniquement

0T,  OT. OXi  _ec 0, = o0 y = OX

T, &
<ot ax  dt ot T dt

=0Tt V0 Ty

on a

ATHS




La dérivée matérielle d'une int égrale de volume

Considérons |

indices ! !'!

* instantt, points matériels de coordonnées x ; (1)
le volume V est limité par la surface fermée S

* instant t+dt, ces mémes points matériels ont comme coordonnées X' ;
et le volume est devenu V', la surface est devenue S

avec : X} = Xj TV, di

82

La dérivée matérielle d'une int égrale de volume

|* dt =j Tki ... (X', t+dt) dV' I Tki... (X,t) dV (lim pour : dt- 0)

V' \Y%

wn
\

\
1
1

1

1

ol

[ " Sl s
V =V1+V; - -
=TT (t+dt
S=S+3 ® (e
Sy esttellequée vn<0 ; Sesttelleque vn>0

ATHS
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La dérivée matérielle d'une int égrale de volume

|° dt =j Tki ... (X', t+dt) dV" j Tki... (X,t) dV

\A \%

| * dt :j Tki... (X', t+dt) dV1 +I Tkr... (X', t+dt) dVIi
vy Vi
t+ dt
—I Tk (x,t)dvl—j Tki.. (X, 1) dV;
vy Vi

L lim pour : dt- O
lr t ( p )

84
La dérivée matérielle d'une int égrale de volume

I*dt=| Tu.. (i',t+dt)dv1—j Tkl (X, t) dV;
Jvi Vi

H [ Tw. (X, t+dt) =T (X, )] dV2

en réordonnant les termes

>l

et en exprimant

dVy =+ ni vi dtdSp
dVy=—n vi dtdSy

3ATITS (lim pour : dt- 0)




85

ATHS

oV'i

La dérivée matérielle d'une int égrale de volume

dVy = + nj vi dtdS,
Tki... (X', t+dt) d\/i—j Tkl (X, t) dV; dVi=—-nividtdS
Vv,

[ Tki.. (X', t+dt) = Tki... (X, t)] dV1

JV;

I° =I 0o Tki... dV + §Tkl... Vi nj dS
V S

86

La dérivée matérielle d'une int égrale de volume

les différentes formules utiles

|* =IV OOTk|___ dVv + §8Tk|... Vi N dS ::IheéoGrngsi \

ATHS

|°:I [aOTkI... +0; (v, Tkl...)] av

|°=I [ Tire. + Tt @yvy) Jav
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Les lois de "conservation" ...

* |oi de la conservation de la masse

* la masse contenue dans un volume matériel ne varie pa s au
cours du temps

* |oi de la résultante cinétique

» la dérivée par rapport au temps de la résultante cinét  ique est
égale a la somme des forces appliquées

e |oi du moment cinétique

» la dérivée par rapport au temps du moment cinétiqgue es  t égale a
la somme des moments des forces appliquées

ATHS




ATHS

Conservation de la masse

M=j pdV

\Y

considérons un volume \VV contenant une masse M

et appliquons la formule de dérivée matérielle d'unei  ntégrale de

volume .
| :I [00Tki...*+0; (v T, AV
V

guel que soit le volume V M -:J. [aop+ai(vi p)] dv =0
Y,

cela donne I'équation locale _
de conservation de la masse 00 p + (9i (pVi ) = O

(équation de continuité)

Conservation de la masse

plusieurs formes de I'équation de continuité

0P + 9;(pv;) = O ?t) + div(pv) = 0

p"+pdy; =0 P +pdivv =0

Lir

car dp _ 0p+@v_

dt ot ox




Conservation de la masse ...

gu'on retrouve facilement .... sur un rectangle élémenta ire

op . . s 0 R
—dxdy=pydy+pvdx—| pu+—(pu)dx |dy—| pv +—(pv)dy |dX
o Oxdy = pddy+p (.9 5 (Pu) j y [,pv ay PV yj

N 0 , _
y T pv +— (pv) dy I'accroissement de masse
oy provient du débit de
masse entrant par S
0
pu dp pu+— (pu) dx
— |dy ot —

ix op 9 3 ( .
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Conservation de la masse

conséquence pour le calcul de la dérivée matérielle d' une
intégrale de volume

=], T..pdv =] T...dm

=] T dM=[ T pdv

/U J
Y Y
on peut dériver sous l'intégrale on peut dériver sous l'intégrale

car la masse est constante en groupant pdV

ATHS
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Loi de la r ésultante cin étique

dm = p dV

par définition .? :I

M

v.dm =[ v.pdv
V

—e
et on a donc directement ? = j V . p dV
V
et la loi de la résultante cinétique s'écrit

J pvidv =] fidv +§ Tds
\Y \ S

ATHS

Loi de la r ésultante cin étique
‘av = | fdv +¢ T
Jpvidv =] fdv +¢ T"ds

§ T;n; dS =jv ajrji dv

s !

et donc
IV pv; dV :jv [f +0T;] dV

Lir
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Loi de la r ésultante cin étique

Jopvidv =] [f+ 07,1 adv

on en déduit les équations du mouvement (dynamique)

plogv; + vidvi| = f + 0iT;

et les équations d'équilibre _
de translation (statique) fi + Tji,j — 0

ATHS

Equations d' équilibre de translation

gu'on retrouve facilement .... sur un rectangle éléementa ire

o +ﬂ’ dy
fi+15;=0 y oy
p| A . c
- iX 7’//% 0 Txy d
4—% fy '[Xy+ 3x X
Ox d l _E ﬁ . do
—— y Ox + X dX
¢ dX
% _
Txy /—> Ix
o
dx T % X
A | * B
Tyx * -
ly
Oy

Lir




Equations d' équilibre de translation
gu'on retrouve facilement .... sur un rectangle élémenta ire

aTyx

0 oy dy
y

X

-0, dy +| ox + dx dx+fxdxdy=0

Tyx +

dy -Ty, dx +

doy _I_aTyx
ox 0y

+fx:O

do
Oy +a—ydy

01
Txy + Xy dx
0 X

dX - Ty, dy +

dy + fydxdy =0

aTxy + aoy

Ox Oy

+fy:O
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Loi du moment cin étique
par définition YY) :j( r xv)_ dm = j( r XV).p dVv
M Y
et on a donc directement tY_!_j — j( F X \_/). p dV
Y

w oy = j [(vx¥) + ¢ xv*)] p av

dm =p dV
3ATHS




Loi du moment cin étique ...

et la loi du moment cinétique s'écrit

I(FX\_/')pdV:I(fxf_) dVv + ff (rxT")ds

G U J — J
Y Y Y
dérivée du moment moment des forces moment des forces
cinétique de volume de surface

moments calculés par rapport a l'origine des axes
(point géométrique fixe)

en l'absence de couples répartis en volume etensu  rface
AT

Loi du moment cin étique ...

jv(ixx_/' )pdV :jV(Exf) v +§S(Fxf‘”>)ds

. ()
I 6ijk Xj P Vi dVv = éijk Xj fk dVv + § 6ijk Xj Tk ds
v vv S

= 6ijk Xjfk dv + § 6ijk Xj T sk ns ds

¥y S

=| Oy X f dv + j Sik as[xj TSkJ dv

oV

\%




Loi du moment cin étique ...

I Sijk Xj pVidV :J Ojj Xj Ty dV + I Ojjk as[xj Tsk] dv

\Vj \

C 0x
0X; ox 1
as[xj TSsz GS[XJ Tt X OgT g a—X‘S: Sis < )
x .
_ oy

jéijk X| pv,dVv :jéljkxf dv + Iaijk [rjk + X assk] V

\% \% \

Loi du moment cin étique ...

ik X PvkdV :jélijf dv + J-éijk [Tjk + X assk] v

\ \ \%

Sk Xj[PVk —f— 0Ty | AV ‘j Ojj Ty dV =0
¥ \Y

Y

=0 car équation _
du mouvement ik Ty dV =0 quel que soitV
\Y%

6ijk Ty =0 Jjjk antisymétrique en jk — Tix  symétrique

aussi bien en statique qu'en dynamique !
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Equations d' équilibre de rotation

gu'on retrouve facilement .... sur un rectangle élémenta ire
en écrivant I'équilibre de rotation autour du point C

o . 0y+mdy
T|J — TJ| y oy i
A 1y f Tyx + —2 dy
ay
I 4_7'//% f N 0Txy |
% y Txy + 3% X
Ox ‘ f
< dy fx - 0x_l_aO'x dx
‘ 0 X
% —
Txy , /_» 1x
dx 7//%4 . X
A | * B
Tyx -
“’y -1y

ATHS

Equations d' équilibre de rotation

gu'on retrouve facilement .... sur un rectangle éléementa ire

Tij :Tji

[ Txy dy]dx -[ Tyx dx] dy +

9% dxdy D |-| 22 dy dx X |+ fuaxdy) D fy dxdy] Z=0
0X 2 oy 2 2 2

et, en négligeant les termes du 3 é™¢ ordre T X y — T y X

en dx, dy devant ceux du 2 ©me ordre
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Théoreme de Cauchy - Poisson

ce double théoreme lie :

» les équations d'équilibre (ou du mouvement) en volum e et en surface
* les lois de la résultante cinétique et du momentci  nétique

(n) . ~
Tj =T;; N pv. =T +f Tij =T,
POISSON
appliquer a un volume CAUCHY
quelconque appliquer & un tétraédre
élémentaire

m =.. 2 =..

SERVICE CONSTRUCTION, ARCHITECTURE ET URBANISME

DEPARTMENT OF BUILDING, ARCHITECTURE AND TowN PLANNING

| es contraintes

(2)

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE




Propri étés du tenseur des contraintes ...

.. et par extension, de tout tenseur symétrique du 2  €me ordre

question 1 : existe-t-il des directions pour
lesquelles le vecteur contrainte
est aligné selon la normale ?

guestion 2 . existe-t-il des directions pour lesquelles la
composante normale du vecteur contrainte est

extrémum ?

Valeurs propres et directions principales ...

guestion 1 : existe-t-il des directions pour =0
lesquelles le vecteur
contrainte est aligné selon la
normale ? n?

TW=A7 o Tij Nj = A N %;

(T - _)\ 6 )n =0 il sag|t\d un systemg algébrique
1] 1] J homogeéne dont les inconnues sont N

on ne peut pas avoir la solution triviale

n; = O car le vecieur n est c_Ie Iongueu_r | détl Tij -\ 5”- =
unitaire (n; n,=1). On doit donc avoir :
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Valeurs propres et directions principales ...

dét| Tjj - A 6”‘ = C s'écrit, en développant

équation du 3eme degré en A,
e au moins une racine réelle  (A;)
les deux autres racines sont-elles
egalement réelles ?

f?

pour cette racine A=A, le
systéme est compatibles et il y
a au moins une solution que
nous appelons n®

ATHS

Ox-A Txy
Txy Oy - A
Txz Tyz

_(n(l))

Txz

Tyz

oo o)
(X1, X2,X3) - (X1’X2’X3)

TpQ=ApidQj Tij

A1-A 0o : 0
"..-“ "'l.-‘.
‘ ’,’
. 4
., .
0 Oy-A°*% Tyz =0
. 0‘
. *
. 3
. ®
1 ‘ 1 ."
0 Tyz Oz-A e
4

X3 X1

T

x'z}
e X3

X4
>

=0 carx, /in

Valeurs propres et directions principales ...

perpendiculaires
a X1

1)
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Valeurs propres et directions principales ...

A1-A 0 0
.................................. 0 Oy-A  Tyz
(Al—A{[A -)\(oy+oz)+oyoz-tyztyz],::o .
‘ ' 0 Tyz Oz A

v .
......
s ey
.......
-----------
-------------------------

o
.
o
.
o
o
.
o
-
o
.
o
.

B2-4AC=(cy+0z)*4(ov0z-Tyz")
A, et A; sont donc

—_ ' ! 2 I 2
=(oy-0z)"+41vz 20 réelles aussi

ATHS

Valeurs propres et directions principales ...

guestion 1 : existe-t-il des directions pour lesquelles le vecteur
contrainte est aligné selon la normale ?

les 3 racines A; A, A;sontreelles

proprieté 1 : il existe au moins 3 directions pour
lesquelles n est //aT
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Valeurs propres et directions principales ...

propriété 2 : les directions _( Y et n(c)or respondant

a AZA,sont orthogonales

+ (128 n®=0 xn?)
= (TU'A25u)”f):O xnit)
1 2) _
(Ay-Ap &;nPnf?=0 n(Mn(@ =g

1) (2) _
(Ap-Ap ninf¥=0 W @ |
Nir

Valeurs propres et directions principales ...

propriété 3 : les directions —( Y et n(c)or respondant

alN =A, =A% deflnlssent un plan ou toutes
les directions sont principales

(Tij')\* 6ij)nj(l):O X a
(Tij'}\* 6ij)nj(2):O XB
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Valeurs propres et directions principales ...

(tj-A 8 (anfU+pnf?)=0  Da,p

toutes les directions

du plan n® N2

sont donc principales

et on peuty choisir deux
directions orthogonales

ce qui généralise la propriété
ylir

Propri étés du tenseur des contraintes ...

guestion 2 :  existe-t-il des directions pour lesquelles la
composante normale du vecteur contrainte est
extrémum ?

‘on:T(”).ﬁl ou ‘on:nj njni\

il s'agit d'un extrémum lié par la condition
nin; =1

gu'on transforme en extrémum libre
a l'aide de multiplicateurs de Lagrange

(Tijny)nm -A(nini-1) extrémum
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Propri étés du tenseur des contraintes ...

(tij nj) ni -A(ninj-1) extrémum
i[(Tii nj)ni -A(ni ni-l)]=0 avec:aizzsik
onk onk

Tij Nj Oik + Tij Ni djk -2A N dik =0

Tk N +Tik i -2A ne=C

..... ce sont les ;: _' '.
(T i -\ 6kj n | = 0 directions principales

ATHS
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Propri étés du tenseur des contraintes ...

... et par extension, de tout tenseur symétrique du 2 €M ordre

le tenseur des contraintes

® posséde 3 directions principales (au moins 3 ...)
® ces directions sont orthogonales

® les valeurs principales sont les contraintes principale S
(les contraintes normales selon ces directions)

® our ces directions, la contrainte normale est extrému m

ATHS
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Invariants du tenseur des contraintes ...

_ on peut définir comme invariants
Il i
— 1 -
= “(T.t.-T1.1T..
I2 2( ij i jj)
— 1
|3 - Eapqr 6ijk Tpi qu Lk
> , L 3 2
amenant I'équation caractéristique A° = 11 A+ 5 A + I3
sous la forme

et le théoréme de Hamilton - Cayley démontre que tous les invariants d'ordre
supérieur s'expriment en fonction de ces 3 invariants 1; I, I3

ATHS

Jauges de contraintes sur des aubes

it S o proy 7ongg okl TERR i ET 7 5 :
L e s L SR RSN SR




Vernis craquelant sur un pied d'aube




Otto Mohr

Constructions du cercle de Mohr

Le cercle de Mohr est une construction graphique
traduisant les lois de changement d'axes pour les
composantes du tenseur (en un point).

Il permet ...

® de trouver les composantes du tenseur des contraintes, pour
n'importe quelle orientation de normale (de facette)

® de trouver les valeurs des contraintes principales et le S
directions correspondantes

® de trouver les valeurs des contraintes tangentielles
extrémum et les directions correspondantes

®  de vérifier rapidement des résultats obtenus par calcul S

ylir
Cercle de Mohr ...
N e on part des formules de changement d'axes

* on les applique a une rotation d'angle ¢ autour de 'axe z
« ondistribue les termes pour faire apparaitre 2 ¢

Tpo=0piUQj Tij

0, est inchangé

r Ox+0y Ox-0O .
¢ ou=———L+2_"JY cos B + Txy SiN 2
. 2 2
Ox+ 0y Ox-0O .

¢ oy=——2 -2 cos D -Txy Sin 2

2 2
_ Ox-0Oy .
L Tuv—-TstﬂerycosZp

Tuz=TxzCOSP + TyzSin¢d

Tvz=-TxzSIN$ + Tyz COSP
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Cercle de Mohr ...

comparons les formules obtenues a celles
d'une rotation d'un vecteur de longueur L 4

a, =L cosa
a, =L sina

b, =L cos(a + ¢) =L (cos ¢ cosa - sin¢ sina)
b, =Lsin(a + ¢p) =L (sin¢ cos a + cos ¢ sina)

b, =a, cos¢ —a, sind
b, =a, sin¢ +a, cos¢

ATHS

Cercle de Mohr ...

... et comparons

b, =a, cos¢ - a, sin¢ . $ngle de rotaticz)(r;) ;

t;y:axsin¢+aycos¢ /\

/ N\
_0X+0y+ox-0y

Oy= COS 2¢ + Txy Sin2¢
centre de rotation : 2

I / O'X_

0)
0,0 _— Tuv= -Tysin 2(|)+'[Xyc032¢




Cercle de Mohr ...

... pour garder le méme sens de rotation dans le
plan physique (x,y) et le graphique des contraintes ( o,1),

on portera I'axe T vers le bas

y
A - O
+ angle ®
anglep +
> X v I
plan physique "plan" des contraintes
Cercle de Mohr ...
. construisons le cercle de Mohr connaissant y

I'état de contrainte dans les axes x , .

En axes locaux n, t :

%\

le point représentatif de x : O'X , Txy

n
_T -

X

le point représentatif de y : O'y ,

Xy

facette de normale x

_
Yy facette de normale y
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Cercle de Mohr ...

considérons deux facettes de normale opposée uet-u

par I'égalité de I'action et de la réaction, on a T = T
Yet-Y
o t n
: _ / \/ T
Oy T %
xy
Xet-X
(u) _ (-u) (u) _ _(-u)
° c'est évident : on tourne de On " = On el Thy = Ty
2 x 180°= 360° =—»méme point
AT
Cercle de Mohr ...
contraintes principales et directions principales
| ol
»
o.
2 ) y
1
0




Cercle de Mohr ...

la détermination des contraintes principales est imm édiate
a partir du cercle de Mohr ...

132

Cercle de Mohr ...

attention au calcul de lavaleurde 9...

Ox - Oy
Il X Tt
0 == atan ( Y )k —
o 2 Ox - Oy 2
la valeur de k est telle que :
X = @ est compris entre — T2 et + 172
v T = O est de méme signe que Txy

ATHS
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ATHS

0 ..

attention au calcul de la valeur de

Cercle de Mohr ...

Cercle de Mohr ...

U contraintes tangentielles extrémum

0moyen 90°

max

V1 Vv
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Cercle de Mohr ...

trouver les composantes aprés un changement d'axes

T

ATHS
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Signe des contraintes tangentielles ...

repartons des relations analytiques

Ox +0O Ox-0
Ou= 5 y+ > y

Twy= 2% 9 sin 2 + ¢y cOS 2 t’\
2 > 4
T/??
oD

CoS 2 + Txy Sin 2

0)
u —
on trouve =271,

indiguant que " T pointe versle O max"

ATHS
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Cercle de Mohr ...

construction compléte :  le point de rayonnement u o

Informations via Internet : "Universit  é virtuelle"

http://uv.ulb.ac.be/

p— L'Université
Nom d'utilisateur: Vi rtu e l le

Mot de passe:

" CHMST-H-200 - Mécanique des solides et des fluides (G.\Warzée)

Earmateurs de section: Suy WaRZEE

CHST-H-303 - Analyse das structures { G. Warzee) 4 CHMST-H-200
Fi t d ction: WARZEE - 2 2 2
PrTMETELTs g seenen: Suy Mécanigue des solides et des fluides

CHST-H-403 - Meéthode des gléments finis (structures) (G, Warzde)
Formateurs de section: Suy WwaRZEE

.......... Cercle de Mohr interactif
.......... aide-memauoire pour 'examen écrit
.......... modalités d'examens

CHST-H-421 - Structural Analysis and Finite Elements (G, Warzee)
Formmateurs de section: Guy WaRZEE

CHST-H-508 - Meéthode des gléments finis {compléments) (G. Warzée)
Formateurs de section! Guy WARZEE
3ATHS
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Cercle de Mohr interactif sur Internet ...

F Tn
M2
I | X M ¥

10.0 WZJ 10.0
sigmave |40 sigrmal= 8933034 sigma=  -1.9682087
sigmav= |70 sigrmaze  -5-8330344 sigmay= 9582086
e |50 ohy= F2.86316 fulye 6579574

SET fnate: sigmad i 3 teta= 10

ATHS

Facade de la CGER (Fortis) a Bruxelles ...

ol YO

"




Voile de I'ndtel Conrad ( Wiltcher ) ...

Voile de I'hGtel Conrad ( Wiltcher ) ...

myM++<r+|n, 6{ UHI B | I 7 |
L_l_a
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Voile de I'n6tel Conrad ( Wiltcher ) ...

SERVICE CONSTRUCTION, ARCHITECTURE ET URBANISME

DEPARTMENT OF BUILDING, ARCHITECTURE AND TowN PLANNING

Cinématique des
milieux continus

déformations
ULB vitesses de déformation

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE




Cinématique des milieux continus ...

étude des

» déplacements
déformations

(1)

vitesses
vitesses de déformation

(2)

sans considérer les forces qui les produisent

on veillera a distinguer :

* les points géométriques (points de l'espace)
* les points matériels (porteurs de masse)

Vitesse de d éformation, vitesse de rotation ...

on désire caractériser la déformabilité du milieu continu

on considére deux points voisins P et Q Q
dx; (X +dx )
et on exprime la vitesse de Q en fonction
de la vitesse de P par un développement P
en série limité au 1°" ordre
(Xi)

ovi

Vi (Q) =V (P) +[ ] dxj + .....
an P
dvi =v; (Q) -vi (P,

:Vi’j de

= Vj (P)+V|’j de+.... ou




Vitesse de d éformation, vitesse de rotation ...

dvi = Vi,j dX;
on décompose V/j  j en sa partie symétrique et sa partie antisymétrique
Vi,j = V(i,j) T V0,
V=g (Vigtvii) et =g (Vi)
dvi = dv; + dv;
dvi =v(i pdx et dy =i j]dx

on étudiera séparément l'interprétation physique de chacune des deux parties

Vitesse de d éformation, vitesse de rotation ...

étude de la partie antisymeétrique

pour exprimer la partie antisymétrique des dérivées, on utilise le
rotationnel (opérateur de dérivée antisymétrique)

wi:%éijk 6J- Vk ou K):%r_ot\_/ \

vecteur tourbillon

Bipq Wi =% Bipqdijk V[k,j]

1
1

(Vrq,p1-Vip,a) seule la partie antisymétrique
des dérivées de la vitesse
= VIq,p] intervient !

2
ZE( 6pj 6qk - 6pk 5qj )V[k,j]
2
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Vitesse de d éformation, vitesse de rotation ...

étude de la partie antisymétrique dVT* — V[ | de
| i
dvf* :Bijk W; ka \ ou d_\/** = wX PC

la partie antisymétrique représente
donc un mouvement de rotation de Q
corps indéformable autour du point P

w = tourbillon du champ de vitesses

ATHS

Vitesse de d éformation, vitesse de rotation ...

étude de la partie symétrique
comme la partie antisymétrique représente un mouvement de corps
indéformable, la partie symeétrique doit représenter la déformabilité du milieu
continu
il faut donc alors considérer deux points Q et R voisins de P
dvi = v (Q) -vi(P;

= Vi, de ds

Q (xj+dx)

ovi = Vi (R) - vi (P, =

:Vi,jéxj (Xi) 5 R
> (Xi +0X; )




Vitesse de d éformation, vitesse de rotation ...

étude de la partie symétrique

la dérivée du produit scalaire (dS. 8S) permettra de caractériser la déformabilité
(ce produit scalaire ne change que si une des longueurs chang e ou si l'angle change)

(dx; &i) = dvi dxi + dx; dvi dxj =x;(Q) - Xi(P)
= Vi,j dXj OXi + Vi,j dXi OX; (dxi)" = vi(Q) - vi(P)

= (vi,j + vj,i) dxi 0xj = v
=2 \(i,j) dXi OX] (3xi) = Vi(R) - vi(P)

Q (xj+dx _
. (xi +dx) - v
P
(i) S R
Nlir ° (Xi +3x)

Tenseur des vitesses de d éformation ...

étude de la partie symetrique e )
o (Xil)3 5 R
(dxi oxi) =2 V(i,j) dXi OX; (x+30)
avec Vij:l(Vi,j+Vj’i) :V(i,j)
2 AR
L=

c'est un tenseur symétrique du 2é™e ordre :
il possede donc toutes les propriétés établies pour le tenseur des contraintes

 valeurs principales, directions principales
» cercle de Mohr, formules analytiques de changement d'axes
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Tenseur des vitesses de d éformation ...

signification physique des composantes de Vi
(dx; 8x; )" = (ds. 8s) = (dsds coP) "
= ds’ 8s oD + dsds’ coP - dsds sird 6°
=[ ds* | Os’

ds s

coD - B sinB ] dsods ds

5 8

oS i _1\)

[ds’ +0s Jcose -0 sinB = 2 Vij Wi v

ds Os

ensuite faire
des choix particuliers

ATHS

Tenseur des vitesses de d éformation ...

signification physique 0=0 _
des composantes de V; =) ds Q L X
o o - |
0s R 1,
dx; OX;
=— et vi=—"1
“‘l dS | 65

Hi=Vvi=(1,0,0)

vitesse relative de déformation dans la direction x

ATHS
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Tenseur des vitesses de d éformation ...

signification physique Wi=(1,0,0)
des composantes de V;
Vi=(0, 1, 0)
ds” , s ] *cinB = 2 \/: 11\
2+ 22 1 coB -0 sinB =2 Vij 4iv
[ds 3s JHIV)
T y
. . 1y
R
s
vitesse de diminution de 'angle 6=90° .
initialement droit entre x ety 5 (3_“, _,X
ds

ATHS

Enrésumé ...

» — translation—m

Y

vi(Q) = vi(P) * v;; dx;
Vi(Q) = Vi(P) * vy dx; + v dx; [~ T | '
vi(Q) = vi(P) +V; dx; +(6x PQ)i a

S ’
A ’
~ P .
) : - —— déformation—m
\\
~
N

Y




Déformation, rotation ...

on désire caractériser la déformabilité du milieu continu

comme précédemment, de
facon similaire, on
considere les déplacements
d'un point P et de deux
points Q et R infiniment
Voisins

Tenseur des d éformations de Green ...

on désire caractériser la déformabilité du milieu continu
xi(Q") =% (Q) + u(Q)
xi(P')=%(P)+y(P)
[xi(Q)-%(P)]=[ %(Q) - x(P)] +[ u(Q) - y(P)]

ou dX} = dx; + du

ui(Q) =u(P) +% de + ...

an P
dui = ui(Q) - u;(P)

dui = Ui j de

toutes les grandeurs sont évaluées au point P

ATHS
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Tenseur des d éformations de Green ...

ds'.0s' —ds.ds = ds'. &s' cos® - ds . &s cosO

ici également la variation du produit scalaire caractérisera la dé formation

ds ' .ss -ds.ss = dx . - dx; . OX;
=[ dx +u; | dxj][{)xi + U 6xk]-dxi . OXi
= ui,j dXJ 6Xi + Ui k dXi 6Xk+ ui,j Ui dXJ 6Xk

:[ Uk,j T Uj k T Ui Ui,k] de OXk

=2 ij de OXk

ouj Ouj Ju;
+ +

OXk O0Xj O0Xk

ATHS

Tenseur des d éformations de Green ...

suEEN,y
. e,

. e
)

Lik _ 1| 9uk N auj§+aui o Ui
2 0Xj 0Xk% 0Xj OXk | .

.

L fonction non linéaire des
déeplacements !

c'est un tenseur symétrique du 2¢™me ordre :
il possede donc toutes les propriétés établies pour le tenseur des contraintes

 valeurs principales, directions principales
» cercle de Mohr, formules analytiques de changement d'axes




Tenseur des d éformations de Green ...

ds'.0s' —ds.ds = ds'. &s' cos® - ds . &s cosO

et ds.ss -ds.ss =2L, dx 3,

et donc, aprés division par (ds . 0s)

ds' Os' . _
— . —cos0 -cosH —2ij . vy

ds ~ Os J

Tenseur des d éformations évanouissantes ...

Ljk :l[ - + L + aU{_“.a'Ui

Supposons que : 0Xj O0Xk a{@j"a).gk

* les dérivées des déplacements sont négligeables devant 1

* les positions avant déformation et apres déformation peuvent étre
confondues . "
u. <<1 Xi:Xi+Ui:Xi[l+X—:]=Xi

fonctions linéaires
des déplacements
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Tenseur des d éformations évanouissantes ...

o _1|9ui 0y — 1
aj =5 + a; = Uu
J 2|:an 0Xi] '] (L))

1 1
ou, parfois € J & SY¥xy 5Vxz

AHENtON & = +eees p:l 1, %1 e
2 . 2sz: 2\/yz y4 i

ATHS

Tenseur des d éformations évanouissantes ...

Hi=Vvi=(1,0,0)

signification physique 0=0 _
des composantes de a; p ds Q L X
o o - -
0s R 1,
ds' Os'
—— . —c0s0 -cosB=2a. U V.
ds Os o)
_ dxj _ OX;j
Uj=—=L et vj=-L
' ds ! 3s
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Tenseur des d éformations évanouissantes ...

signification physique 0=0 _
des composantes de a; =) ds Q L X
® ® L -
os R 1
1 2 \
( ax j ~1=2a,
dx
dx' )
1+2a, =| — j allongement relatif
dx dans la direction x
2
_( dx' —dx 1)
=90°+20, +1 XX dx §

ATHS

Tenseur des d éformations évanouissantes ...

signification physique i=(1,0,0)
des composantes de 8
— (01 1 ] O)
as 6—8 cos@' -cosB=2a. U V.
ds Os ij i
T y
dx Oy cos@ =2 a, R
dX 6y y 0s
06=90° B
Q 1 X

ds




ay, = (1+8)(1+8,)cos(8 + )

Tenseur des d éformations évanouissantes ...

signification physique o, = dx’ —dx 5y — oy' - Oy
des composantes de a; dx Oy
]
0=0+0
dx' oy’ o
— .2 cosb=2a
dx Oy Xy
ui=(1,0,0)

P vi=z(0,1.0

oy = (1+8) (1+8, ) (c0S8 cosdy - sinBsind, ) -

R

diminution de os

l'angle initialement 0=90" 01

droit entre x ety p " «—» —»

Tenseur des d éformations évanouissantes ...
Y A o u+P'A:dx+u+a—udx
u+—dy 194
% ou
PPA=dx(1+—) ; PQ=dx
0X
! —
B P'A-PQ odu
R’ = =€
PQ ox
v+a—vdy
ay
. __w¥
dy v+a—vdx
X
v
>

P X
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ATHS

Tenseur des d éformations évanouissantes ...

"4 u+ﬂdy aV . au
ay a:a_ : :a_
X y
A . u ov
B R’ 9—9—0(+ =a—+——VXy

Les unit és du tenseur des d éformations ...

— . longueur ) )
8)( y eaas ongueur —> sans dimensions
oX longueur

en pratique, on peut exprimer les déformations axiales en %

1uS =10°

microstrain

£,=0002 = £=02%

comme les déformations sont tres petites,
on introduit une unité fictive : 1uS=10°

e, = 0,002 = g, = 2.000 uS strain = déformation
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Confusion de terminologie a éviter ...

* les déformations _ sont caractérisées par un tenseur

 dans le langage courant, on parle de ...

"structure déformée " ou "la déformée de la structure

qui est la forme de la structure sous l'effet desd _éplacements

* les déplacements sont caractérisés par un vecteur
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ATHS

Claude Pouillet

—

(1790 - 1868)

loi de Pouillet

L
R=p

Mesures de d éformations

pont de
Wheatstone

|+

Mesures de d éformations

loi de Pouillet

L
R:pg
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Mesures de d éformations

Mesures de d éformations

jauges de d éformations

rd.u TLLLL

témoin sonore

T :"!l ir viaduc TGV a Bruxelles-Midi
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Les lois universelles sont ...

... des équations de bilan ou des équations de conservation

e conservation de la masse
équation de continuité

e conservation de la quantité de mouvement
équations du mouvement

e conservation du moment de la quantité de mouvement
T; est symétrique

» théoréme de I'énergie cinétique et conservation de I'énergie

ATHS
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Conservation de la masse ...

forme intégrale de I'équation de continuité

a un instant t, un volume V contient une masse M

M=I p dVv

a tout instant ultérieur, ce volume contiendra toujo urs les mémes
particules massiques =—psa masse ne varie pas

M‘:j [aop+0i(pVi)]dV:O L1V

ATHS

Conservation de la masse ...

M':j [6op+ai (pvi)]dV:O forme locale de
v I'équation de continuité

on en déduit I'équation locale de conservation de | a masse
(équation de continuité)

ou a—p+div pv =0

ot

ou, en utilisant I'équation définissant la dérivée matérielle

‘ p.:60p+ Vk.akp\
\’\v ‘p'+p6ivi:0| ou ‘p'+pdivV:O\




Conservation de la masse ...
autre forme intégrale de I'équation de continuité

repartons de M.:I [60p+6i(pVi)]dV:O

et appliquons le théoreme de Gauss a la deuxieme int  égrale

J

vitesse d'accroissement de débit massique sortant au travers
la masse dans le volume V due a la de la surface fermée S entourant le
variation de p en fonction du temps volume V

[Gop] dv + §pvi nj dS=0

S

tout accroissement de masse ne peut provenir que
d'un débit de masse entrant par S

Conservation de la masse ...

gu'on retrouve facilement .... sur un rectangle éléementa ire

%P dy = pudy + pv'dx — Lpu + 9 pu dx)dy —|pv + 9 pv dy |dx
ot s [0)4 N oy
y 1 TpV+a(pV)dy

oy I'accroissement de masse

provient du débit de

ou 2 ou + ai (pu) dx  Masse entrant par S

—) dy ot ——

dx ap.|.apu+ap\/:0

" X ot  ox oy

fov
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Conservation de la masse ...

cas particulier : fluide incompressible

le volume ne change pas au cours du temps
(il change de forme mais pas de "mesure")

comme il contient toujours la méme masse, P reste constant en suivant
les particules dans leur mouvement

donc P =0 r

"‘p,j+pdivv:o| ‘diszOl vi; =0

QL Vi =0

ATHS

Conservation de la masse ...

cas particulier : écoulement permanent

un écoulement est permanent lorsque, en un point géomeétrique , les
grandeurs ne varient pas en fonction du temps

donc 0

div(pv)=0
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ATHS

Conservation de la masse ...

cas particulier : écoulement permanent

I [aop]dv+§ pvini dS=0

appliguons cette équation a un tube de courant

ensemble des lignes de courant qui s'appuient sur u ne courbe fermée

en chaque point, la vitesse est tangente a la ligne de courant

Conservation de la masse ...

cas particulier : écoulement permanent dans un tube de

courant

S' S"

j -p' vhdS'+I p" vndS"=




Conservation de la masse ...

la loi de la conservation de la masse n'est
pas une loi universelle ...

attention =
c'est la conservation de I'énergie qui est
une loi universelle _ 2
E=mc
un ensemble de particules possede
P P c=3.10® m/s

une énergie totale constituée :
(300.000 km/s)
d'une énergie de masse
d'une énergie cinétique
d'une énergie potentielle
d'une énergie de radiation

cf  Prof. J.-M. Sparenberg - PHYS-H-200
Physique quantique et statistique

dans le cas de la mécanique rationnelle (et des mil  ieux continus),
les transferts masse <« énergie sont faibles

la valeur trés élevée de ¢ permet de dire quela  masse est constante ...

Loi de la r ésultante cin étique ...

J'pw dV] :I f dv+§ 1M gs
\Y Vv S

jv [ao(p Vi) + Ok(vk P Vi) ] dV:J‘V fi dv+£nj n; dS

I 00 (pVi)dV:j fi dv+§ (tij - pvivj) njdS
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Loi de la r ésultante cin étique ...

application : calcul de I'action exercée par un fluid e sur un obstacle
 sans devoir connaitre la forme de I'obstacle ™

 sans devoir connaitre la répartition du tenseur des contraintes sur U
I'obstacle —— —

o (n) n = normale intérieure au
Ai = Ti ds volume de fluide
Surface
de contact

do(pVi)dV= fidV+§ (tij -p VviVvj)njdS

\% \%

il faut que la §urface de contact fasse part_le de la normale extérieure au
surface fermée entourant le volume de fluide ..... volume de fluide !

ATHS

Action exerc ée sur une portion de conduite ...

Q= (n) action traduite par le vecteur
®) I i Ny dS _J- Tids contrainte sur la section de sorf
s" s

. N tribution pour la surface de sortie
: : - @ [ Eevivindst S o
R " action du conduit sur le fIUIdg . vecteur "entrant" car jnj >0
TijnjdX=| T; 'dX traduite par le vecteur contrainte
x s 36ur la surface latérale ©6) (5) (3)
2
latérale S" - sortie
J' [-pvivinj]dz=0
: (1) 1) J. fidV  poids du fluide contenu dans V
pas de contribution car la vitesse est Y
tangente & la paroi et dongn; =0
fi dV+ @ tij nj dS- Vi VvjnjdS=0
't IRy
\ S S

(4) / S': entrée

4) minmds' = T™gs action traduite par le vecteur
/ ) _[ R I i contrainte sur la section d'entrée
s* s'

. ., contribution pour la surface d'entrée
@) J. [-pvivin]dS"  Jecteur "entrant” car jnj<0
.

ie




Action exerc ée sur un obstacle immerg é ...

N = normale extérieure au
volume de fluide

A =I fi dV+I Tij N dS"-I P Vi Vj nj dS
\% s" s"

Portance d'un profil ...

lac de Come (Italie)




Portance d'un profil ...

mer Adriatique (Croatie)

ATHS

Loi du moment cin étique ...

pour rappel ...
A (.7 - =)
rxv) pdvV=|(rxf)dVv+ rxT 7)dS
V V E
w J N\ J J/
dérivée du moment moment des forces moment des forces
cinétique de volume de surface

permet de démontrer que le tenseur des contraintes est symétrique
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Théoreme de I' énergie cin étique ...

la dérivée de I'énergie cinétique est égale ala somme  des
puissances de toutes les forces (externes et interne  s)

pVi. — fi +aJTJI

on part des équations du mouvement

on multiplie scalairement par V; et on integre au volume V

pVi. Vi p— Vifi + ViajTji

L p(vviydv =] viidv + [ voTav

ATHS

Théoreme de I' énergie cin étique ...

%IV P(vv;) dV :jv vif; dV + IVViaJ'TJ'i dv

[vavdeJj jv[aj(ViTij)-Tij(ajVi)]dV
< |
i[ (Vi Tij) nj]dS-j Tij Vij dV

\%




Théoreme de I' énergie cin étique ...

K':I fi Vi dV+I [ 0j (Vi Tij) - Tij (9j Vi )]dV

K'=I fi vi dV+§ [ (viTij) nj]dS-j Tij Vij dV

K’:J fi vi dV+§ Vi Ti(n)dS-j Tij Vij dV
\Y S

\Y

~ derivee de puissance des puissance des
I'énergie cinétique forces extérieures forces intérieures

SERVICE CONSTRUCTION, ARCHITECTURE ET URBANISME

DEPARTMENT OF BUILDING, ARCHITECTURE AND TowN PLANNING

Lois de comportement

lois constitutives

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE




199

Pourguoi des lois de comportement ?

a) Deécompte des équations et des inconnues

ily atrop dinconnues (déeplacements, contraintes ...)
et pas assez d'équations (equilibre, ...)

b) Liaison statique <> cinématique

il faut lier les forces (appliguees)
aux déplacements (et aux conditions d'appui)

c) Nature du milieu continu l
.

le comportement du chewing-gum

n'est pas le méme que celuide l'acier lois
expérimentales

ATHS

Pourquoi des lois de comportement ?

apres avoir établi les équations générales valablesp  our
tous les milieux continus , faisons le décompte . des équations
 des inconnues

] _ nombre _ nombre

equations d'équations | Mconnues d'inconnues
continuité
p+pdv =0 1 p,V. 4
mouvement

=f o+ T
pV| f| ij, ] 3 T(ij) 6
T =T

4 équations 10 inconnues
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Pourguoi des lois de comportement ?

* 4 équations ||‘ il manque donc 6 équations
* 10 inconnues pour résoudre le probleme

ces 6 équations doivent lier des variables
“cinématiques” a des variables "statiques"

* T; (contraintes) = fonction de L ; (déformations) ou a; si évanouissant
* T; (contraintes) = fonction de V ; (vitesses de deformations)
en tenant compte du comportement et des

propriétés physiques du matériau

NB : on suppose que les comportements thermiques et mécaniques
sont découplés : la température est supposée connue
AT

202

Pourquoi des lois de comportement ?

attention au décompte ! :
les forces de volume f ; ne sont pas toujours connues

dans le cas des gaz, un méme volume peut contenir
nombre plusieurs quantités différentes de masse (et donc de

équations d'équations poids) ... les composantes f ; sont donc inconnues
L mais f; = pF;
continuite (F, = force par unité de masse = accélération)

0+ a :
p*p iVi 0 / F, est connu et p a déja été compté dans les inconnues

le décompte est donc correct dans tous les cas

3 Tin 6

4 équations 10 inconnues %

ATHS
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Pourguoi des lois de comportement ?

2 grandes catégories

l l

les fluides les solides
exemples : exemple :
« fluide parfait * le solide élastique

« fluide visqueux newtonien

T = f (Vkl ) Tj :{:f(akl )

vitesses de déformations déformations évanouissantes

ATHS

Le fluide parfait ...

la loi de comportement est : ‘ Tjj = - p5ij \

TMW=t;n=-pn ou TM=-pn

n
T(N) /'

Ple
I'e

I'e
”

y

pour toute direction

@wam

(dessin lorsque p>0)




Le fluide parfait ...

Tij = - POjj P "
p>0
T
-p O 0)
_ et le cercle de Mohr se réduit & un point
Tij =1 0 - P 0
0) O -p

T -

le fluide ne transmet que des contraintes

: . . . (p>0)
normales, jamais de contraintes tangentielles

ATHS

pour toute direction

206
Isaac Newton

Le fluide visqueux newtonien ...

(1643 - 1727) on cherche a établir une loi de comportement de
la forme
T =1 (Vkl )

et on choisit d'établir une loi de dépendance de
degré 1 ("linéaire™)

T; = Gy + Dy Vi

ATHS
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Le fluide visqueux newtonien ...

. = C. +D...\V et on suppose que le fluide est isotrope
ij ij ijkl vkl e 1o
(propriétés indépendantes des axes), donc ...

Cy =ad et Dijjki =Adij Okl +B ik dji +B' dil Ojk
Tj = 0Q; + A0y Vg +PB0, 0y Vi + B0 0y Vi
T; = 00; + A0V, +BV; +BYV,

Vi =V

Tij =- POij + A OjjVkk + 2 Vjj

avec O =-P et pR=p+p

ATHS

208

Le fluide visqueux newtonien ...

Tij =- POij +A djjVkk + 21 Vjj

la pression coefficients de viscosité

1
avec Vij — V(i,j) - E (Vi,j + Vj,i)

ATHS
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Le fluide visqueux newtonien ...

Tij =-POij +A 0ijVik + 21 Vjj

pour un fluide visqueux au repos ou en A
mouvement de corps rigide
V. =0 () A~

et donc (p>0)

pour toute direction

T.(n):'[ij nj=-pn ou T(n):_pﬁ i wow!

ATHS

Le fluide visqueux newtonien ...

-p o
% o
p>0
T
-p O 0)
_ et le cercle de Mohr se réduit a un point
Tij =10 - p 0
0 O -p

T -

au repos ou en mouvement de corps rigide, le
fluide ne transmet que des contraintes
normales, pas de contraintes tangentielles

(p>0)

pour toute direction




ATHS

ikl George Stokes

% WORR

(1819-1003) oart de ~
Tij =-POij +A 0jjVikk + 2H Vjj

Le fluide visqueux newtonien ...

les équations de Stokes

lT|<k:-IO+%(3)\ +210) Vi

w

considérons un fluide incompressible :
sa masse volumique ne varie pas p' =0
au cours du temps, donc

I'équation de continuité p'+padivi=0 donne ka — O

Le fluide visqueux newtonien ...

ka = donc %Tkk: -p +%(3}\ +2U) ka
et %Tkk:'p

I'nypothése de Stokes consiste a supposer que, méme pour
un fluide compressible

%Tkk:'p —p 37 +2u=0  soit

et la loi de comportement devient (équation de Stokes)

=
1
WIN
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L'équation d' état ...

Tij = - pojj +2H(Vij -%5”‘ ka)

la pression est une inconnue supplémentaire (ce n'est pas une
caractéristiqgue matérielle du fluide)

dans

on a donc besoin d'une équation supplémentaire : I'équation d'état
/" température absolue
F(p.p.8)=0

la température est inconnue,
pour un gaz parfait: | P - rg on a donc besoin d'une

D - equation supplémentaire :
I'équation d'évolution

ATHS

L'équation d' évolution ...

e @évolution isotherme :

0 — Cste

« évolution adiabatique

—Po _ st —
=—=C avec Y=
P

Sk
olo




Robert HOOKE

B Le solide élastique lin éaire ...

loi de Hooke

¢ U on souhaite que le probléme soit linéaire ... car ...
(1635 - 1703)
» cela garantit I'existence de la solution

» cela garantit I'unicité de la solution
(qui est donc indépendante de I'histoire d'application des forces)

» cela permet d'utiliser le "principe" de superposition
(et de calculer séparément les solutions des différents cas de chargement)

ﬁ pour assurer cette linéarité du probleme,

toutes les relations doivent étre linéaires

Le solide élastique lin éaire ...

hypothéses (assurant la linéarité du probléme) loi de Hooke

* les déplacements sont petits
le volume déformeé est assimilable au volume initial
(pour gu'il soit le méme quelles que soient les forces appliquées)

 les relations déformations — déplacements sont linéaires

! . . > — Ue . . _1 ¢0Ui 0u
les déformations doivent étre évanouissantes & = > ( —_— —
oXj 0Xj

* |es relations contraintes — déformations sont linéaires .

(de degré 1 homogéne — existence d'un état neutre) 4

3 :

‘ forces nulles <« contraintes nulles <« déplacements nuls <« déformations nulles

ATINE

v




]
Gabriel Lamé

Le solide élastique lin éaire ...

loi de Hooke (16 méthode)

(1795 - 1870)

Tij = Bjjk1 aki

sile solide estisotrope  Bjjk| = O Ojj Ok| + B Oik Oj1 +Y il Ojk

etdonc  Tjj =0 Ojj ak + B aj +V g

ou, autrement ‘ _ | : .
Ti; = 2U & + A 8ij akk A et L : constantes de Lamé

la loi de comportement ne dépend donc que de 2 constantes

ATHS

Thomas Young

B Sge

Le solide élastique lin éaire ...

loi de Hooke (Zéme méthode) fleche représentant

un vecteur contrainte, l

considérons une éprouvette
cylindrique sollicitée par une force

de traction selon son axe (1) s 2 forces | *HOHHH

(1773 - 1829)

Il apparait selon I'axe 1 des contraintes 04 et des

déformations €, liées par ‘ | @b
01 S ESl
E >0 module de Young g
TYVYYYY
o1

les autres Tij sont nuls === 1 est une direction
principale du tenseur des contraintes

par raison de symétrie, 1 est aussi une direction @b

principale du tenseur des déformations << fleche représentant | 1
un déplacement




Denis Poisson

A
el

(1781 - 1840)

Le solide élastique lin éaire ...

fleche représentant
un vecteur contrainte, 1

I'expérience montre que, en plus de la
déeformation €4, il apparait une contraction

latérale proportionnelle a 04 *HG;H*H

82:83:‘

\V —
~04=-VE
E 1 1

R

e

fleche représentant 1
un déplacement

Le solide élastique lin éaire ...

la contrainte principale 04 provoque les déformations

| e =_V e =_V

la contrainte principale O, provoque les déformations

RSV : -1 . e =_VN
81—__0-2 y 82—_02 y 83—__0-2

E E E
la contrainte principale 05 provoque les déformations
oV e =_V e =1
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Le solide élastique lin éaire ...

si on procede par permutation des axes (principaux) 1, 2, 3 et si on
somme les effets, on trouve

e 81=%.01'V(O—2+0—3)-
< 82:%;02'\)(0—34'0-1):
. 53=%L03'V (01%02) |

ou, en notations tensorielles (et valable dans des axes quelconques)

aj :%[( 1+V)Tij -V djj Tkk]

ATHS

Le solide élastique lin éaire ...

il y a donc 2 constantes élastiques caractérisant le matériau : E et V

:—:X:l[ox-v(oy+cz)] ;

ou  Yxy= é Ixy avec G :TE-I-V) module de glissement
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Le solide élastique lin éaire ...

comment inverser cette relation ?

& :l[(l‘l'V)Tij -Vaij Tkk]

calculons dgg pour en tirer Tgg
_ 1[ ]
A5s= £ (1+V)Tee-V OssTik

ou aSS = 1_-E& TSS et donc = i

=_E
14y

&j + 7= akk]

ATHS

Aéroport de Zaventem
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Station de m étro a Erasme ...

SAMYN and PARTNERS
architects and engineers

SERVICE CONSTRUCTION, ARCHITECTURE ET URBANISME

DEPARTMENT OF BuUILDING, ARCHITECTURE AND TOWN PLANNING

Théoremes
des travaux virtuels

ULB

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE
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Probl @me a résoudre ...

T ds

fi forces de volume

n
Ti forces de surfaces associéesa n

(n)
T dS
= fi dV

Ui  déplacements résultant de ces forces

Tij  contraintes résultant de ces forces

ATHS

Equations a résoudre ...

® ¢&quations d’équilibre en volume

® translaton | Tjj,j +fi=0 |

® |otation 1[;1=0 ou  Tj =Tj

équations d’équilibre en surface

(1) .
T =1 n |

® |oi de comportement
* lie les déformations aux contraintes

equatlons de compatibilité
« expriment que les composantes des tenseurs de défor mations sont obtenues a partir des
dérivées des composantes du vecteur déplacement
¢ sont satisfaites d'office lorsque les fonctions de base sont les déplacements
(on en déduit alors les déformations)
 doivent étre prises en compte lorsque les inconnues de base sont les déformations
(on en déduit alors les déplacements)
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Pourquoi les th éoremes des travaux virtuels ?

ou "th éoremes énerg étiques "

® impossibilité de trouver des solutions analytiques — méthodes
approchées particuliéres pour chaque type d'applica tion

® application plus facile qu'une méthode particuliére
(déplacements de quelques points, ...)

® formulation générale indépendante du domaine d'appl ication
(élasticité linéaire, poutres, plagues, coques, ...)

°

la base du développement de méthodes numériques de calcul par
ordinateur (méthode des éléments finis, ...)

ATHS

L'histoire en bref ...

® 287 _-212BC Archiméde : 1 ¢e notion de "travail”

® 15eme sigcle Léonard de Vinci utilise la notion de "travail"

® 1504 Galilée

® 1717 Jean Bernoulli formule le 1 ¢ théoreme de travaux virtuels
® 18eme siecle Euler formule I'énergie de déformation

® 1852 Lamé formule le théoréme de ... Clapeyron

® 1923 article de Courant (~ éléments finis)

resté sans suite, faute de moyen de calculs

® 1056 méthode des éléments finis développée grace a
I'apparition des ordinateurs
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Grandeurs r éelles, grandeurs virtuelles

® GRANDEURS REELLES::

les grandeurs (forces, déplacements, contraintes, . ..) réellement
appliguées au milieu ou subies par le milieu contin u étudié

® GRANDEURS VIRTUELLES :

des grandeurs arbitraires choisies judicieusement en fonction de ce que
I'on veut calculer (éventuellement soumises a des co nditions)

ATHS

232

Travail virtuel des forces ext érieures

® on considére deux ensembles :

® virtuel : déplacements  .oeesresseesesssessessesesnes U

n
® éel : forces de volume et de surface  .oeeune fi dV ...... T( ) dS

® on définit le travail virtuel des forces extérieure S

1 JE— 1 (n) 1
Textzj fiuidv+§ T u', ds

\Y, S

ATHS
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Calculs pr éliminaires ...

On restreint les déplacements virtuels a des
déplacements infinitésimaux de corps indéformable

U'p :TQ'FEX@

0’ "
la rotation DOIT étre infinitésimale pour pouvoir /4
A . , . : |

étre exprimée sous la forme d'un produit vectoriel ! Q e )

T Ifu_ dv :f?(”)ﬁp ds

\Y S

507 5 o 7,50
ATH ’ S

Calculs pr éliminaires ...

Tt jf[u +0' xQP] dv+§?(”).[JQ+§x@3J ds

S

ext JQ'|:J‘ fdv+ §?(”) dS] +0' U [@ x_f] dv+ ﬁa:’x ?(n)] dS]

R = |:J‘ F av + § ?(n) dS] = résultante des forces
U i) v+l el ds]

= moment résultant des forces par rapport au point Q




Le th éoreme ...

Le théoréme des travaux virtuels pour des
déplacements infinitésimaux de corps indéformable

1. Aleéquilibre,

2. le travail virtuel des forces extérieures

3. estnul

4. pour tout déplacement virtuel
infinitésimal _ de corps indéformable
et réciproquement ...

ATHS

236

Le th éoreme direct ...

Le théoréme des travaux virtuels pour des
déplacements infinitésimaux de corps indéformable

Si ... on est a I'équilibre

Alors ... le travail virtuel des forces extérieures est nul
pour tout déplacement virtuel infinitésimal
de corps indéformable

équilibre 1> E{ =(Q et EQ =0 w—> T =0

guel que soit le déplacement virtuel infinitésimal de corps indéformable

ATHS
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Le th éoreme réciprogue ...

Le théoréme des travaux virtuels pour des
déplacements infinitésimaux de corps indéformable

Si... le travail virtuel des forces extérieures est nul
pour tout déplacement virtuel infinitésimal
de corps indéformable

Alors ... on estal'équilibre

T'ext =0 pourtout  Ug 0
ylir
238
Le th éoreme réciproque ...
Le théoréme des travaux virtuels pour des
déplacements infinitésimaux de corps indéformable
1 el

pour tout u Q

o -R+6.Cqy = =0 w—> R=0
® choisissons une rotation virtuelle quelconque

Uy -R +8'.C4 =0 ug=0 wn—> ©Cu=0

nb : on PEUT choisir car le théoreme dit "pour tout déplacement ..."

ATHS
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Travail virtuel des forces int érieures ?

® on considére deux ensembles :
l -
® virtuel : dEplacemMeNtS  wercerreresesressesseeseensenses u I
. fdV..T"Wds
réel : forces de volume et de surface  ....ccuue. | UV .. :

® on suppose que I'équilibre est satisfait en surface

N _+. A
T =15 n

ATHS

Calculs pr éliminaires ...

calculons le travail virtuel des forces extérieures

par définition Text Ej fi u'; dV+§ TV, ds
\ S
développons l'intégrale de surface et utilisons le théoreme de Gauss

§ Tl(n) U'i dS= § Tij nj Uli dS:JA OJ[TU U'inV
S S \%

U+ U =TT U T U
Wi m T Uiy = Ty U "G Y ™ G Yig)

et NOtONS ..vvvvveeeeeeennn, ajj Eul(i,j)E%[u'i,j "'U'j,i]

TIEXt Ej

\%

fou dV+f[ Ty U H @y Ty 1V
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Calculs pr éliminaires ...

T o :J- f.ou dV+J-[ Tiii u' +rija'ij +riju'[i'j] Jav
et, en ordonnant les termes
\Y \Y \Y

et, s'il y a équilibre

“ ¢‘

! = o + +
Text_J‘[U”r T]u dv J.T uErJ]dV ITJa dv
‘ v “ v
‘éq. translation * €q. rotation

en volume en volume

ATHS

242

Calculs pr éliminaires ...

s'il'y a équilibre, il reste pour des déplacements virtuels quelconques

conduisant naturellement a définir
le travail virtuel des forces intérieures

et le travail virtuel total

car, a l'équilibre  T'y,; sera nul

ATHS
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Terminologie ... : g k

travail virtuel interne

® hous avons défini le travail virtuel interne par T @=- J T, a'ij dv

int |
Vv

conduisant au travail virtuel total et au théoréme général
T'tot = Tlextt Tint ‘ T'tot =0 \

on définit parfois aussi le travail virtuel interne par Tlint = +I T a'ij dv

\Y,

conduisant au théoreme général

T'ext = T'int
AT
Travall virtuel total
® on considére deux ensembles :

l -

® virtuel : déplacements  sccs————. u I

fodv .. T ds
® éel : forces de volume et de surface  .oenn. i V ...... i

® on reprend la définition du travail virtuel total

‘ T'tot= T'ext+ Tlint |
N

AL
o N h

Thot Ej fiu'y dV+§ TV w;ds 'J T; @y dv

\% S Vv
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Calculs pr éliminaires ...

T E_[ fou dv+§ T W ds J' T &y dv

\% S Vv

transformons la derniere intégrale
Tj & =T Ui j
= Tij u'i,j - Tij ul[i,j]
= 0)(Tjj U') - Ty j UG - Tjj Ui j)

et donc, en appliquant le théoréme de Gauss eteng roupant les termes

T'tOt Ej‘ [Tij,j + fl] U'i dV+§ [Ti(n)_Tij nj] U'i dS"‘-“ Tij ul[i,j] dVv

\Y

ATHS

246

Le th éoreme ...

Le théoréme des travaux virtuels pour des
déplacements quelconques

1. Aléquilibre,

2. le travalil virtuel total

3. estnul

4. pour tout déplacement virtuel
et réciproquement ...

ATHS
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Le th éoreme direct ...

Le théoréme des travaux virtuels pour des
déplacements quelconques

Si ... on est & I'équilibre

Alors ... le travail virtuel total est nul pour tout déplacem ent virtuel

T tot E_[ JRRA dV+§’ -y dS*_[ Tj Ui, jdv

\Y

équilibre de équilibre de équilibre de
translation en volume translation en surface rotation en volume

In— > T'tot =0 guel que soit le déplacement virtuel

ATHS

248

Le th éoreme réciproque ...

Le théoréme des travaux virtuels pour des
déplacements quelconques

Si ... le travail virtuel total est nul pour tout déplacem ent virtuel

Alors ... on esta l'équilibre

Tt =0

J‘[Tij,j + fi] u' dv+§ [Ti(n)-rij an u’ dS+I Tj u'[i,j]dv =0
S \%

\%

pour tout U;
3 ATIH:
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Le th éoreme réciprogue ...

Le théoréme des travaux virtuels pour des
déplacements quelconques

2 PN
L4 Ad L4 Ad
L 4

[ v e ove § (17
\ o R

L 4

1
pour tout U,
A. choisissons une translation virtuelle nulle parto ut en volume et en
surface, sauf sur une petite portion de  volume ou on choisit une
constante.

faisons varier cette constante
faisons "balader" cette portion de  volume

Ty, +fi)=0

i nb : on PEUT choisir car le théoreme dit "pour tout déplacement ..."
ANr

Le th éoreme réciproque ...

Le théoréme des travaux virtuels pour des
déplacements quelconques

2 A a 2 N
¥ R4 L Z ¥

L 4 *

j‘[r,w‘ff,]u, dV+§ 1O 0w dS*J‘. “,

s ig

pour tout U,

B. choisissons une translation virtuelle nulle parto ut en volume et en

surface, sauf sur une petite portion de  surface ou on choisit une
constante.

faisons varier cette constante
faisons "balader" cette portion de  surface

[ |(n) T'J nl] 0

nb : on PEUT choisir car le théoreme dit "pour tout déplacement ..."




Le th éoreme réciprogue ...
Le théoréme des travaux virtuels pour des
déplacements quelconques

f— \ —* “— B —
L 4 * 0. ’Q

’.’0. ““ \ (nj.’ ¢”’ ' ' =
J‘[Tgyf.fﬂui dV+§ U - iy u dS*I Tj Ui jpdv =0
RS S s

L 4
* 0‘ \Vi

L 4

pour tout U,

C. choisissons un déplacement nul partout en volume et en surface, sauf sur
une petite portion de volume ou on le choisit quelconque.

faisons "balader" cette portion de  volume

Tj Ui, =0

Tjj est symetrique

nb : on PEUT choisir car le théoreme dit "pour tout déplacement ..."

Les deux th éoremes ...

A I'équilibre,
le travalil virtuel des forces extérieures

est nul

A

pour tout déplacement virtuel infinitésimal de
corps indéformable

et réciproquement ...

A l'équilibre,
le travail virtuel total

est nul

I

pour tout déplacement virtuel

et réciproquement ...
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Domaines de validit é des th éorémes ...
les d éplacements virtuels

® déplacements de corps indéformable :
doivent étre infinitésimaux —Mes rotat  ions s'expriment a l'aide d'un

produit vectoriel = — fera apparaitre le  moment des forces —»
exprimer I'équilibre de rotation

p= 'Q+6'X_F —> C,= [@x_f]dv+ [EDX?(”)]dS

\% S

® déplacements de corps indéformable = de corps rigide
toujours infinitésimaux

ATHS

Domaines de validit é des th éoremes ...
les d éplacements virtuels

® déplacements quelconques :
ne doivent PAS étre infinitésimaux

mais dans tous les cas, on a Tit = -j Tj a'ij dVv

\%

avec aj =U( j)= %[u'i,j + Uy J méme si les déeplacements sont grands




Domaines de validit é des th éoremes ...

les d éplacements virtuels

® he doivent pas respecter les liaisons ...

... sauf si on veut calculer une réaction de liaison
(il faut alors la faire travailler)

ATHS

sont choisis en fonction de ce qu'on veut calculer a l'aide du théoreme ...

Domaines de validit é des th éoremes ...

la loi de comportement

® |a loi de comportement n'intervient PAS dans les th eoremes

ils ne sont donc pas limités au cas du solide linéa ire élastique !




Domaines de validit é des th éoremes ...

les domaines d'int égration

® |es domaines d'intégration (V et S) sont ceux occup ~ és
effectivement par le milieu continu auquel on
applique les théoremes

en général, ces domaines sont inconnus !

® 5jles déplacements sont petits,
on peut assimiler VetSaV ,etS,(non déformés — connus)

® utilisation du tenseur des contraintes de Piola-Kir chhoff pour intégrer sur
les domaines non déformés (V. ,etS) ....

SERVICE CONSTRUCTION, ARCHITECTURE ET URBANISME

DEPARTMENT OF BUILDING, ARCHITECTURE AND TowN PLANNING

Statigue des fluides

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE
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Equations g énérales ...

ap
op 37 =0
® ¢quation de continuité a_. + 0j ( pVi)= 0 ot
identiqguement satisfaite Vi = 0

® équations d'équilibre Tij g T fi=0 avec Tjj symétrique
® loi de comportement Tjj = - paij pas d'influence de la

viscosité !
® ¢quation d'état F(p,p,0)=0 formegénérale

0 = température absolue

ATHS

Equations g énérales ...

» Sans faire plus d'hypothéses, on trouve :

Il MNP L= a_p: :
an 6|J +fi=0 ou aXi fi

pour pouvoir atteindre un équilibre, les forces

-P 6|J
\ XY
‘).: \\’\ de volume ne peuvent pas étre quelconques !
v

<l ot f =0
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Equations g énérales ...

» Avec la définition des forces par unité de masse

fdv=Fdm=FpdV etdonc iEpF \

la condition r_ot f =(Q s'écrit

rot(PF)=0 ou Ojjkdj (pFk)=0

OikF 0;p+0;p ;R =0

gradpxIE+pEIE =0

ATHS

Equations g énérales ...

Considérons le cas le plus fréquent - _ —_—
ol les forces massiques dérivent d'un potentiel F=- grad U

exemple : le cas de la pesanteur

f=-pgl, (axezvertical, positif vers le haut)

ﬁ:-glz

U=gz car -dz=-grad U




263

Equations g énérales ...

» Dans le cas ou les forces massiques dérivent d'un pote ntiel

F=-gradU — rotF=0

gradp xF + protF = 0

=
4
e Fxgradp =0

F est donc paralléle & grad p

les surfaces p = C* sont des surfaces U = C**¢

ATHS

et comme

Equations g énérales ...

les équations d'équilibre ad P F=- grad U

donnent ‘ p F=grad pl ‘ -p gradU = grad p\

les surfaces U = C%¢ sont des surfaces p = C*

les surfaces p = C*¢ sont des surfaces U = C**®

p = fonction (U ) et, avec l'équati ondétat F(p,p,0)=0
p = fonction (U )

_ p p<U) ‘p p(U)| ‘e=e(U)|




Equations g énérales ...

d — dp ——
p=pMU)] donne |0iPp =£ 0; U | ou gradp =£ grad U |
/ ‘ P gradU - grad pl
dp

p=- 50 définissant p(U)

exemple : dans le cas de la pesanteur

les surfaces U=Cse p=Cse Q=Cse p=Cse
sont des plans horizontaux

ATHS

Définition de la fonction P ...

reprenons les equations d'équilibre grad U + 1 grad p=0
P

supposons pouvoir définir une fonction P telle que

gr—adP%mp

1
ou 6iP:56ip|

les équations d'équilibre s'écrivent alors
‘ gradP + grad U = 0|
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Archimede

_ @ Le principe d'Archim ede ...

probleme : calculer la résultante des forces de pres  sion
exercées par un fluide sur un corps immergé en
équilibre

A |

yy_ A= ¢ TMWdS

difficulté : méme si on connait la distribution de la pression, la forme
géomeétrique compliquée de S rend impossible le calc ul de l'intégrale
(la direction de la normale est aussi difficile aca  Iculer)

ATHS

Archimeéde

Le principe d'Archim ede ...

postulat : I'équilibre du fluide n'est pas changé si on remplace
(287BC - 212BC) le corps immergé par du fluide
écrivons alors I'équilibre du volume V de fluide

I(-pg)Tde+§ (-p)RdS =0

A\ S/ \\ J
Y Y
poids du fluide postulat : on a gardé la
remplacant le distribution de pression
corps immergé inchangée
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Le principe d'Archim ede ...

rappel _

- _ [ -po)Lav+f (-pmas =0 24
A=@-pndS v s

A\ J A\ J
Y Y
A=|(pg)l,dv poids du fluide action exercée par le
v remplagant le fluide sur le corps
corps immergé immerge

I'action du fluide sur le corps immergé (poussée d'A rchimede) est une force

® dirigée vers le haut
® de module égal au poids de fluide déplacé
® (appliquée au centre de masse de ce fluide : le cen  tre de poussée)

ATHS

Le principe d'Archim ede ...
j (-pg)ide+§ (-p)ndS =0

Attention !
® |a poussée d'Archiméde traduit § (-p)ndS
S

donc, ne pas appliquer la poussée d'Archimede ET la résultante des
pressions !

® |e principe d'’Archiméde ne s'applique ~ PAS
si I'équilibre est modifié !
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Le principe d'Archim ede : le ludion ...

le poids du ludion (air compris, liquide exclu) est constant

* ] si on augmente la force F :
* la pression augmente
: * le volume d'air diminue
» de 'eau entre dans le ludion
* la poussée diminue

* J|e ludion descend ...

air

l,’

si on diminue la force F :
* la pression diminue
* |e volume d'air augmente
* de l'eau sort du le ludion
* la poussée augmente
* le ludion monte ...

liquide

le mouvement du ludion est contrdlé par une force a d istance !

ATHS

Le principe d'Archim ede : le ballon ...

— hypothéses
ballon

/membrane) « équilibre isotherme

0ga; = Oai
"‘-“ .:"': S gaz « le ballon est ouvert
Pgaz= Pair

— air ambiant
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Le principe d'Archim ede : le ballon ...

volume du ballon V(z)

poids de I'enveloppe du ballon P

poids du gaz contenu dans le ballon pgaz(z) g V(z)
poussée d'Archiméde P.ir(2) 9 V(2)
force ascensionnelle = PaLir(@ g V() - pgaz(z) gV(z)-P

P
= Par@ 9 V@) (1 ——

ATHS

Le principe d'Archim ede : le ballon ...

force ascensionnelle = Pair(2) 9 V(2) - pgaz(z) gV(z)-P
pgaz(z)
= Py, Vv 1- ——— | -P
Pair(2) 9 V(2) [ P (@ ]
appliquons la loi des gaz parfaits : Pgaz = Rgaze et Pair _ Rair 0
Pga: P air

d= Pgaz _ Rair _ Cste pour I'hydrogénc : 1 -
1 -

= 1-0.069! = 0.930¢
Pair Rgaz pour I'héliun =1-

C
d 0.14 = 0.86

guelle que soit I'altitude

» le ballon peut décoller si V(0) est tel que la forc e ascensionnelle est positive !

I'altitude maximum correspond a une force ascensionn

elle nulle si ...
V(z) < Vax de I'enveloppe !

ATHS




Auguste Piccard

Le Professeur Auguste PICCARD

27 mai 1931 : premiére exploration de la stratosphé re,
dépassant l'altitude de 18.000 metres

Auguste PICCARD
et son assistant Paul KIPFER

Le Professeur Auguste PICCARD

18 aolt 1932 : deuxieme vol ... atteignant 16.201 métr es

‘‘‘‘‘‘

LICENGCE

L' ETAT CIVIL SIGNALEMENT I

¢l Yiceard,

e ?,u/!z
welan 70051

,{. Q%’L?mhd ~~~~~~~ : .’%ﬂ:&

nte Heence & piloter 3

=

Auguste PICCARD et son
assistant Max COSYNS
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Le Professeur Auguste PICCARD

ATHS

Le principe d'Archim ede : le bateau ...

dans le cas des bateaux, il faut tenir compte duvo  lume immergé

.

le volume immergé est différent
selon la présence ou non d'eau dans
le bateau

W volume pour le calcul de
la poussée d'Archimede

vérifier qu'Archiméde est applicable ! /




Principe d'Archim

PONT :
POUR VOITURES 1

1. bateau non affecté en général a une liaison a partir de Zeebr  uges : les quais de
Zeebruges sont plus bas qu'a Calais ou Douvres — ballasts pleins pour "enfoncer le
bateau" et permettre I'embarquement des véhicules

2. mal équilibré, le bateau avait une assiette négative (piquai  t du nez)

3. traversée hors horaire et départ en retard : le capitaine ordo nne la vitesse maximum
sans vider les ballasts

4. les portes avant et arriere ne sont pas fermées
(parfois laissées ouvertes aussi pour évacuer les gaz d'échap pement)

5. les voitures ne sont pas arrimées

Principe d'Archim ede ?

Pants.
des passagers

PONT
POUR VOITURES 1

PONT
POUR VOITURES 2




Archim ede et un viaduc pr

dégats lors de la mise en précontrainte
(post-tension) du viaduc TGV a Arbre

e d'Europe
=4}
dugy
i
Ostende n‘ halines
Bruges }" Wekenraedt Cologne
Gand v T ] Louvain Franckort
S
'r‘li':u o, '
Hal # LGy - Waremme il = Ch.
- 'n'gl'__/' Bruxdles il —— !
Hh @ ghien Bierset . W’
= LGv Sligge Werviers
T Nens
Chadenai
Marur

econtraint ...

Arnsterdam

2002 m : le plus long
viaduc ferroviaire

Archim ede et un viaduc pr écontraint ...

Attaches manquantes

arrimage insuffisant de la
gaine non lestée

lors du bétonnage, la gaine
se souléve par poussée
d'Archiméde

lors de la post-tension, la
gaine fait éclater le béton
inférieur
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Equilibre des fluides incompressibles ...

Un fluide est incompressible si le volume qu'il occ upe
ne change pas_ de mesure au cours du temps.

Comme sa masse est constante, la dérivée matérielle  de P est nulle
p’=0 avec en générap =p (X,Y,2)

Si le fluide est homogéne _: P =P,

— 1 —
et la définiton de P devient: gradP =— gradp ou
0

et les équations d'équilibre deviennent

‘ﬁj(U+P):ﬂ ou

ATHS

Equilibre des fluides incompressibles ...

homogénes

Dans le cas de la pesanteur :

U=g9gz

et les équations d'équilibre deviennent

ou P +p 97 = cste




Equilibre des fluides incompressibles ...

homogéenes

Si on considere deux points A et B :

PaT P9 Zpy=Pg T Py97Zp

 un point ou la pression est connue
fournit la valeur de la constante

« la surface libre d'un liquide (p=C St¢)
pesant est horizontale

ATHS

Equilibre des fluides incompressibles ...

homogénes

exemple n°l : les vases communicants

on mesure une différence de pression en mesurant un e
différence de hauteur de liquide

Pe-Pa=P9(Zy—23)
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Equilibre des fluides incompressibles ...

homogéenes

exemple n?2 : répartition des pressions sur une par oi

ATHS

Equilibre des fluides incompressibles ...

homogenes
exemple n?2 : répartition des pressions sur une par oi

attention a la représentation

les pressions agissent perpendiculairement aux paro is

A

représentation correcte

représentation ERRONEE =
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Equilibre des fluides incompressibles ...

homogenes

exemple n3 : répartition des pressions sur une par oi

M

représentation ERRONEE! representation correcte

ATHS

Blaise Pascal

Le principe de Pascal ...

Si en un point A d'un fluide incompressible homogen e,

(1623 - 1662) la pression est accrue de Ap,
tous les points du fluide subissent le méme accrois sement de pression Ap

PatRIZA=Psgt*RIZ <

PantR9Z,=Pg+tRIZzg ., *°

Pa=Pat+Ap D Pg = Pg *+ AP




Application du principe de Pascal ...

presse hydraulique

Application du principe de Pascal ...

.............

0}
l Cana

ascenseurs hydrauliqgues de Houdeng-Goegnies
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Le principe de Pascal ...

Expérience du "Creve-tonneau"
Rouen, place du Marché 1647 ?

pour de l'eau : Pg =1 000 kg/m 3

pour un tube de 10m de hauteur et
(g=10 m/s 2 )

Ptonneau= Psommet+ 10° N/m?2

des douves de 1 m x 0,1 m supportent
chacune 10 000 N (1 tonne force !), ce
qui fait éclater le tonneau

SERVICE CONSTRUCTION, ARCHITECTURE ET URBANISME

DEPARTMENT OF BUILDING, ARCHITECTURE AND TowN PLANNING

Equations g énérales
de cin ematique des fluides

ULB

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE




Le tourbillon ...

® |e champ de tourbillon est défini par

—~=-1 v =1 5. A
m—§ rotv ou  w; =5 Oijk 0jVk

® il en résulte directement que

divw=0 I ou

et le tourbillon est dit " conservatif "

J‘wi’i dV:O Gauss
\

® cela montre que le flux de tourbillon au travers

) d'une surface fermée est nul (" ce qui rentre est égal a ce qui sort ")
Nlir

Tube de tourbillon ...

® ligne de tourbillon : courbe enveloppe du vecteur t ourbillon

® surface de tourbillon :  surface engendrée par les |i gnes de tourbillon
s'appuyant sur une courbe quelconque

® tube de tourbillon : surface engendrée par une courb e fermée
(filament de tourbillon si la courbe est "élémentai re")

surface de tourbillon

tube de tourbillon
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Tube de tourbillon ...

® filament de tourbillon :

WS '=w'S"

car le vecteur tourbillon est tangent a la
surface latérale

® iube de tourbillon :

pour toute section S du tube
de tourbillon

ATHS

Circulation de la vitesse ...

® faisons une section dans un tube de tourbillon : \
on obtient une surface S
limitée par une courbe fermée C
® calculons la circulation T
de la vitesse le long de
cette courbe C

® et appliquons le théoréme de Stokes

S

rszv.d—L:jr—mv.ﬁ dS et donc r:jza.ﬁ ds= cste
S

C

montrant que la circulation I est constante quelle que soit la section

ATHS




SERVICE CONSTRUCTION, ARCHITECTURE ET URBANISME

DEPARTMENT OF BuUILDING, ARCHITECTURE AND TOWN PLANNING

Dynamique
des fluides parfaits

(1)

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE

Introduction ...

un fluide parfait est un milieu isotrope dont la lo I de comportement est :

pas de viscosite !

Tij = - POjj

f Tij:-péij+2’y”(vij-%5ij ka)

pression

la pression est obtenue par I'équation d'état

F(p,p,0)=0 forme générale | gaz parfait

0 = température absolue E = RO

P




Introduction ...

® attention : ne pas confondre ..... fluide parfait
gaz parfait

fluide parfait :  défini par sa  loi de comportement
fluide de viscosité nulle

Tij = - POjj +2U( Vij -%5“ ka)

gaz parfait : défini par son  équation d'état
peut avoir de la viscosité
ylir
302

Introduction ...

attention :
o

un gaz parfait n'est donc pas nécessairement un fluid e parfait

cette remarque n'a pas été faite en statique des flu  ide car

devient  Tjj = - p6ij

Tij = - POij + 2| Vij -3 8ij Vi

méme en présence de viscosité car, en statique , \/ij — O

dans ce chapitre, on considére un FLUIDE PARFAIT,

sans viscosité , quelle que soit son équation d'état

ATHS




Leonhard Euler

Equations du mouvement ...

équations d'Euler

(1707 - 1783)

® on part des équations générales du mouvement

pv; =f +0T;

® on développe la dérivée matérielle

p[aoVi + Vkakvi] =f +0T;

® on développe le tenseur des contraintes Tij - - p5,1
2quations d'Eul : | = f :
squatorsaguer | pl dovi + Vi BV | = fi - 9ip
zlir
Equations du mouvement ...
équations d'Euler
°

en développant a 2 dimensions ...

p[aoVi +VkakVi]:fi -0ip

ou, ,0u, dul_; ap
Plat " Yax " Vay =gy
- ov , o0v ,k o0V - op
-+ tv—|=f, - —
. Plat  Yax ™Y oy Yoy
équations d'Euler L i
1¢re forme
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Equations du mouvement ...

équations d'Euler

® les dérivées ne portent pas sur l'entiéreté des term  es ...
P[ JoVi + Vi Ok Vi ] =fi-0ip

® on transforme ...

PV Oy Vi =0y (PViVk)-V; 0k (pVi)
P 0oVi =0p(pPVi)-V;0gp

0o (PVi)- Vidgp + 0y (pViVk) - Vi0r(pVvy) = fi-9;p

® on utilise I'équation de continuité

dop + dk(PVK)=0

ATHS
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Equations du mouvement ...

équations d'Euler

etdonc... Qg (pV;)- V;0gp + 0 (PV;V) -V, 0 (pVvy) = fi-0;p

‘ do(pVi)+ dk(pVivk) +0ip = fi |

9 0 (hy2 0 _
at(pu)+ax (pu +p)+ay(pUV) fx

® développé a 2 dimensions

0

2 (pv)+ 2 (puv)+ L (pv2+p) = fy
équations d'Euler ot ox dy
2¢me forme

ATHS




Barcelona
Supercomputing
Center

Supercalculateur scientifique ...

Peak Performance:
94,21 Teraflops

10240 IBM
Power PC 970MP
processors at 2.3 GHz

20 TB of main memory
370 TB of disk storage

Interconnection networks :
Myrinet and
Gigabit Ethernet

5éme des TOP 500 en 2007
max mondial (2007) :
131.072 processeurs

60éme des TOP 500 en 2009

téra = 1012

Copyright 200

Alir

308

Barcelona
Supercomputing

Center ® wWow!
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ATHS

La pression motrice ...

fluide incompressible homogene

® dans le cas le plus courant ou la force de volume es  t la force de
pesanteur, on a (z = axe vertical, positif vers le haut)

0F=-p,glz avec FE-gradU et U=gz -

® |'équation du mouvement s'écrit

PoV;=PoFi -0;p

N

® en définissant la pression motrice p — p + po g /

ATHS

Exemple : écoulement unidimensionnel ...

fluide incompressible homogene

® dans le cas ol la force de volume est la force de pe  santeur, on a
(z = axe vertical, positif vers le haut) , I'équation du mouvement s'écrit

7N

Pol DoVi + Vi kvi ] = -0;P P=p +tp,9z

considérons un écoulement
permanent unidimensionnel
incompressible

v = UIx' + OIy' + Oiz'

c’)ovi =0

® travaillons en axes x', y'
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Exemple : écoulement unidimensionnel ...

fluide incompressible homogene

® on travaille dans les axes X', y'

® incompressible : p. =0 p. +pdivv =0 divv =0
. ou 0v 0w z
=0 - Y 2 = '
divv=0 ox ay 07 0 y T
°

unidimensionnel: v = {u,0,0}

u o —_
ax,—O - u=u(y)

ATHS

Exemple : écoulement unidimensionnel ...

fluide incompressible homogene

P Q'E + U— au V a_u = - a_p ® travaillons en axes X', y'

Bv uB av

Pol 3t " Mox T Moy

=0 car
stationnaire

=0 car
unidimensionnel

V= {U,0,0}
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Exemple : écoulement unidimensionnel ...

fluide incompressible homogene

7N
a_p -0 ® on travaille dans les axes X', y'
X
‘ “‘-lll.....
* 4
¢ ~ -
3 ap =0 “.
. - =
“‘ ay N
) ‘,‘

&
4 .
*npoppgs®

en patrticulier, P= constante

dans toute section
perpendiculaire a I'écoulement

ATHS

Equation de Lamb ...

® repartons de I'équation du mouvement ...

(1849 - 1934) . _
pv; =f +0T;

® développons autrement la dérivée matérielle...
Vi = aovi + Vi akVi
=0qVj + Vi (OkVj - 0iVi )+ Vi 0; Vi
=60Vi + Vi 2 V[i,k] + Vv ain

® mais ... a):%rotv - Vi, k] =Oipk Wp




Equation de Lamb ...
Vi.:aovi +Vk2V[i’k]+Vkain V[i,k]=5ipk Wp

v = 0gV;j +26,pkoopvk+ 0; (Vk Vk )

av+2(ooxv)+grad(v) F-Bgradp avec fpF

équation de Lamb

Equation de Lamb ...

v =09V +26,pkoopvk+ 0; (Vk Vi)




Energie sp écifique totale - Charge

® considérons les cas particuliers (les plus fréquent s)ou:

® |aforce par unité de masse dérive d'un potentiel

F=-grad U

® e fluide est barotrope :  p = p(p)
. L p
gradP :F—l) grad p  ou P =I dp

® i le fluide est homogéne et incompressible, on a p=p,=Cst

= (en homogene et incompressible)

ATHS

Energie sp écifique totale - Charge

® et I'équation de Lamb

aav+2(ooxv)+grad(V )= I_:-%gr_ad D
® devient

%‘t’+z(mxv)_-grad(v )-gradU - grad P
® ou

ov S — __—[ V2]
a—t+2(wxv)— grad | U + P +¥




L'énergie sp écifique totale

énergie spécifique totale
(par unité de masse)

® avec, pour chacun des termes

r @ V2 . . .
> énergie cinétique par unité de masse

< @ U énergie potentielle par unité de masse

énergie de pression par unité de masse

Energie sp écifique totale - Charge

""" V4 2(oxV)=-grad[ U+ P +L2]

ot

® ot on définit

éenergie spécifique totale
(par unité de masse)

® etlacharge

Z+E+V_2

©=9 g 2g

=gH etdonc

(énergie par unité de poids)
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ATHS

La charge

i 2g hauteur de vitesse
® z hauteur géométrique
® g hauteur de pression Unité : m

322

ATHS

La charge

fluide incompressible
homogéne

hauteur de vitesse

¢ z hauteur géométrique
o —

hauteur de pression

pog unité : m
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3 . .
Daniel Bernoulli

Théoreme de Bernoullin °1 ...

® dans un écoulement permanent

®  d'un fluide parfait

® soumis a des forces massiques dérivant d'un potentie

€ est constant le long d'une - _
ligne de courant — Y

ligne de courant = courbe - _ _
dont les tangentes sont les vitesses ™ —_— s

Théoreme de Bernoullin °1 ...

on part de I'équation de Lamb

%—\:+2(EX\_/)=-@E

écoulement permanent a/ -0
ot

soumis a des forces massiques dérivant d'un potentie | —p U

® multiplions scalairement par Y, —» V .grad € =0




Théoreme de Bernoullin °1 ...

grad € est L aux surfaces € = Cste

grade

ligne de
courant

€ = CSt€ |e ong

d'une ligne de courant
W@
ATH

326

Théoreme de Bernoullin °1 ...

ligne de charge

\ 1N
hy =2
' 2g . e
| lighe piézomeétrique
° ligne de courant
‘/
Y h=2z plan de référence
1 2

fluide incompressible homogéene

ATHS
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Bernoulli : maisona également ...

® on part de I'équation de Lamb

%—\;+2(0_L)X\_/)=-ﬁi€

® écoulement permanent (y -0
ot

® soumis & des forces massiques dérivant d'un potentie | —p U

® multiplions scalairement par 0w —> (_JO grad € =0

o ﬁj € st J— aux surfaces € = CSte ys@)

ATHS
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Bernoulli : maisona également ...

€ = CSt€ |e long
d'une ligne de courant

grade -

e= CS le long V.grad€ =0

d'une ligne de tourbillon

ligne de
courant

ligne de
tourbillon

® et donc la constante
est la méme pour toutes
les lignes de tourbillon

s'appuyant sur une ligne de courant
—p engendre une surface € = CSte

)

ATHS
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DAN"IELIS BERNOULLI JOH. Fr, i | ';:':'?:l

Mep, Pror, Basir,

Danlel BemOU"I ACAD. SCIENT. IMPER. PETROPOLITANZE, PRIUS MATHESEOS

SUBLIMIORIS PROF. ORD, NUNC MEMBRI ET PROF.HONOR.

HYDRODYNAMICA,

SIVE

Hydrodynamica, sive de viribus DE VIRIBUS ET MOTIBUS FLUIDORUM
et motibus fluidorum COMMENTARIL
commentarii OPUS ACADEMICUM

AB AUCTORE, DUM PETROPOLI AGERET,

CONGESTUM, i

Hydrodynamique — Mémoire sur
les forces et les mouvements
des fluides

v

I'équation n'y comportait que 2 termes, ARCENTORATI.
le 3¢me étant ajouté ultérieurement par : -
Sumpibus JOHANNIS REINHOLDI DYLSECKERY;

Euler Anno M D CCXXXVILL g
Typis Jou. Hexr. Deckeri, Typographi Bafilienfis.

Alir

Soubassement a effet de sol ...




Soubassement a effet de sol ...

Soubassement a effet de sol ...

Ferrari F355

ATHS
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Bernoulli et ... les trains a grande vitesse ...

pression au niveau sacil

P1y=-873 Pa P1,,,= 1386 Pa
1500

@ 1000

du ballast lors du l MOl
passage du train

'l Zugweg [m]

I 0 100 150 200 250 300

des cailloux
du ballast
sont
déplacés !

8 THALYS —)
.47 f.-—'-'-_

Application : le tube de Pitot ...

® mesure la vitesse par une différence de pression

'- ® (utilisé en 1730 pour mesurer la vitesse du courant de la Seine)
(1695 - 1771)

-

_ PoV®
pb_poo+ 2 '

-
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ATHS

Air France AF447 : Rio - Paris ...

... I'enquéte montre
l'incohérence des AIRFRANCE /7
différentes vitesses

mesurées par I'A330 ...

BRESIL

1¢7 juin 2009

... Airbus avait décelé des dysfonctionnements sur les détecteurs de vitesse de ses avions A330 avant
la catastrophe du vol AF 447 le 1 ¢ juin et avait invité ses clients a les changer ...

336
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Théoreme de Bernoullin °2 ...

dans un écoulement permanent

irrotationnel

d'un fluide parfait

soumis a des forces massiques dérivant d'un potentie I

est constant dans tout I'écoulement




Théoreme de Bernoullin °2 ...

® on part de I'équation de Lamb
ov — —\_ ——
—+2(wxv)=-grad €
ot
® écoulement permanent (y -0
ot
® soumis a des forces massiques dérivant d'un potentie | —p U
® &coulement irrotationnel — (I) =0

® donc grad € =0 —p» E£= CSt® dans tout I'écoulement

ATHS
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Application : vidange d'unr éservoir ...

considérons

® un grand réservoir (dont le niveau reste constant)

® percé d'un petit orifice (la vitesse est uniforme da ns le jet)

- - - N z
® contenant un fluide incompressible homogéne A
~adky
Q S¥E A P atm h
ligne de —
courant v 0
N
— ] _
B
jet

ATHS
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Application : vidange d'unr éservair ...

enA: la pression est la pression atmosphérique
la vitesse est négligeable devant celle du jet A
le niveau de I'eau est constant

; l ‘9 A Patm h

ligne de
courant

enB: la pression est la pression atmosphérique Jet
la vitesse est uniforme dans la section du jet

les dimensions de I'orifice sont négligeables

dimension de l'orifice

vitesse supposée
B supposee négligeable

uniforme dans le jet

=&
Alr

Application : vidange d'unr éservoir ...

' P 21 _ P 2 _Pp .
z+—+X | =|lz+—+1L car P=— (Bernoulli 1)
Pod 29 ]A PY 29]8B Po
- .0’ 2.. > .0’ 2
h +_._pf‘t'm L VA (- +_._p.a&?n + V2
£9 29 H9  2g )
0. 0. 0.
A S _Ij
v 0
. jet
dans l'orifice :
€= Cste 1 V= Cste P Z= ~CSte — p = CSte .: patm Patm N B . - 3
(Bernou||| 2) Vvitesse supposée v ) d dimension de 'orifice
uniforme dans le jet supposée négligeable

AN ~ T .
rappel ;' p = €©... pour un écoulement unidimensionnel
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Micolaus
La famille Bernoulli ... 16£3-1708
0““--......'0. I 00"“--.'.... o,
s dJacob «  Nicolauz  »  Johann %
:‘ 1654-1705 : 1E-E-2—1T"1E-:‘ 1ea?-174 :
théorie des poutres * ~..____.."" "'~... _..-"“
.colaus( 1)
16587-1759
théoremes des travaux virtuels
| .““Il-- ......‘
Micolaus (Il » Daniel . Johann (11
1695- :‘ 1'."I:IEI—1'."EIE:' 1710-1790
”'. At” |
théorémes de Bernoulli 4B | RRELT] Ll |
en mécanique des fluides Johann {111 Daniel {11} Jacob {11}
1744-1307 1751-18334 1759-1789
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Introduction ...

Loi de comportement

Dans le chapitre " lois de comportement *, le fluid e visqueux newtonien
est défini par :

Tij =-POij + A 0ij Vikk + 21 Vi

ou

L avec I'hypothese de Stokes
Aanr

Introduction ...
Az
v Interprétation physique
plague mobile ~——m
I E—
— .
vitesse
v du
fluide
X
7
plague fixe
® |e long de la plaque mobile: V=V
® le long de la plaque fixe : v=0
on verra plus loin que, sous certaines conditions : — 7 =
la répartition de la vitesse est v=V= 1y
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Introduction ...

Interprétation physique

® reprenons la loi de comportement :

Tij=-poij + 2 (Vi -%5ij Vkk)

® avec la vitesse donnée par : _ 7 =
v=V = 1y
L
® |a seule composante du tenseur des contraintes est
1(0u ow
TXZ: 2 V T :2H— _+—:— au
H XZ Xz 2 62 .JX ’CXZ — ou
: 0z
w=0
ylir
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Introduction ...

Interprétation physique

sz est la contrainte tangentielle de frottement entre les filets fluides
voisins, due a la différence de vitesse de ces filet s fluides

ATHS
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Introduction ...

Unités des coefficients de viscosité ou - l-'l
=35 V= E
dimensions MKS CGS
\é;fr?grsni}su o fo(lr(():igxuleurggs 1 poiseuille = 1rﬁ—gs 1 poise =1 crg S
Z:ﬁ(é(?::t?que (|0ntgtr‘::;)2 1 myriastokes = 1%2 1 stokes = 1%2
ylir
348
Equations du mouvement ...
: pv, =f, +0, 1,

® |oi de comportement

équations générales du mouvement

® \itesses de déformation

® fluide incompressible

ATHS

Vi :%(Vi,j TV )

9':.+paiVi:0

=0

Tij=-poij + 2 (Vi -%Bij Vkk)
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Equations du mouvement ...

® introduisons la définition de Tij dans les équations du mouvement

pv,=f,+0,[-p&j+2uV; ]

® tenons compte de la définition des vitesses de défo rmation

pv,=f, -0.p+ud (8,v,+9,v)

p\./i =f. -0 p+HU GIOJVJ + ajajvi

P\}izfi _aip+uajajvi

équations de Navier-Stokes

ATHS

(1785 - 1836)

George Stokes

y
1903)

B
AR £\

(1819 -

Equations du mouvement ...
Equations de Navier-Stokes
pv, =T, 'aip+ pajajvi

P(aoVi"'VkakVi) =T, -aip+pajajvi

[Qu, OQu, OQu_  du]l _ . 9p
( p_a_t+u6_x+V(W+W6_z_ = fy ax+pAu
[Ov . Ov , . 0V ov] _ ¢ 0p
3 p_BT+”a_x+VW+WE_ = fy W+pAv
ol gruge v gy Wy | = G now




Le projet Swissm étro

Q

/ | (e

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

projet de m étro
souterrain reliant les
grandes villes suisses

tunnels a une profondeur de

40 a 150 meétres

vitesse max : ~ 430 km/h

tunnels sous vide partiel pour
diminuer la r ésistance de l'air

sustentation et guidage
électromagn étiques

propulsion par moteur
électrique lin éaire

ATHS

Le projet Swissm étro

Systéme de transfert
d’énergie sans contact

Revétement du tunnel

Moteur linéaire et
inducteurs de guidage

Inducteurs de sustentation

Vide d'air partiel dans
le tunnel

Trottoir pour une
évacuation d'urgence

Systéme de guidage et
freinage d’'urgence
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Le projet Swissm étro ...

vitesse max :
~ 430 km/h

lignes de courant en écoulement visqueux incompressible
AT

Les écoulements oc éaniques ...
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Equations du mouvement ...

exemple : écoulement entre deux plaques paralleles

Az

plague mobile ~—m

v vitesse
—_— du
fluide
X
ol 7 ’
plaque fixe

® é&coulement permanent

® fluide visqueux incompressible

® &coulement unidimensionnel

AT
356
Equations du mouvement ...
2 bil
exemple : écoulement entre deux plaques paralléles RENE Bt
0 W —X
® &coulement permanent —=0 plague fixe
ot

® fluide incompressible p':O p.+p divv =0 divv =0
® fluide visqueux équations de Navier-Stokes
® &coulement unidimensionnel V = {u,0,0}

ATHS




Equations du mouvement ...

exemple : écoulement entre deux plaques paralleles

Ju 0dv 0w
+—+ =

z Elaque mobile —
\Y

—

T, ——

divv=0 - plaque fixe
0X 0y 0z
— ou
V = u,0,0 ~—— =05 u=ul(z
{u,0,0) - @)
=0 car (P %LU%LLrVgEJ’WgE = fy -g—p+P—Au
stationnaire R t X § y Z | X
9y . OY . 0¥ . QY] op
=0 car { P|FTHtuUx-t+V—t+tW== = fy -5=+ AV
unidimensionnel -:ﬁt aX ay . (32 . y
oW . oW 0w .. 9w ap
+ + —+W=—| = -t
\ p.a’t_ ug;»;(— VW W.a'Z fz az HAW

ATHS
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Equations du mouvement ...

exemple : écoulement entre deux plaques paralléles

................... (*) ( aZ_u

u:.u(z) 9 72

B
la pression motrice
ne peut varier qu'en <4+— <
fonction de x
. : .\
vy
le 1¢* membre est fonction de z et
le 2éme membre est fonction de x dﬁ
donc : le 2 éme membre doit étre constant —_— &

ATHS

z Blaque mobile —
\Y

—

e —X
plaque fixe

(o3
o)

(o3
X

u(@)=0

ulL)=V

o <l

(&)
N

=a etdonc “pax+b
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Equations du mouvement ...

V4 .
exemple : écoulement entre deux plaques paralléles aque mobile v
.]_efcas;a:() I, ——— |
plaque fixe

u(@)=0

ulL)=V

2¢me cas:a #0

ATHS

Equations du mouvement ...

exemple : écoulement entre deux plaques paralléles

Az
- v plaque mobile
| UL 4

distribution
de u(z)

/> X

0__ Z 7 7 _ —_—
dp so 9 _, dp <0 plaque fixe




Equations du mouvement ...

la pression motrice

® dans le cas le plus courant ou la force de volume es  t la force de A
pesanteur, on a (z = axe vertical, positif vers le haut)

pE:-png avec _F:-gradU et U=g z

® |'équation du mouvement s'écrit
pv;= pF -0,p+ llajajVi

ou —_

pv'=-gradp +HAvV

en définissant la pression motrice p — p + p g Z

ATHS

Exemple : écoulement unidimensionnel ...

® dans le cas ol la force de volume est la force de pe  santeur, on a
(z = axe vertical, positif vers le haut) , I'équation du mouvement s'écrit

p[aovi+vkakvi]:-aiﬁ+pAvi ﬁ:p+pgz

® considérons un écoulement

permanent unidimensionnel
incompressible

v = UIx' + OIy' + Oiz'

c’)ovi =0

® travaillons en axes x', y'

ATHS
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Exemple : écoulement unidimensionnel ...

® on travaille dans les axes X', y'

® incompressible:  p'=0 p +pdivv =0 divv =0
. ou 0v 0w z
=0 - Y 2 = '
divv=0 ox ay 07 0 y T
°

unidimensionnel: v = {u,0,0}

u o —_
ax,—O - u=u(y)

ATHS

Exemple : écoulement unidimensionnel ...

au 0xl o __@
p 5?+“ax Yoy | T Tax tHAU S enmesiy

P QX+UQX+V6. = -a_p +

ot X oy | oy

=0 car o* R
. . * P *
stationnaire R a .
. P _ .
| | — —
) 1 o
s U
=0 car KR oy o
- . . .
unidimensionnel *rrniiaaass®
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Exemple : écoulement unidimensionnel ...

LN
““-- ....

L 4
L 4
“ .’
o ~ .
*
c 0 .
hd a
. =0 .
» 1
P .
e G
., .
0. "

.
“Caggaunn®

® donc P =constante

dans toute section
perpendiculaire a I'écoulement

N

P, =P, =P,

en axes x', y'

p +Pgz = C*®dans toute section perpendiculaire a I'écoulement

ATHS
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Equations du mouvement ...

conditions aux limites

regardons les ordres des équations

® fluide parfait (équations d'Euler)

P(aoVi +v, 0, Vi) =f, -0,p

® fluide visqueux newtonien incompressible

uENy
o*® T
3 *

p(06V, +v, 0, v,) =f, -aipé} AV,

le seul terme différent est celui di a la viscosité : c'est le
terme d'ordre le plus élevé !

avec / sans viscosité change I'ordre des équations
et donc change les conditions aux limites

ATHS

*
. .
LT T TT LA




Equations du mouvement ...

conditions aux limites

1e" ordre 2¢me ordre

fluide parfait fluide visqueux newtonien
- X
_du
T, =HUL—
; LY,
Aanr
&Lz Osborne Reynolds
Mouvement turbulent ...
expérience de Reynolds
® considérons I'écoulement d'un fluide visqueux dans un
(1842 - 1912) long tube rectiligne

® pour de faibles débits, les lignes de
courant sont rectilignes et paralleles :
on dit que I'écoulement est  laminaire

® lorsqu'on augmente le débit, & partir
d'une certaine valeur, I'écoulement est
perturbé par des remous et des
tourbillons :
on dit que I'écoulement est  turbulent

ATHS
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Mouvement turbulent ...

expérience de Reynolds (1883)

® |e passage de I'état laminaire & I'état turbulent pe  ut étre
prédit par la valeur d'un nombre sans dimensions :
le nombre de Reynolds

® pour un tube circulaire :

U estla vitesse débitante (débit / section)
D estle diamétre du tube
V  estla viscosité cinématique

un nombre sans dimensions est construit a partir de grandeurs ayant des unités —
une valeur "pivot" sépare deux états physiques différen ts

ATHS

Mouvement turbulent ...

nombre de Reynolds

® de maniére générale, le nombre de Reynolds est défi  ni par :

vitesse longueur
caractéristique caracteéristique

Re =

viscosité cinématique

® vitesse caractéristique :  qui caractérise la cinémat  ique de I'écoulement
(ex : vitesse débitante, vitesse de vol de l'avion, or)

® longueur caractéristique : qui caractérise la géomét rie de I'écoulement
(ex : diamétre de la conduite, corde de l'aile de| ‘avion, ...)

® valeur numérique critique :dépend du probléme envis ageé
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Mouvement turbulent ...

nombre de Reynolds

® tube cylindrique : U = vitesse moyenne oxt
el _
® _iln Ao - - o) e intrado :
aile d'avion : U = Vvitesse de l'avion
D = corde de l'aile

En écoulement laminaire , comme en écoulement turbulent ,
les vitesses et la pression sont solutions des équa tions de Navier-Stokes

En écoulement turbulent, I'écoulement réel est souve nt constitué
de fluctuations autour d'un écoulement moyen .

Et c'est cet écoulement moyen qu'on veut calculer ...

ATHS

Mouvement turbulent ...

contraintes de turbulence i intervalle pour le
A _— calcul de la moyenne
® considérons une grandeur A(t) - A (1)
guelconque liée a I'écoulement
A (®) “~

Y
—

® on définit la valeur moyenne de A(t) par W

+T/2
K(t):lj A(t+T)dT
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Mouvement turbulent ...

contraintes de turbulence LA intervalle pour le
— calcul de la moyenne
® lintervalle T sur lequel on AW
calcule la moyenne doit étre :
assez grand pour que A (t) -
ne dépende pasde T A (1) \
petit par rapport aux
constantes de temps de -

I'écoulement moyen W

on décompose alors A (t) selon

‘ A(t) :Z(t) + A' (1) | avec, par définition, A (t)=0

ATHS

Mouvement turbulent ...

contraintes de turbulence

® dans le cas d'un produit de deux grandeurs A et B :

AB=(A+A)(B+B')=AB+A'B"

® dans le cas des dérivées :




Mouvement turbulent ...

contraintes de turbulence

® repartons des équations de Navier-Stokes
aVi _
°

et calculons la moyenne

ovi — o=

Mouvement turbulent ...

contraintes de turbulence

— GA_OK 0A 0 A

B=ABYT A ot at OX; 0X
OVi oV oV = -2.p+ AV
P37 TPVkOkVi=li-0iPTHAY,

Vi |

P33 PV O Vi Fp V0,V =fi-0;p+UAyV,

a calculer ...
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Mouvement turbulent ...

contraintes de turbulence

0A_d 5 A _D
ot ot 0Xi 0Xj

AB=AB+A'B’
pVi 0V, =7?

® repartons de I'équation de continuité moyennée

divi=0 ou 0;v;=0 etdonc d;v,=0

/

® avec ak[VlkViJ :VlkakV}+MV'k

ATHS

Mouvement turbulent ...

contraintes de turbulence

p Vi Ok =p dk (Vi)

aVi

Pa—t+PV_kak‘7i +PpV 0,V =f-0;p+HAy;

Vi — . — _ — _

' a N définit les
vient de ... J T| J contraintes de
turbulence...




Equations de Navier -Stokes moyenn eées ...

oV — = — _
—+ .=t1.-0. T . .
P57 PV OV =f-0;p +0;T};+HAV,
I'apparition des contraintes de turbulence signifie gue les équations ont
été moyennées ——P oOn peut supprimer| es — de moyennes

oV :

® |a viscosité se traduit par le terme "laplacien” et par les contraintes de
turbulence
% les contraintes de turbulence résultent de I'échange de quanti té de
mouvement entre des filets fluides voisins, lorsque les partic ules
passent par turbulence d'un filet de courant au filet voisin
% Un fluide parfait est donc toujours en écoulement laminaire pu isque

ces échanges sont dus a la viscosité

Les th éoremes de Bernoulli ...

rappel : les équations de Lamb

® pour un fluide parfait (fluide homogene, incompressible, dans la pesanteur)

po(;—\:+ 2p,(0xV)=-grad [p +pgz +p, L]

® pour un fluide visqueux (fluide homogéne, incompressible, dans la pesanteur)

po‘(;—‘:+ 2py(@xV)=-grad[p +pgz +p, '] +

® |a différence entre les deux équations est dans le terme f'




Les th éoremes de Bernoulli ...

rappel : les effets de la viscosité

v

poﬂ+2po(6xv)=-ﬁi[p+p092+po"{-] +1

f. = 0.T. + 0.1,
[ J i) ] 1)
forces dues aux forces dues aux
contraintes visqueuses contraintes turbulentes

Tjj = 2V T =-PVV

ATHS

Les th éoremes de Bernoulli ...

rappel : pour un fluide parfait, homogéne, incompre ssible, dans la pesanteur

® théoréme de Bernoulli n
Dans un écoulement permanent d'un fluide parfait ho mogene dans le
champ de la pesanteur, I'énergie spécifique totale est constante le long
d'une ligne de courant

2 .
E=p +p0z +poV7 = C%® e long d'une ligne de courant
® théoréme de Bernoulli n2
Dans un écoulement permanent irrotationnel d'un flu ide parfait homogene

dans le champ de la pesanteur, I'énergie spécifique totale est constante
dans tout I'écoulement

2 )
€=p +p,0z +poV7 = C®® dans tout I'écoulement

ATHS
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Le th éoreme de Bernoullin °3 ...

rappel : pour un fluide visqueux, homogene, incompr essible, dans la pesanteur

Considérons une ligne de courant d'un écoulement pe rmanent d'un fluide
visgueux homogene dans le champ de la pesanteur. La charge au point
situé en aval est inférieure a la charge au point sit  ué en amont.

La différence est la perte de charge.

poaa—\t/+2p0(EX\_/):—ﬁj[p +pgz +p0—V22] + f'
ov - - - p 2 o
—+2 = . d T4+ Vv +f

Pos p.(wxVv)=-gra pog[pog z 2_g]

H = la charge

ATHS

Le th éoreme de Bernoullin °3 ...

rappel : pour un fluide visqueux, homogene, incompr essible, dans la pesanteur

a.\../: (5x7)e T . ds
Q‘,'a—t+2p0 wXV)=-gradp,g H +f

multiplions scalairement
par la vitesse
(dx; proportionnel a v,)

amont

0=-dx 0;(pgH) + T dx

et intégrons le long de la ligne de courant emtnedint amont (1) et le point aval (2)
2 2

jai(pogH)dxi :j fi dxi

1 1
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Le th éoreme de Bernoullin °3 ...

rappel : pour un fluide visqueux, homogene, incompr essible, dans la pesanteur
2 2 2 Y

jai(pogH)dxi :j f. dxi

1 1

2
_ ' ] énergie dissipée par frottement
pog [ H 2 - H 1 ] - fi dXI visqueux et turbulence (<0)

1

H1:H2+AH AH = perte

de charge
AT
386
Le th éoreme de Bernoullin °3 ...
ligne de charge *
_T_ e — - -------------- mte de
v2 ligne de charge charge
2—9 —
1 ligne piezométrique *
ligne piézomeétrique
P
P,9 _
ligne de courant _
| L | ligne de courant
V4 oy Y
I plan de référence plan de référence
1 > 2 1 > 2
amont fluide parfait aval amont fluide visqueux aval

fluide incompressible homogéene

ATHS




Le théoreme de Bernoullin °4 ...

rappel : pour un fluide visqueux, homogene, incompr essible, dans la pesanteur

® théoréme de Bernoulli n4
L'application du théoreme de Bernoullin  °3 & I'écoulement dans une
tuyauterie est malaisée car

1. larépartition des vitesses n'est pas uniforme da  ns une section
transversale (en effet, la vitesse est nulle le lon g des parois)

2. la seule grandeur utile est le débit, et pas les  vitesses locales
On va donc s'intéresser a un tube de courant (et non a une ligne de courant)

en définissant la vitesse débitante (vitesse unifor =~ me U qui donnerait le méme
débit).

U = vitesse débitante
Vv = vitesse réelle
S = section droite du tube de courant

ATHS
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Le théoreme de Bernoullin °4 ...

rappel : pour un fluide visqueux, homogene, incompr essible, dans la pesanteur

Repartons de I'équation du mouvement

Multiplions les deux membres scalairement
a\",’ —_ _ - = par la vitesse et intégrons au volume V de
ng'a_t +2 po( WXV)=- grad p,g H +f I'écoulement compris entre une section
amont (1) et une section aval (2)

*
.

-Jai (P, g H) Vi dV+.[ fividv=0
\Y \%

et intégrons le 18" terme par parties

0i (po 9 H) Vi = s s
0i (P9 HVI)- (P9 H)a‘i’,\f’i B // 1 = amont

*

= 0 car incompressible

ATHS
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Le théoreme de Bernoullin °4 ...

rappel : pour un fluide visqueux, homogene, incompr essible, dans la pesanteur

'J ai (P9 H Vi )dV +.[ fi vidv=0 0i (P, g H) Vi = 0i (P, g H Vi)
\ \%
en appliquant le théoreme de Gauss

-§ (P g HVi )nidS +j fl vidv=0
s v

ou la surface se décompose en :

* S (entrée amont)
* S, (sortie aval)
e 2 (surface latérale S1

1 = amont
sur la surfac& : vin,=0 A //

par définition du tube de courant) n
alir

Le théoreme de Bernoullin °4 ...

rappel : pour un fluide visqueux, homogene, incompr essible, dans la pesanteur

P9 29

-§(pogHVi)nidS+J‘ fividv=0 H=2z+

en vertu de la définition de H, il reste & calculer
(sur S; et S,) des termes de la forme :

Iv3d8 et j[p+pogz]vd8

S S

/ 1 =amont
i




Le théoreme de Bernoullin °4 ...

rappel : pour un fluide visqueux, homogene, incompr essible, dans la pesanteur

Cas du terme J‘ v3dS

S

définissons le coefficient a tel que

J- v3 ds:_[ \L/J_?; U3dS=a U3S

S S

1 =amont
montrant que o =1 A //

si la vitesse v est uniforme n
\r

Le théoreme de Bernoullin °4 ...

rappel : pour un fluide visqueux, homogene, incompr essible, dans la pesanteur

Cas du terme j [p+p,92] vdS

ona

J[p+pogz] vdS:J- pvdS=puUS
S

S

si on considere des sections dans des

conduites rectilignes pour lesquelles on a
Loy -

montré que [P = Cstedans la section

/ 1 =amont
i

ATHS
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Le th éoreme de Bernoullin °4

rappel : pour un fluide visqueux, homogene, incompr essible, dans la pesanteur

Finalement, on a

3 3
APy S+ (P +peg 2) U S]z-[ A Pr5-S+ (P+po92) US| =-AH, , (USpyg)

avec la perte de charge entre 1 et 2 définie par S2 Vs

_ 1 N
AHio=- —1 [ vidv
Lo %gUSI"

par conservation du débit, on a

UiS1=U2S2 S1

et on divise les deux membres par (U Spyg) _ // 1 =amont

AT

Le th éoreme de Bernoullin °4

rappel : pour un fluide visqueux, homogene, incompr essible, dans la pesanteur

3 3
[apo%s * (P +pg 2)U 8]2-[ o pgy-S + (P +po92) U S]l =-AH; ., (USpg)

U1 P1
[a sL +AH,

129 pg T2

U2 P,
=l a +—+Z,
[ 229 p

/ 1 =amont
i
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Le théoreme de Bernoullin °4 ...

rappel : pour un fluide visqueux, homogene, incompr essible, dans la pesanteur

Le théoreme de Bernoulli n4 s'énonce comme le théo reme de Bernoulli n3
a condition :

® de remplacer la vitesse v par la vitesse débitante U

® d'ajouter le coefficient o qui tient compte de la répartition non uniforme des
vitesses dans chaque section

2 2
[q1$+p_1+ zl :[0(2%"'&4' 22 +AH1_2
29 pg 29 pg
vitesse uniforme a=1
répartition paraboliqgue o =2
écoulement turbulent 1.04a <1.12

ATHS
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Les pertes de charge ...

en pratique, les pertes de charge sont de deux type s:

® perte de charge répartie
perte de charge entre deux sections
proportionnelle a la distance entre ces deux section S

2
exemple : AH :}L—LU—
D 2g

® perte de charge concentrée
provoquée par une perturbation locale
K = coefficient dépendant du type de perturbation
U, = vitesse caractéristique typique de chaque configu ration

U ?ef
29

exemple: AH =K
3 ATIH:




Les pertes de charge ...

pertes de charge r éparties dans
des conduites circulaires

€

paroi des conduites rugosité
formule de Darcy-Weisbach débit pp— O_ér;m)

U -— acier inoxydable 0.03

coefficient de perte de charge section rive 3.0
N / galvanisé 0.0940.15

\ » rouillé 2.0

2 fer neuf 0.26

}\‘ U PVvC 0.03

A H — L fonte moulée neuf 0.25

- - rouillé 1.0415

D 2 bitumé 0.1

\ g béton lisse 0.04
/ f brut 2.0
/ / \ fibre de verre 0.9

caoutchouc lisse 0.01

perte de charge diamétre longueur pierre de taille brute 8a15
galerie 90 a 600
Re = nombre de Reynolds I
A =A(Re &) e = rugosité relative s =f | attention a la terminologie
"D . (pays anglo-saxons ...)
alir
398

Les pertes de charge ...

AH=M1
D

29

0.1 T —— T TTTTTT €
000 NI - T I
H lml'mireéécmm[ turbulen D
0.08 . N
o N 005
) . 004
o) % >
— H 0.03
© 005 \ N TN N,
e \ V/ M I 0.02
O N
004 \ NN ] 0015 )
% \ 7 N o 2
] 0.008 <
Q 003 N [~ N 006 "y
g g i ) e S — rugueux [}
. 0.004 —
[} ' L N
o ; i = ‘Q
o \ Sl m:" J 0.002 =
ny
T oo SIS — L O
Y N A 0008 )
- BEES. -
I~ 0.0006
c L J =]
() A Y n oo0s =
— e ]
Q §§':\~.\\‘— = 00002
= NN g N N
Y N =ttt
5] Ry ] = 00001
- ~
S o — koo Abaques
0.009 Eh
o | - de Moody
10° 10t 105 108 107 Mo'
0.000005
0000001

nombre de Reynolds

ATHS




399

Les pertes de charge ...

Pertes de charge concentr ées (élargissement)

(a) (b) ()
élargissement élargissement conduite débouchant
brusque progressif dans un réservoir

ATHS

Les pertes de charge ...

Pertes de charge concentr ées (élargissement progressif)

0.8 :Z N .
i / \\ 5, ¥
K o6

04 I (b)

élargissement
0.2
progressif

L L s L
0° 20° 40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180°

Lir
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Les pertes de charge ...

Pertes de charge concentr ées (rétrécissement)

arrondi
SZ
(c)
rétrécissement rétrécissement entrée d'une
brusque progressif conduite
ATH
402
Les pertes de charge ...
Pertes de charge concentr ées
singularité vitesse de coefficient
référence K
élargissement brusque U, (1 - S./S,)?
conduite débouchant sur un réservoir U, 1
élargissement progressif 06=7° 0.15
2 06 = 30° Ul'U2 ~0.7
AH = K Ures 6 = 130° 1.1
2 rétrécissement brusque S./S,=0.2 0.34
g S4/S, = 0.5 Us 0.22
S./S,=0.8 0.05
rétrécissement progressif arrondi U, 0.02
entrée de conduite arrondie U, 0.01
coude arrondi lisse 6 = 90° R/R .=1/2 0.21
R/R.=1/6 U 0.12
R/R.=1/0.9 0.31
coude a angle vif 6 =15° 0.10
0 = 45° U 0.50
6 =90° 1.30

ATHS
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Distribution de 'eau
dans l'agglomération
bruxelloise

altitude entre
15met135m

Zone alimentée
par le réservoir de
[ Callois
B Rhode
"7 Boitsfort
B Uccle
» [l Izelles

Les pertes de charge ...

| S \ P

| :
i 1 s

ULB

SERVICE CONSTRUCTION, ARCHITECTURE ET URBANISME

DEPARTMENT OF BuUILDING, ARCHITECTURE AND TOWN PLANNING

Dynamique
des fluides parfaits

(2)

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE




Propri étés dynamiques du champ de tourbillon

® fluide parfait barotrope
® forces massiques dérivant d'un potentiel

I'équation du mouvement s'écrit :

—_— I potentiel des

| <=
J - - grad (U + P) pressions
I'_

accélération

grad P =L grad p
j=V P

potentiel des forces massiques

F=-grad U

||- le champ des accélérations dérive d'un potentiel :
ce potentielest (U + P)

ATHS

406 .
Lord Kelvin

Théoreme de Kelvin (Thomson)

la circulation de la vitesse est définie par : [ = § ; - dL
C

(1824 - 1907) la dérivée matérielle d'une intégrale de contour donne

r= § v.dL :§vi'dXi - §Vi (9jvi) dxi

Vi (0jVi) 2% dj (Vi Vi)

différentielle exacte

r * - § J_ a_ - O intégrée le long d'un contour fermé = 0
C

différentielle exacte intégrée
le long d'un contour fermé =0

j=-grad (U+P) r'=o

ATHS
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Lord Kelvin

Théoreme de Kelvin (Thomson)

pour un fluide parfait barotrope

- soumis a des forces massiques dérivant d'un potentiel,
(1824 - 1907)

la circulation de la vitesse le long d'une courbe ferm ee
ne varie pas au cours du temps

[ =cse

ATHS

8 :
Louis Lagrange

Théoreme de Lagrange

pour un fluide parfait barotrope

soumis a des forces massiques dérivant d'un potentiel,

(1736 - 1813)

si I'écoulement est irrotationnel a un instant ,
il le restera au cours du temps

r:§v.d—L: fotv. n ds a:%rotv [ = Cste

c s théoréme de Kelvin

W=0 en t=t, Ww=0 en toutt
3ATIHS
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Exemple : la portance d'un profil

calculons la portance due a I'écoulement
d'un fluide au travers d'une grille d'aubes

aubes P

sens
de
rotation

coupe
cylindrique
4 q entrée

sens de \
sortie rotation } }
direction de \
I'écoulement } }
\lir |
Exemple : la portance d'un profil
| I
| A | t = "pas” de la grille d'aubes
|
I : section
K e | de sortie
Vi
B |
| I
| D
| |
y (b : o
N 2
|
section I | ! \
d'entrée !

! - X ! |




411

Exemple : la portance d'un profil

par définition, I'action du fluide sur le profil est : -R. = .. n: dS
(- car la normale est extérieure au volume de fluide) | |

I - aube

I Y 1 R avec

|

| R=X1x+Y 1y
section (_je
sortie

(ur,v1) |B

courbes
identiques

|

section
d'entrée

ATHS

Exemple : la portance d'un profil

la loi de la résultante cinétique appliquée aun vol  ume de fluide s'écrit :

L4 L4
L L
g g
0. 0.
j d, (’Q\/i ) dV:j fl,dV+ § (tij -p Vi Vvj)njdS
% & R4 S
L 4 L 4
L 4 L 4
= 0 car I'écoulement est = 0 car on néglige le
permanent poids du fluide
il reste donc :

extérieure au volume de fluide

§ (Tij -P Vi Vj) Nj dS = (Q | iIs'agitde la normale
S
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Exemple : la portance d'un profil

guand on développe en composantes,
on tient compte des
simplifications suivantes :

i (Tij-pviv))ndS =0

a l'entrée et a la sortie, les contraintes tangentielle sont nulles
il ne reste que les contraintes normales exprimées en fonction de la pression (p , etp,)

® |a somme des intégrales sur BC et DA s'annule :
les grandeurs sont périodiques mais le sens de la normale est invers é

® e fluide est incompressible et homogéne
X = pturuz-ptugur=-X+(pr-p2)t

Yy = pPtuyve-ptugvyi=-Y
\lir

Exemple : la portance d'un profil
§ (Tij-pVvivj)njdS=0
S X = PtUpUs-Ptusu;=-X+(pr-p2)t

|
: y = pPtupvy-ptugvyi=-Y

section de
sortie

©

|
|
D
|

(ur,v1) |B

f

courbes
identiques

|

section

X Ci(uz,v2)




Exemple : la portance d'un profil

on écrit ensuite la conservation du débit

purt=put - WL=uw

X = pPtuguz-ptugu;=-X+(p-p2)t
Yy = pPtuve-ptupvyi=-Y

X=(p1-p2)t
Y=ptug(vi-vy)

Exemple : la portance d'un profil

on écrit ensuite le théoreme de Bernoulli n°l (en n égligeant le poids du fluide)

(VAT '
PL+P 5~ = P2+ P

2 42 2 42
u1+v1:p2+pu2+v2 |
2 2 I

P1+pP

p1-p2=%(V%-V%)

:p(Vz-Vl)% )

courbes
identiques
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Exemple : la portance d'un profil

V1+ V2
2

on définit la vitesse moyenne : P1-P2=p (v2-v1)(

- =p (V2-Vy Vm

-<
I
X
poll

courbes
identiques

ATHS

Exemple : la portance d'un profil

on trouve finalement : X = ( P1-P2 ) t
Y=ptuy(vi-Vva)
P-Pr=p (Vo-Vy )V

X=-pVvpt(Vvi-Vvz)

Y= pupt(vy-vy)

et la force R est perpendiculaire a la vitesse moyen  ne v,




L'action sur un profil de pont ...

Pont de Tacoma (USA)
7 novembre 1940

Harmonic excitation




Exemple : la portance d'un profil

calculons la circulation T de la vitesse le long du contour ABCD

par définition : = § v.ds

ou ABCD

[aBcD=-Vit+lgct+Vat+T pp

avec [ gc+ I pa=0 par périodicité I

donc Y

S

courbes
identiques

422

Exemple : la portance d'un profil

conclusions : _
‘ [ pgcp= -t (V1-V2) |

X=-pvpt(vy-vy2)

Y= pupt(vy-va)

courbes
identiques

ATHS
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Exemple : la portance d'un profil

conclusions : B ABCD = - T (V]_ - V2)

» Si I'écartement t des profils tend vers l'infini, on tend vers une aile
isolée (ex : avion) pour lagquelle v, = v,.

* La portance tend alors vers (0O . «). La portance sera non nulle
seulement si la circulation I" est non nulle. Cette circulation apparait
a cause (ou grace a ... !) des effets visqueux le long de la paroi du
profil (couche limite).

e On pourra étudier I'écoulement comme irrotationnel en fluide parfait
partout avec une circulation non nulle autour du profil (circulation
due aux effets visqueux).

ATHS

Exemple : la portance d'un profil

tourbillon de démarrage

» Supposons que c'est le profil qui se déplace par rapport au fluide.
* Avant la mise en mouvement, la circulation ' = 0 car la vitesse est nulle.

« Comme le fluide est parfait et barotrope, le théoreme de Lagrange dit
gue I'écoulement restera irrotationnel.
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Exemple : la portance d'un profil

tourbillon de démarrage

» Au démarrage, sous l'influence des effets visqueux, il se crée au bord de
fuite (point P) un tourbillon qui est entrainé par I'écoulement
(théoreme de Helmholtz — non vu —)

« Ent>0, cetourbillonestenQetona: rABCD =0
D

AEFD ' ' EBCF
- (I, > 1~

-
/\‘\QQ
‘ [ AEFD= - rEBCFl |

A

ATHS

426

Exemple : la portance d'un profil

tourbillon de démarrage

« |l s'établit donc une circulation autour du profil, donnant naissance a la
portance.

» Le profil devient un tube de tourbillon.

 Le tourbillon de démarrage (en Q) s'éloigne vers linfini.

r - _ r — 4lEElBHHBBBBBlllBilllmmﬂmmm,. P\ \_
‘ AEFD EBCF| T

A

ATHS
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Exemple : la portance d'un profil

tourbillon de démarrage

* La conservation du flux du tourbillon implique
gue le tube de tourbillon ne peut
pas s'interrompre

tourbillon [ ) °
marginal @ tourbilon @
de °
démarrage @

» Des tourbillons marginaux prennent oo
naissance aux extrémités du profil
pour former, avec le tourbillon
de démarrage (a l'infini),
un tube de tourbillon fermé.

un tourbillon devient visible par
temps humide si () augmente

ATHS

428

Exemple : I'action sur un profil

ATHS
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L'action sur un profil : aileron de Formule 1

v Vrije
Universiteit
Brussel

la voiture ...

le maillage

répartition des ™
pressions

ATHS

Ecoulement permanent irrotationnel

irrotationnel a =0 et dOI’]C ﬁv =(

® |'équation de Lamb devient

écoulement irrotationnel on néglige le
permanent poids du gaz

Bernoulli

O=-ﬁd[P+%]
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Ecoulement permanent irrotationnel

® Hosons — = C2 on peut moqtrer que cestla _célférité des ondes
dp sonores ( "vitesse du son" ) qui dépend de p
dans l'air : c =~ 1.200 km/h
autres valeurs dans l'eau : c =~ 5.400 km/h

dans l'acier : c =~ 18.800 km/h

valeurs a vitesse nulle

appelons Py, py,Cy, Py lesvaleursde P,p,c,p pourv=0
et calculons P, p, c, p enfonctionde Py, py, Cy, Po

ATHS

432

Ecoulement permanent irrotationnel

® fluide parfait en évolution adiabatique

p=kp"
C
- =P
avec CV
® calcul de la vitesse du son
dp _ d kypY _yp
—=C CZ:_ Y k y-1- =

ATHS
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Ecoulement permanent irrotationnel adiabatique

rac P d
® calculde P gradP =% gadp ou P :I Fp
p=kp’ dp=kyp* " dp
dp jkypy'1 j >
P= J-_ = do= k Yy-2d
0 5 P Yp P
p= Ky py—l_ Y B: c?
y-1 y-1p y-1
~ c?
de méme: P, = —°
y-1

Ecoulement permanent irrotationnel adiabatique

® calculde P

2
_C
T A2
0

P C2 = E Cg
P, P

@)

p=kp" p, =kp’




Ecoulement permanent irrotationnel adiabatique

® calculdec2 P _ ﬁ P-P — c’-cq
P, Ca Po Co
2
Py 1 | 2 p+¥ |=p
— + — =
Y c?—c? _ P-P, _ (V-l)(-"é) 2 °
> 2 - (y_l) 2 - 2 Bernoulli
2 Co Co Co
_ Co
P, =
y-1 -

ATHS
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Ecoulement permanent irrotationnel adiabatique

® calcul de p C2 [ 0 Jy-l
= =| —
Co po

ATHS
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ATHS

Ecoulement permanent irrotationnel adiabatique

® calculde p P
Po

438

Ecoulement permanent irrotationnel adiabatique

dans tous les cas, c'est

[1- y-l V2
2
2 C

qui intervient

ATHS

0
2 C%
y-1 2 i1

p=py|1-L= V2 1y
{ 2 2
0

Y

\ c2
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Ecoulement permanent irrotationnel adiabatique

dans tous les cas, c'est

® conclusion importante

C, est connu, par exemple, par les
conditions d'amont

on ne pourra donc pas dépasser une
vitesse maximum donnée par :

y-1 V%nax —

[..]=0 - 1-
2 ¢z

0

® lorsquev — v, ., p —0

ATHS

Ecoulement subsonique — Ecoulement super sonique

Ernest Mach

[ERNSTMACH  1838-1016|
| ‘ T’E le nombre de Mach M est défini par :

vitesse des particules
: matérielles

(1835 - 1916) M V
C

célérité des ondes sonores

M < 1 écoulement subsonique

M > 1 écoulement supersonique

Lir
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Ecoulement subsonique — Ecoulement super sonique

® transformons vic o €nvic ... pour exprimer 1 2
en fonction du nombre de Mach M 1_ V' V
2 2
(P= : 2 c§
y-1 P+ |=p
3 , 2 °
PO - CO Bernoulli
y y-1
2 . y2_ C§ c5 1 1
C”_+V2=_=0_ etdonc =0 =v2| 2+
y-1 2 vy-1 -1 2 (y-1)M
® etdonc 1- -
R AEIVT. 1+_y21M2
AT

442

Ecoulement subsonique — Ecoulement super sonique

® onadonc _ 1 ~1
P=pPo y-l y-1
1+—=M?
2
v
P =Po _11 y-1
14—~ M?
2
c2 = 1
C(Z) y-1. . _V
1+——M M_E

ATHS




443

Le mur du son

Vitesse O

. Souree du son
- -{perfurbanon ae pressmn,l
a wlesse nuHe

Mach 0.8

- _lﬂéﬁlapemenr de
la source du son

‘h—
=7 ; i Zone de
'Déplacement : . I\ pompression
3 da___:__s:m Yo Seﬁlacemem
! U son
|
| | ¢ Vitesse de
i | ﬂ.IB la source
| ! ! I
Mach 1 a Mach 1 0 Mach 1
alir
Mach 1 Mach 1.2 \

S Ligne de Mach

N Ligne de
7 5 Mach oblique

o

Déplacement

de la source

du son,
Vitesse Mach 1.2

= Angle

P Zone de p el df.'gﬂ-:fam
Dép!acéﬁiem Sisaos ay

|l {.f du son JLE S0n, nNg
- Ra 0 _ pouvant plus
= | g Vitesse de ; A /f; se géplacer en

| la source B TR / avant de la

, Mach 1 . / source, forme

i “\\_\ / une pnde
0 Mach 7 Az, / de pression,
<%




S .
Pierre Hugoniot

Théoreme de Hugoniot

® on considére un filament de courant

® on calcule I'évolution de la vitesse en

(1851 - 1887) fonction de I'évolution de la section transversale

® |a conservation du débit s'écrit p V S — GtE
(bvs)=0 = (pv)s=-pvs

® A diviserpar ( pvS)

\

(pv) __S
(pv) S

ATHS

446

Théoreme de Hugoniot

(pv)
(PV)

® calculons

ATHS
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Théoreme de Hugoniot

ooooooooo
............
R4 e
°° ®e
. .
. .
® .

.'.. - L ..". =
:...pol 1 __1 _2] y-1 /’ p
e O 2...02
p :.'-yv ......... i VSR C.'O ----- - J .. =c?
c5 1-& vZ /
...... 2 cg| .
p_. :_V_ ﬁ N p_ :_V_ M2
P V¢ o v
\lir
448
Théoreme de Hugoniot
p_.:.V_'|\/|2 (pV)'zp'+V_- =V (1-Mm
poY (pv) p VvV V ( )
® ot donc
bv) __S
(pv) S

ATHS
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Théoreme de Hugoniot

® calculons aussi % £ — k = CSte

ATHS

Théoreme de Hugoniot

® sjlasectionaugmente: S >0

o S

en écoulement subsonique

®* M<1

® \ diminue

® p augmente ; p augmente

® en écoulement supersonique

*M>1

® v augmente

® b diminue ; p diminue




Exemple : la tuy ere ...

. 1 e
ression amont ; s
pressio 0 T S s s 79 S I TP I TP s Pt ettt e
1

constante

pression aval
1 variable

v

® une tuyére (convergent — divergent) est alimentée

par un réservoir en amont

® |e débit est contr6lé en ajustant la pression alaso  rtie en aval

Exemple : la tuy ere ...

® 1 : enrégime subsonique partout

® |a vitesse maximum est atteinte au col

entrée col sortie

ATHS
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Exemple : la tuy ere ...

® 2 :la pression la plus basse que I'on peut attein  dre en
subsonique est au col (ou dS = 0)

p _ . .
A ® |a vitesse maximum est atteinte au col

X

-

entrée col sortie
n

Exemple : la tuy ere ...

® 3 :la pression la plus basse que I'on peut attein  dre & la

sortie
AP o .. . _
régime supersonique entre le col et la sortie
ds .
dx (229999 F5 FIVIII2
Eaaasansanss s NI
pO 1

entrée sortie

ATHS




Exemple : la tuy ere ...

® 4 : régime intermédiaire subsonique

0 ® régime supersonique avec choc
A a l'intérieur de la tuyere
ds .
dx - (2399I VrIIIIII e
mmm
pO 1
X
-
entrée col sortie
Alr
Exemple : la tuy ere ...
® 5 : régime intermédiaire subsonique —  supersonique avec
choc a I'extérieur en aval de la tuyere
A°
ds .
dx (229999 F5 FIVIII2
Eaaasansanss s NI
pO 1
X
-
entrée col sortie

ATHS




delaVv2 ...

ere

la tuy

Exemple

Vulcain

VaYAYAY, TAVAT,
POACOGDO
o

(fus ées Ariane) ...

IN

Vulca

CORAELIAICO AR TS

sbthﬁsrqhi.u"
r.‘.-.ﬂhﬁ-.bj‘rc;!rdh‘
AREEF IR,

N\

eres

les tuy
Vulcain 2

Exemple

w Gaz chauds §
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